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I. 


Beiträge  zur  Anwendung  der  Dreiteilung 
der  elliptischen  Functionen  auf  die  Theorie  der 
Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung. 


Von 

Louis  Heinze. 


§  L 

AU  Einleitung  sei  es  mir  gestattet,  ausgehend  von  den  von 
Herrn  Prof.  H.  Weber  in  seiner  Vorlesung  „über  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen"  eingeführten  ^-Functionen  erstens  die  Drei- 
teilungsgleichung und  zweitens  das  Additionstheorem  der  elliptischen 
"Functionen  in  der  Hermite'schen  Form  kurz  herzuleiten. 

Herr  Prof.  Weber,  dem  ich  durch  die  mir  vielfach  gebotene  An- 
regung bei  meinen  Studien  ohnehin  zu  grossem  Danke  verpflichtet 
bin,  hat  mir  auch  gütigst  gestattet,  das,  was  ich  zur  vorliegenden 
Arbeit  aus  seinen  Vorlesungen  entnommen  hatte,  zu  veröffentlichen. 

Ich  gehe  von  folgender  Definitionsgleichung  aus: 


wo  m  wie  nachher  stets  die  laufende  Zahl  der  Reihe  bedeutet   Es  folgt 


— M-r%-n<9  — 


nig'v 


ferner 

T«U  LXX. 


2    Heime:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  eüipt.  Functionen 
»*+2,*(t0  -  »*(*),     3*A+2(t>)  =  (-l)9&fftt(v) 

_  www«« +  »«•>»+  — +2*i«.r+ff.T 

»„(*)  -  iZ(-l)»e  * 
^(y)  «.  £fl*faMii* +•*'»*» 

71  im  _ 

»io(»)  -2«  4 

»o,(»  +  2)  -  »o,(»),  *oi(»  +  »)  «-»'"-^"»o^) 

*„(»+2)  -  »„(*),  »„(»+*>)  --e-**-*"«*H(ü)  (1) 
*ooO»  +  2)  -  »«»(»),  +  •)  -  e~««*-*™ ^(v) 

»io(f +2)  -  »10M  »io(*'+  o»)  -  «-**— ^♦ioW 

»oo(»)~»oo,    »,o(f)  =  »,o,    »o,(f)~»oi,    *u(»)-0  (2) 
»oi2»io*(»)  -  »^^-»oo'»!,1^) 

WW  -  »oo*»o»-»,o*»iM 

»o,4 


! 


»10*»OU 


Ferner  wird  das  Additionstheorem  des  Quotienten  zweier  d-Func- 
tionen  für  die  beiden  Argumente  v  und  w  dargestellt  durch 

»oo»io  »iiM-'O  _  ^oo^)^io(p)^ii(,0^ot(^H-^oo(w)^io(^)^n^)^c..  ^ 
»oi*   *oY<*+">  ~  *oi^)  VV)-*n",(»)*«,(««') 

?io  »io(»+"')  _  »io(*0»oi(")»io(">)»oi("Q— M«0»oo(»)»ii(*)»oo(*> 
»oi  »o,(t'+uO  ~  »o,V)»oiV)-»u*(0)»,iV) 

»oo  »poM-"-)  _  »oo(y)»oi(tO»oo(^)»ol(^)-»1iM»io('?)»ii('f,)»io(^) 
»oi  *oiM-«Ö  "  »oi ^»oiV)-»,,*^,,  V) 

Ans  diesen  drei  Gloichuugen  erhalten  wir,  wenn  wir  v  =  w  setzen, 
Formeln  für  das  doppolte  Argument,  und  unter  Benutzung  dieser 
letztereu,  wenn  wir  ic  =  2v  setzen,  nach  Ausführung  der  Rechnung 
folgende  drei  Gleichungen: 

o  _  a  »oo4+»io4  *n*(v)  ,  fi  »n4^  *n*M 
»nW      *„<*)  »oo»»io2    »oi V)"1"  »oi4M  »oi8(t>) 

»o,(3»)  ~"~  »0>)  »„4(t>)       »oo4+ V1  »nV)  _  o  »i>> 

b«o,4<*>+4>w"*iof   »o»       »o,W  (4) 

i__4  *V»  »,»'(»)  ,  r»n4(t')_d»,o2  »i»  ,  »m8(*) 

»ioW      »,o(« )  _     »10*  »oiVr  »o,4(»)       »oo2  »oiV)"h»oi8^) 

»oi(3f)      »oi(f)           r  »„4(tO,  »oqM-»io4  »n6(>0  o»„8(t>) 

»oiV^  »oo8»io'   »oi<(»)  »oiV) 
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Durch  diese  Gleichungen  sind  die  Quotienten  je  zweier  ^-Functionen 
des  dreifachen  Argumentes  ausgedrückt  durch  die  Quotienten  je  zweier 
^-Functionen  des  einfachen  Argumentes. 

Diese  Quotienten  der  ^-Functionen  stehen  nun  mit  den  ellipti- 
schen Functionen  sin  am,  cos  am,  dam,  wofür  wir  abkürzend  schreiben 
werden     c,  6,  wenn  wir 

_ü  f  <l*  

(5) 


K=r  -  *»  A/ = f- 

J  Vü  —  m*)ü  —  kW        J  i 


setzen,  in  folgender  Beziehung 


aoo,    f*-y*,    l"  -  y*' 


(0) 


Führen  wir  diese  Zeichen  ein  und  setzen  wir  u  =  .,,  so  erhalten  wir 
aus  (4)  die  allgemeine  Dreiteilungsgleichung  in  der  bekannten  Form 

3-4(l  +  *',.»(!)+6*v(:;)  -*vß) 
Wl-a^Q  +  4t«(H-t>«ß)-^) 

Wir  gehen  nunmehr  über  zur  Ableitung  des  Additionstheorems 
der  elliptischen  Functionen  in  der  Hcrmite'schen  Form J),  und  setzen 
zu  diesem  Zwecke 

0 

0 


1)  Herrn itc,  Uebcraicht  d.  Theorie  d.  elliptischen  Functionen.  1863.  (übers, 
r.  Mataoi).  —  Clebsch,  Vöries.  Aber  Geometrie.  Hcrnusg.  r.  Lindemann.  1876. 
pag.  606  ff. 
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Es  folgt  dann  aus  (1) 

0(1,4-2)  =  <Z>(t>),     0>(t»+w)  eT<a"+1H^+»*'0^(„) 

Definiren  wir  ferner  durch 

X(v)  —  £u(t>—  r,)^n(p— t>,) ...        —  f2»+i) 

eine  Function  von  t»,  deren  Verschwindungswerte  nach  (2)  «>„  ... 
t>2n+i  sind,  so  erhalten  wir  unter  der  Annahme  der  Gleichung 

JT(t;+2)  =  X{v),      X(v  +  (0)  =  —<!-(2n+l)(^+2n«)^(ü) 

Wir  können  daher  bei  passender  Bestimmung  der  />m  und  g» 

=  A.X(v) 

setzen,  wo  A  eine  Constantc  bedeutet.  Führen  wir  nun  zwei  neue 
Functionen  <p(t>)  und  q>,(r)  durch  die  Gleichungen 

ein,  wo         =  —  <P(— t>)  ist,  so  erhalten  wir 

Hieraus  folgt  nach  den  Formeln  (2)  für  v  =  0 

*(0).9i<0)--*«C0)--flb» 

Da  nun  «4  ...  »2n+i  die  Verschwindungswerte  von  X{v)  sind,  sind  sie 
das  auch  von  <2>(t>),  also  auch  von.  <p(r),  also  auch  von  tp(v)  .<p,(t')- 
Nehmen  wir  ferner  in  dem  Ausdruck  für  <p(t?).<p,(r)  die  Factoren  in 
die  Summenzeichen  hinein  und  berücksichtigen  (3),  so  ist  sofort  er- 
sichtlich, dass  <p(«).g>,(tO  eine  Function  ist,  welche  nach  Potenzen 

von  p'1«^  geordnet  werden  kann  und  vom  Grade  2n  +  l  ist  Wir 

können  sie  daher,  wenn  wir  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz 
gleich  1  annehmen,  in  die  Form  schreiben 

Hieraus  folgt  für  v  =  0 

rtö).9i<0)  =  -9»(0)  =  -  27  ^ 
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auf  die  Theorie  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung,  5 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  gemäss  obiger  Relation 

setzen  und  bei  dem  Wurzelziehen  aus  beiden  Seiten  aus  einem  leicht 
einzusehenden  Grunde  das  positive  Zeichen  nur  berücksichtigen,  so 
wird 

1*.  *<*(iv> 

Wir  haben  ferner,  da  pn  —  1  angenommen  war, 

Setzen  wir  hierin  v  =  t>,,  wo  •  die  Werte  1,  2,  ...  2n  hat,  und  be- 
rücksichtigen wir,  dass  sich  für  i>,  —  0  der  Wert  von  q0  «=•  0  be- 

stimmt,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  noch  durch  den  Factor 

dividiren,  folgendes  Gleichungssystem: 

(10) 

o   Pw  ^oiM«.)  +  Oo,2"^)  +     ♦oiSw)      7  *"  *oi2— '(tv) 

i  =  1,  2,  ...  2n 

In  den  Formeln  (8),  (9),  (10)  ist  aber  das  Addiüonstheorem  in  der 
Hermite'schen  Form  schon  enthalten.  Setzen  wir  nämlich  t*jn  —  0, 
so  haben  wir  folgende  Gleichungen: 

9(0)  frii(*i+-+*gn-l) 
0    "~  *oi(»i+  • +"2»-i)  <n> 

<p(tQ  »„»"(»)  .  frii2"^)  .  »oo(g)^io(»)  V1  ^n2m~I<ü) 

*«(«) 

A  git^ty)  .  ,  »oo(*.)  **)(*)  V*  »»»-Ht*) 

°  ~  7  P~  +  +     *oif  (»<)      l  *"  Ooi**-1^.) 

i ;  =  1,  2,  ...  2n— 1 

Die  letzte  Gleichung  von  (11)  repräsentirt  ein  System  von  2n— 1 
Gleichungen,  aus  denen  sich  die  2n—  1  Unbekannten  pm  und  qm 
nach  den  bekannten  Regeln  der  Determinantentheorio  bestimmen 
lassen.  Die  Werte  von  pm  und  qm  setzen  wir  in  die  zweite  Gleichung 
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6    Heime:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  ellipt,  Functionen 

von  (11)  ein  und  lassen  dann  in  ihr  v  =  0  werden.  Dadurch  erhalten 
wir  linker  Hand  ^  und  somit  mit  Hilfe  der  ersten  Gleichung  von 

(11)  eine  Formel  für  das  Additionstheorem  des  Quotienten  -~  für 

^01 

eine  ungerade  Anzahl  der  Argumente  r,.  Der  Uebergang  von  den 
»v-Functioncn  auf  die  gebräuchlichen  Functionen  *,  c,  ö  geschieht 
durch  die  Formeln  (6). 

Uns  interesBirt  im  Folgenden  hauptsächlich  der  Fall  n  =*  2. 
Die  Constanten  ;?0,  ply  qt  bestimmen  sich  aus  den  drei  Gleichungen 

»  =  1,  2,  3 

Setzen  wir  die  Werte  von  j>0,  j>„  <k  in  die  zweite  Gleichung  (11)  ein 
und  lassen  v  =  0  werden,  so  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung 
der  ersten  Gleichung  (11)  eine  Formel  für 

^Ol^l  +  ^  +  Vj) 

von  der  wir  mit  Hilfe  von  (5)  und  (6),  wenn  wir  den  vly  vti  die 
Argumentwerte  Uj,  u3  entsprechen  lassen,  leicht  auf  die  bekannte 
Form  kommen: 


l«s(t*j) 

*•») 

«(•4) 

*(«*) 

<?(«*l)*(«j) 

'*(«■) 

l*8(«3) 

1 
1 
1 

«(»i)c(«i)'(«i) 

«M  «(««)*(«») 

(12) 


Es  zieht  daher  die  Bedingung,  dass  der  Zahler  verschwinden  soll, 
die  Folge  nach  sich,  dass 

oder 

uj  +^+1*3  s=  0    (mod  iK,  (13) 

ist.  Ich  8chliesso  mit  diesem  wichtigen  Hermite'scben  Satze  die  ein- 
leitenden Betrachtungen. 


§  2. 

Die  Behandlung  des  Problemes  der  Wendepunkte  einer  zwei- 
teiligen Curve  dritter  Ordnung  mit  Hilfe  der  Dreiteilung  der  ellipti- 
schen Functionen  unter  Zugrundelegung  der  Normalform 
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F  =  ys*y,  -y,(y,  -^Hf,-**,)  -  0  (14) 

ist  bisher  am  weitesten  geführt  worden  in  den  von  Lindemann  her- 
ausgegebenen „Vorlesungen  über  Geometrie"  von  Clebsch  (pag.  602 
bis  609).   Für  diese  Normalform1)  ist  der  eine  Eckpunkt  des  Coor- 

dinatendreiecks  j^1  ~  q  gleichzeitig  ein  Wendepunkt,  der  mithin  als 

bekannt  vorausgesetzt  wird,  y,  =  0  seine  Wendetangentc;  die  drei 
Geraden 

y»  —  0,  y,  —  yx  —  0,   yt  —  fc'y,  —  0 
<v.  —  0 

sind  die  vom  Wendepunkt  <  _  ^  an  die  Curve  zu  ziehenden  Tan- 
genten ;  ys  —  0  ist  die  harmonische  Polare.  Die  drei  Seiton  des 
Coordinatendreiecks  sind  also 

Wendetangente  yi=0,  Tangente  yj=0,  harmonische  Polare  ys  =  0. 
fc*,  das  Doppelverhältniss  der  vier  Tangenten 

*-0,   ys=0,   yt-yi-0,   y,-^y, -0 

ist  reell  und  genügt  der  Ungloichung 

0  <  k*  <  1 
Der  Gleichung  F  =  0  wird  genügt  durch 

Mi  ra  *3(tt),   Py»  —  *(»*)i   Ws  —  c(«)d(u)  (15) 

und  es  sind  daher  dadurch  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Curve 
F=  0  als  elliptische  Functionen  eines  Parameters  dargestellt.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  Coordinatenwerte  von  drei  Punkten  der  Curve 
durch 

eW,  *V,  «V   ('  =  1,2, 3) 

und  entsprechend  die  Parameter  mit  Uj  u,  u8,  so  muss,  wenn  die  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen  sollen 


vi    y*  Vt 

tt        tt  tt 

y\    y\  ys 

U)  III  Hl 

yi   y»  y» 


-  o 


oder  nach  (15),  (12)  und  (13) 

"i  +*s  +  «s  ■  0   (mod  4Jf,  MK') 


1)  VergL  Clebsch  n.  Gordan,  Theorie  d.  AI  I  schen  Functionen,  Leipiig 
1866,  pag.  71,  und  Haroack,  Mathem.  Annalen,  Bd.  9,  pag.  2  ff. 


8    Heime:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  ellipt.  Functionen 

sein.  Als  Bedingung  für  einen  Wendepunkt  ergiebt  sich  daher,  wenn 
wir  u,  «=■  «j  -=»  w3  ==  w  Betzen, 

3»  ss  0  (mod  4#,  OK')   oder   w  =  ^±i!L—  (16) 

Dadurch,  dass  wir  hierin  m  und  n  die  Werte 

00  Ol  02 
10  11  12 
20   21  22 

zuerteilen,  gewinnen  wir  die  Parameterwerte  der  neun  Wendepunkte 
der  Curve  in  der  Form: 

4.JST'  8i£" 


4K   4K+ÜK'  iK+SiK' 
3  3  3 

SK   SK+4iK'  SK+SiK' 
3  3  3 

Setzen  wir  diese  Argumentwerte  für  u  in  die  Gleichungen  (15)  ein, 
so  erhalten  wir  die  Coordinaten werte  sämmtlicher  neun  Wendepunkte. 
Die  Bestimmung  dieser  Coordinatenwerte  soll  nunmehr 
der  Untersuchungsgegenstand  des  Folgenden  sein. 

Berücksichtigen  wir,  dass  die  Functionen  *(u),  c(u),  d(u),  welche 
einzig  und  allein  in  den  Formeln  für  die  Coordinatenwerte  vorkom- 
men, die  Perioden  4Ä  und  4dK'  haben,  so  können  wir  das  obige 
System  der  Argumentwerte  auch  in  die  Form 


4»*' 

0 

3 

3 

4K 

4JT—  ±iK' 

3 

3 

3 

4JST 

4jst —  wc' 

IK+iiK' 

3 

3 

3 

(17) 


schreiben  und  sehen  also,  dass  je  zwei  von  den  von  Null  verschie- 
denen Argumentwerten  einander  gleich  sind,  aber  entgegengesetztes 
Zeichen  haben.  Dann  lautet  aber  das  System  der  Coordinatenwerte 
der  neun  Wendepunkte  der  Curve        0  folgenderraassen: 

<>*y,<*>  -  *(»)  (18) 
$*yÄW  —  c(»)ä(«) 
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auf  die  Theorie  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung.  9 


wo  tö  einen  der  Werte  von  (17)  bedeutet.  In  der  obigen  Gleichung 
der  Curve  dritter  Ordnung  sind  uns  jedoch  nicht  die  elliptischen 
Functionen  obiger  Argumente  gegeben,  sondern  es  ist  als  bekannt 
Torausgesetzt  das  Doppclverhältniss  H,  der  zu  diesen  Functionen 
gehörige  Modal.  Wenn  wir  daher  die  Coordinatenwerte  der  Wende- 
punkte durch  gegebene  Grössen  bestimmen  wollen,  wird  es  unsere 
Aufgabe  sein,  die  elliptischen  Functionen  obiger  Argumente  auszu- 
drücken durch  Ar*  oder  wenigstens  solche  Grössen,  welche  ans  k* 
berechenbar  sind.  Zu  diesem  Zwecke  kann  man  sich  zweier  Wege 
bedienen.  Man  benutzt  entweder  die  unendlichen  Summen  oder 
Productfonneln  für  die  elliptischen  Functionen  und  erhalt  dann  für 
die  Coordinatenwerte  unendliche  Summen  oder  Producte,  oder  mau 
bedient  sich  der  Wurzeln  der  spcciellen  Droiteilungsgleichung  und 
erhält  fax  die  Coordinatenwerte  geschlossene,  aber  irrationale  Aus- 
drücke.  Beide  Wege  werden  im  Folgenden  eingeschlagen  werden. 

Durch  eine  der  soeben  gegebenen  ganz  analoge  Behandlungs- 
weise  ist  das  Problem  der  Wendepunkte  der  einteiligen  Curve  dritter 
Ordnung  auch  auf  die  Dreiteilung  der  elliptischen  Functionen  zurück- 
geführt worden  von  Harnack  (Math.  Ann.  Bd.  9.  pag.  19).  Es  tritt 
die  Nonnalform 

*<*  - -       -  0 

et  —  iß 

auf,  wo  ks  =  a_^_iß  ist*  also  einen  complex  imaginären  Wert  hat. 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  einer  solchen  Curve  siud, 
wenn  u  einen  ganz  beliebigen  Parameter  bedeutet, 

Hfi  =  **("),   Htt  =  *(«)»   m  =  V«  +  *ß  *(u) 
und  daher  die  Coordinatenwerte  der  neun  Wendepunkte  in  der  Form 

Qkl/,<^  —  $((0) 

^y,<*>-y«+^c(ai)(5(«) 

enthalten,  wo  w  einen  der  Werte  aus  (17)  bedeutet.  Da  nun  aber 
auch  die  einteilige  Curve  dritter  Ordnung  reelle  Wendepunkte  hat, 
ist  es  notwendig,  das  Imaginäre  auch  wirklich  aus  den  Coordinaten- 
werten  herauszuschaffen.  Der  Fall  der  einteiligen  Curve  unterscheidet 
lieh  aber  von  dem  vorhergehenden  noch  dadurch,  dass  zu  den  in 
den  Coordinaten  werten  vorkommenden,  elliptischen  Functionen  ein 
imaginärer  Modul  gehört  Für  einen  solchen  Modul  gelten  aber 
ohne  weiteres  nicht  alle  im  Folgenden  angewendeten  Formeln.  Ich 
überlasse  daher  die  Untersuchung  des  Falles  der  einteiligen  Curve 
einer  späteren  Arbeit 
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■ 

§  3. 

Für  den  Fall  einer  zweiteiligen  Corvo  dritter  Ordnung  ist  das 
Doppelverhältniss  k*  reell  und  genügt  der  Ungleichung  0  <C  P  <  1. 
Unsere  Aufgabe  ist  zunächst,  die  CooTdinatenwerte  der  Wendepunkte 
durch  k*  oder  durch  Grössen,  welche  aus  &*  berechenbar  sind,  aus- 
zudrücken. Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  aus  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  folgende  Formeln  als  bekannt  voraus: 

■-i+Ks)Ä+Kö,+iÄ^1,+'- 

H -hl  —  **  logg.logg,  "™  (»logc)2 

1-2^C08^+^ 


.<«>  -  m  Yk  n  {-j^)  — —  nu 


2g»-1  C08~  +  ^- 


2 


reu 


l  +  2a»  cos 

23»-l  COS  ^  + 


ö(u)  = 


nu 

-i\t  1  + 2g»-»  cos -=■  +  ««*-* 


1  —  292*-!  cos     +  g** 


Diese  Formeln  gelten  für  einen  reellen  Modal  k  und  für  ein  reelles 
Argument  u.  Um  sie  in  Formeln  für  den  Modul  k'  umzuformen, 
haben  wir  K  in  K\  K'  in  JT,  und  da 

nP  nK 
q  =  t     K  ,     9i  =  «  *' 

ist,  g  in  qx  übergehen  zu  lassen.  Wir  erhalten  dann  *(a,  &')»  c(u,  &'), 

ausgedrückt  durch  ganz  analoge  Formeln  wie  *(«),  c(*), 
nur  dass  in  ihnen  statt  K,  K\  q  steht       K,  qv   Aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  sind  ferner  bekannt  die  Formeln 


Digitized  by  Google 

1 


14  Heime:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  eüipt.  Functionen 


*E=££)  _  T  F_  „     wa>  <  , ) 

Andere  Grössen,  als  die  in  (19)  aufgefahrton,  kommon  in  dem  System 

(18)  nicht  vor,  wir  könneu  somit  das  Problem  der  Bestimmung  der 
Coordinaten  der  Wendepunkte  durch  eindeutige  Ausdrücke  als  gelöst 
betrachten. 

Nun  lassen  sich  zwar  aus  k*  die  Grössen  q  und  qlv  und  aus 
diesen  wieder  die  in  (18)  vorkommenden  Werte  von  *(»)  und  c(  »).*(«) 
mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen,  und  zwar  sind  die  Formeln  (19), 
wie  ich  noch  später  zu  zeigen  gedenke,  zu  einer  etwaigen  Berechnung 
der  Coordinatenwertc  sehr  wohl  brauchbar,  aber  Ausdrücke  für  die 
Coordinatenwcrtc  in  jfc*  selbst  bietet  diese  Lösung  des  Problems  nicht. 
Auf  einem  anderen  Wege  werden  wir  für  die  Coordinatenwertc  ein- 
deutige Ausdrucke  in  k*  selbst  erhalten  und  zwar  geschlossene  Aus- 
drucke, nicht,  wie  hier,  nur  Annäherungsformcln.   Doch  das  System 

(19)  bat  nicht  allein  den  Zweck,  brauchbare  Rechenformeln  zu  bieten, 
sondern  noch  einen  anderen,  der  im  Verlauf  der  folgenden  Unter- 
suchung klar  werden  wird.  Ich  bemerke  vorläufig,  dass  es  uus  später 
hauptsächlich  auf  die  Vorzeichen  in  obigen  Ausdrücken  ankommeu 
wird. 

14 

Wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  lässt  sich  das  Problem  dor 
Bestimmung  der  Coordinaten  der  Wendepunkte  der  Curve  3.  Ordnung 
noch  auf  einem  anderen  Wege  in  Angriff  nehmen,  welcher  für  die 
Coordinatenwerte  geschlossene  Ausdrücke  aus  dem  Doppelvcrhältniss 
k2  und  numerischen  Coefficienten  ergiebt  Die  Grundlage,  auf  der 
diese  ganze  folgende  Untersuchung  beruht,  ist  ein  Satz  von  Abel  aus 
seinen  „Recherches  sur  les  fonetions  elliptiques"  (oeuvres  completes 
1881.  T.  I.  pag.  277  ff.  285  ff.  305),  der  für  die  2n  +  l  Teilung  ab- 
geleitet ist  und  hier,  für  den  Fall  der  Dreiteilung  specialisirt,  ange- 


<*M«V  ^  1 ) 
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rehen  werden  soll.  Nach  diesem  Satze  sind  sämmtliche  neun  Wurzeln 
ler  allgemeinen  Dreiteilungsgleichung  (7)  dargestellt  durch  die  Form 


Wir  erhalten  die  einzelnen  Wurzelwerte,  wenn  wir  p  und  die 
Werte  — 1,  0  und  +1  durchlaufen  lassen.   Setzen  wir  nun 

so  geht  die  allgemeine  Dreiteilungsgleichung  (7)  über  in  die  specielle, 
welche  die  Form 

:(iV-6W+  4(l+*V-3)  =  0  (20) 

annimmt,  und  deren  Wurzeln  in  der  Form 


*  -  (-i)"+^(^— ^—  —  j 


enthalten  sein  werden,  wenn  n  und  die  Werte  — 1,0  und  +1 
durchlaufen.  Durch  Einsetzen  der  neun  verschiedenen  Wertepaaro 
für  p  und  p'  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  in  der  letzten 
Gleichung  enthaltenen  Arguraentwcrtc  vollständig  übereinstimmen 
mit  denen  des  Systems  (17),  dass  also  die  Wurzeln  von  (20)  auch 
in  der  Form 

enthalten  sind,  wo  m  und  n  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem 
Modul  3  durchlaufen.  Wir  können  somit  die  Behauptung  aufstellen, 
dass  die  neun  Wurzelwerte  der  spccielleu  Dreiteilungsgleichuug  (20), 
welche  wir  durch  Auflösung  von  (20)  durch  &*  ausgedrückt  erhalten 
können,   identisch   sind  mit   den   neun  Werten  des  Ausdruckes 

*(~~3~~~)i  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  m  und  n  ein  voll- 
ständiges Restsystem  nach  dem  Modul  3  durchlaufen  lassen. 

Im  Hinblick  auf  diesen  von  Abel  hergeleiteten  und  hier  nur  in 
etwas  anderer  Form  ausgesprochenen  Satz  kann  in  den  schon  er-  & 
wahuten  „Vorlesungen  über  Geometrie  von  Clcbsch"  pag.  609  folgende 
Behauptung  ausgesprochen  werden:  „Das  Problem  der  Bestimmung 
der  Wendepunkte  ist  sonach,  wenn  ein  Wendepunkt  u  =  0  bekannt 
ist,  identisch  mit  dem  Problem  der  sogenannten  speciellen  Dreiteilung 
der  elliptischen  Functionen."  Damit  ist  der  Weg  für  eine  neue 
Dorchfohrung  dieses  Problemes  eröffnet;  da  dieselbe  bisher  meines 
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Wissens  noch  uicht  erfolgt  ist,  soll  sie  nunmehr  der  Zweck  des  fol- 
genden Teiles  dieser  Arbeit  werden. 

Gehen  wir  zur  Auflösung  der  specicllcn  Dreiteilungsgleichung  (20) 
Uber,  so  ist  erstens  ersichtlich,  dass  sich  sämmtliche  neun  Wurzeln 
derselben  ausdrücken  lassen  durch  k*  und  numerische  Coefficienten, 
ferner,  dass  sich  oine  Wurzel 

sofort  absondern  lässt  und  die  anderen  acht  sich  aus  der  Gleichung 
achten  Grades 

ergeben,  die  in  Bezug  auf  »*  vom  vierten  Grade  ist.   Setzen  wir 
so  ergiebt  sich 

also  oine  biquadratische  Gleichung1),  in  welcher  der  Coefficient  der 
dritten  Potonz  von  x  gleich  Null  ist,  und  welche  zu  der  Gruppe  von 
biquadratischen  Gleichungen  gehört,  deren  ersto  Invariante,  weiche 
hier  die  Form 

-i+K-tf 

batan  würde,  vorschwindet. 

Hermito*)  hat  dieso  Gruppe  von  Gleichungen  in  Zusammenhang 
mit  der  aus  der  Theorie  der  Transformation  dritten  Grades  bekannten 
Multiplicatorgleichung 

lÜ  -6(Ö'+8(1  ~m Tf-3  "  0  (23) 

gebracht,  und  den  Wert,  welchen  Jacobi  für  den  Multiplicator  M  an- 
gegeben  hat,  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  dieser  Gleichungen  vierten 
Grades  durch  elliptische  Functionen  verwandt.  Herrn ite  giebt  zwei 
Arten  von  Wurzelausdrückon  an;  die  eine  enthält  die  von  ihm  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  eingeführte  ^-Function,  welche 
durch  die  Gleichung 

yi  =  9(«) 


1)  Abel  (a.  a.  O.  T.  I.  pag.  305)  hat  schon  alle  diese 
«Jen  Fall  der  %n  +  1  Teilung  angegeben. 

2)  Reruiite,  Sur  la  ibeorie  des  tfquatious  modulaires.  Paris  1859,  pag.  10  ff. 


f. 
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definirt  wird  und  eine  eindeutige  Function  von  o  ist  (o>  hat  den  Wert 
iK' 

-=•),  die  andere  enthält  ähnlich,  wie  die  oben  gegebene  Abel'ßche 
Lösung  der  spcciellcn  Dreiteilungsgleichung  elliptische  Functionen 
und  zwar  *,  c  und  o  des  Argumentes   =-*  ,  wo  hier  natür- 
lich K  und  A"  für  einen  anderen  Modul  zu  nehmen  sind  als  bei  der 
Lösung  der  Drcitcilungsgleichung.  Die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
Hermite  augeben  will,  ist 

fix)  ==  x*  -  6&c*  —  %Tx  —  3S2  =  0 

Die  erste  Lösung  beruht  nun  auf  folgendem:  In  den  aus  der 
Transformationstheorie  dritter  Ordnung  bekannten  Formeln 

1  =  1  +  2-,     u4-2uV+2m>  —  v*  =  0 
M  v 

und  der  Multiplicatorgleichung  (23)  setzt  Hermitc  an  Stelle  von  A* 
^2  und  erhält  danu,  wenn  u  =  qp(ü>)  gesetzt  wird,  die  vier  zur  Mo- 
dulargleichung  gehörigen  Werte  von  v  in  der  Form1) 

/2\   (tu  —  16i\ 

•-WH- ~> 

und  daher  die  vier  Werte  von  -J>  in  der  Form 

M 


\jH-r-) 


M         '     u3  *  <3p3(g)) 

Die  Gleichung  f(x)  =  0  entsteht  aber  aus  der  Multiplicatorgleichung, 
in  welcher  X*  in  K  verwandelt  wurde,  dadurch  dass  man 

setzt.    Mithin  werden  die  Wurzeln  von  f{x)  -»  0  iu  der  Form 


enthalten  sein. 


O  VcrgL  Königsborger,  Vöries,  über  die  Theorie  d.  cllipt.  Functionen, 
Teil  II,  P»g.  138. 

Teil  LXX.  2 


18  Heime:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  ellipt.  Functionen 


Die  zweite  Art  der  Worzelbestimmung  von  f{x)  — •  0  beruht  auf 
dem  in  den  „Fundamente"  gegebenen  Wert  des  Multiplicators 

wo  w  die  Form         3 —  bat  Die  hierin  enthaltenen  vier  Werte 
1 

von  müssen  Wurzeln  unserer  Multiplicatorgleichung  (23)  sein. 
Durch  die  Substitution 

geht  dieselbe  aber  über  in  ßjx)  =  0,  und  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
sind  daher  in  der  Form 

enthalten *)• 

Das  Princip  bei  diesen  Wurzelbestimmungen  war  also  das:  Man 
transformirte  durch  lineare  Substitutionen  die  Multiplicatorgleichung 
in  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  zu  bestimmen  waren,  und  bestimmte 
dann  diese  Wurzeln  durch  Anwendung  derselben  Substitutionen  auf 
die  Wurzelworte  der  Multiplicatorglcichuug.  Es  liegt  nun  der  Gedanke 
nahe,  etwas  ähnliches  auch  für  unsere  Gleichung  auszuführen,  und 
das  Resultat  zu  vergleichen  mit  dem  in  (21)  enthaltenen  AbeFschen.  Die 
Multiplicatorgleichung  (23)  geht  in  unsere  Gleichung  (22)  über,  wenn 
wir 

8(1-21«) 

setzen.   Die  letzte  Gleichung  ergiebt  aber  für  k  den  Wert 


])  Hcrmite  erhalt  hier  (vorgl.  Auch  pag.  34)  nn  Stelle  des  ntgnliven 
Zeichens  ein  positives.    Da»  liegt  daran,  dass  er  nicht 

1 

Bondern 

1^ 

Mm  9 

setet.  Seine  Multiplicatorgleichung  geht  Aber  in  /(x)  =  0  durch  die  Substitu- 
tion —  y&t  =  x.    z  ist  aber  jetzt  gleich 

%\vö)  ö*(w) 

und  es  muss  daher  für  x  die  oben  angegebene  Form  stehen. 
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also  einen  complex  imaginären  Wert  Ein  solcher  ist  aber  für  unseren 
Fall  der  zweiteiligen  Curve  dritter  Ordnung  vollständig  ansgeschlossscn 
und  daher  eine  der  von  Hermite  angegebenen,  ähnliche  Bestimmungs- 
art  der  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  von  (22)  für  uns  unbrauchbar. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Gleichuug  (22)  und  damit  die 
specielle  Dreiteilungsgleichung  (20)  wirklich  aufzulösen,  die  Wurzeln 
durch  &*  und  numerische  Coefficienten  auszudrücken.  Wenn  auch 
nicht  für  dieselbe,  so  hat  doch  für  eine  ganz  ähnliche  Gleichung 
Clebsch  eine  Auflösung  gegeben1).  Ich  will  bis  zur  Aufstellung  der 
kubischeu  Rcsolvento  einer  Behandlungsweise  folgen,  wclcho  eine 
Gleichung  dieser  Art  von  Herrn  Prof.  H.  Weber  erfahren  hat*). 

Sind  ar0x,ar,x8  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (22),  so  bestehon 
zwischen  denselben  die  Relationen 

¥i+'o«i+¥j+jiii+¥j+¥j  -  —  p 
3 

Definiren  wir  0  durch  die  Gleichung 

(ar0  —  a^  +  Sj —  Xj)8  =  16@ 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  ß  eine  kubische  Gleichung, 
welche  wir  in  die  Form 

e*+Pe*+qe+r  =  o 

schreiben  können.  Nennen  wir  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung 
60Qj  02,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  x  durch  die  &  folgende 
vier  Gleichungen: 


0  Clebsch  „Theorie  d.  bin.  Formen",  1871,  pag.  171,  und  „Vöries,  über 
Geometrie" t  pag.  566.    Die  von  ibm  behandelt*  Gleichung  lautet 

x*  —  Sx*+iTx  —  jfS*  «=  0. 

S)  Weber  in  seinen  „Vorlestingen  über  d.  analytische  Theorie  d.  alge- 
braischen Curven  u.  Flachen",  S.  S.  1880.  Aach  dort  ist  die  Lösung  für  die 
Clcbsch'iche  Glcichungsform  gegeben.  Zu  yergl.  auch  Serret,  llandb.  d.  h. 
Anslysis,  Bd.  2,  pag.  364. 

2* 
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xO  +     +     +  XS  —  0 

*<>  —  +  —  «3  -=±41/0, 
«0— *!—  JTj+ltj  —  ±41/0^ 

Es  würden  daher  die  Werte  für  die  vier  Wurzeln  a*0,  at„  *4,  xa  iu 
der  Form 

enthalten  sein  müssen.  Diese  giebt  aber  nicht  vier  sondern  acht 
verschiedene  Werte.  Es  werden  daher  nur  bestimmte  Vorzeichen  - 
combinationen  gestattet  sein.  In  der  Tat  läBst  sich  folgende  Relation 
ableiten: 

±8V&0ete,  -  (*0+*i)(*o  +  *.)(*o  +  *s) 

—  a-0a-,x2+a-0a-,a:3+ir()ar,a-8-f-a*1ap8a:8 

mithin 

Diese  Gleichung  legt  aber  die  Zeicheuabhängigkcit  klar.  Da  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  negativ  ist,  muss  es  auch  die  liuke  sein. 
Ist  daher  das  Vorzeichen  iu  zweien  der  Wurzeln  festgelegt,  so  ist 
das  der  dritten  vollständig  durch  obige  Gleichung  bestimmt.  Wir 
werden,  während  wir  das  Zeichen  von  yS1  und  V@2  willkürlich 
festlegen,  ihr  durch  geeignete  Bestimmung  des  Zeichens  von  yS0 
in  den  eiuzelnen  Fällen  genügen.   Es  sei 

-  /«.    ,«      ,1    und  daher  4«,  =  (*,+*,)« 
In  der  Gleichung 

6>+p6*+qe+r  =  0 

ist  ferner 

P  —  —  ($o  +     +  3*)»    9  —  00^1+  öo#2  +     ö„    r  «=  —  Ö0Ö,  0, 
Es  ist  aber 

4(*o+*i+*t>  -  ('o+^)3^  +  ('o+^)s+(^+«•8), 

ä  (*o+*i+*vha)*— 2(^i4^o^+^+«i«i-Hri*8+^s) 

12 

+  2«0(af0+x1+<r,-hrj)  =-  ^ 

Ferner  ist 

16(öo®i+Öo0s+®i0,)  -  (*A-«Ä)t+<V»-Vt)i+(«Ä-Vi)1 


4 
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Die  ersten  sechs  Glieder  dieses  Ausdrucks  lassen  sich  auffassen  als 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  Gra- 
des, deren  Wurzeln  ar0*,  x,*,  ar^*,  x8*  sind.  Die  Gleichung,  welche 
diese  Grössen  zu  Wurzeln  hat,  folgert  man  aus  der  ursprünglichen 
vierten  Grades  dadurch,  dass  man 

—  4—-^—  x  —     ^4  fix*~\-x4 
ins  Quadrat  erhebt  Das  giebt,  wenn  wir  x%  —  p  setzen, 

30 

Hierin  ist  der  Coefficient  von  —  1  und  der  von  ^*  -=  ^,  folglich 
erhalten  wir 

Unsere  kubische  Resolvente  hat  daher  die  Form 

Von  dieser  läset  sich  gemäss  der  aus  der  Theorie  der  kubischen 
Gleichung  bekannten  Bedingung  leicht  einsehen,  dass  sie  eine  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln  bat.   Schreibon  wir  sie  in  die  Form 

(.-y-»p4ü)r-!-i. 

wo  also  R  den  Wert  bat 

so  erhalten  wir  für  die  Wurzeln  folgende  Werte: 

«i-p(a-,yÄ)+»-)?v«) 

e,  =  i(a-,v'Ä)-»-2"  iR) 

Diese  Werte  von  0O,  6n  sind  nun  einzusetzen  in  die  obigeu 
Gleichungen  für  x0j  xt,  ar„  xs.  Dann  sind  die  Wurzeln  der  Gleichuug 
(22)  ausgedrückt  durch  k*  und  numerische  Coofficienten. 


i 
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~1  = 

Vx0  = 

*J  =  — 

V*o  = 

*8  = 

Vor,  = 

z4  =-  — 

Vxi  - 

Y*%  ~ 

*«  =  — 

a8=  - 
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: 

Da  nun  ferner 

ist,  erhalten  wir  die  Wurzeln  der  speciellen  Drciteilungsgleichuög  (2i 
ausgedrückt  durch  k%  und  numerische  Coefficienten ,  wenn  wir  di 
Werte  für  0O,  ©„  0,  einsetzen  in 

y±ye0+ye1+ye, 
YTY0o+Y9i-Y9* 

Wir  haben  somit  eine  neue  Form  für  die  Wurzelwerte  der  speciellen 
Dreiteilungsgleichung  gefunden,  die  im  Resultat  jedoch  vollständig 
übereinstimmen  muss  mit  dem  Resultat  von  (21).   Um  aber  wirklich 
die  Coordinatenwerte  der  Wendepunkte  durch  eindeutige,  geschlossene 
Ausdrücke  darzustellen,  sind  noch  einige  Voruntersuchungen  aus- 
zuführen. 

Die  in  obigen  Ausdrücken  vorkommenden  Wurzeln  müssen  in  ^ 
Bezug  auf  ihre  Eindeutigkeit  untersucht  werden.   Ueber  die  in  den 
Ausdrücken  für  @0,  Bu  ®2  vorkommende  Wurzelgrösso 

»  y>     1  /fft* 

lässt  sich  folgendes  aussagen:  VR  ist  eine  eindeutige  Function  von 

iK' 
K 

Um  dieses  nachzuweisen,  bedieneu  wir  uns  der  von  Hermite  (a.  a.  0. 
pag.  3  und  pag.  15)  eingeführten  Functionen 

<p(a>),  iK»), 

Die  schon  oben  erwähnte  Grösse  q  =  #n,a  setzend,  bezeichnet  er 

fp((o).  V/(oj)  =  rt«) 
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wo  qp(co),  iKw),  %(<»)  in  Bezug  auf  o>  eindeutige  Functionen  sind. 
Schreiben  wir  nun  den  Ausdruck  für  yÄ  in  die  Form 

so  ergiebt  sich 

and  es  ist  somit  der  Nachweis  obiger  Behauptung  geliefert. 

Ferner  haben  wir  in  dem  obigen  System  der  Wurzelwerte  das 
Vorzeichen  von  y  S0  festzulegen.  Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  den 
absoloten  Wert  von  yö,®,,  also 

Nehmen  wir  an,  und  das  ist  keine  beschränkende  Annahme,  dass 

nicht  nur  [VS1Si']  sondern  überhaupt  V&A  gleich  dem  Ausdruck 
rechter  Hand  sei,  nehmen  wir  also  y  Sx  und  y&9  mit  gleichem 

Zeichen,  so  müssen  wir,  da  V&0®i&i,  wie  wir  früher  gesehen  haben, 
negativ  sein  soll,  in  dem  System  dor  Wurzelwerte  das  untere  Zeichen 

vor  y  S0  berücksichtigen.  Aus  den  Ausdrücken  für  y  dt,  y  6„  V 
folgt  aber 

Ziehen  wir  jetzt  die  Wurzel  and  berücksichtigen  wir  nur  das  positive 
Zeichen ,  da  das  andere  nur  eine  Vortauschung  der  Wurzeln  unter 
einander  ergeben  würde,  so  wird 


ve1+  vet-  j/J  j(i  -  i  vm  +y i  -  vr+  v& } 

Die  unter  den  Wurzelzeichen  stehenden  Grössen  sind  positiv,  da 

^T—  VR + VR*  =  ^(l  -  i  VR)*  +  i  VR*  >  1-  i  V* 
«t  Ferner  ist 

A 

■ 

i 
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Denn  soll  das  der  Fall  sein,  so  rauss 


1 VR)  +^1  -  VÄ-h V&)  >|/p (1  +  V/O 


oder 


VÄ-f-2yl-V 


2-VÄ+2  yl-VÄ  +  VÄ2>l+  VJ2 
doer  ._ 

2^1  — VÄ  + VÄ*  >  2  VÄ  — 1 

3 

sein.  Ist  nun  2VR  —  1  <  0,  so  ist  unsere  obige  Behauptung 

erfüllt;  ist  2Vi? — 1  ]>  0,  so  können  wir  ohne  Weiteres  auf  beiden 
Seiten  ins  Quadrat  erheben  und  erhalten 

4  —  WR  +  4VÄ*  >  4VJR*—41/Ä+1, 

eine  Behauptung,  welche  tatsächlich  erfüllt  ist.  Nehmen  wir  nun 
noch  hinzu,  dass  vor  V&0  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  so  wird 

x0  _  _  veo  +  ve,  +  V0,   reell  und  positiv 

=  —       —       —         reell  und  negativ 

=  +        +        —         complex  imagin&rJ 

,  (  conjugirt  imaginär 

ar3  =  +        —        +         complex  imaginär1 

Schreiben  wir  jetzt  zur  Abkürzung 

P=l^l  +  VR      Q  =  l\Z^  1--VR  +  V R*  +  2(1-  iVR) 

S-iy^l-^R+jR*  -2{l-\VR) 

so  ergiebt  sich 

«x       ,  ,/ — r— r  —    reell  und  positiv 


;  =  ±V*o  =  ±V-?+Q 


reell  und  negativ 


z3  ^  _        /       ■    rein  imaginär  und  positiv 

a4     xv  af*!     x*r  rejn  imaginär  und  negativ 

Ferner  ist   

±V*,~  ±VP+iS. 

Wir  wollen  die  Grössen  £  und  17  so  bestimmen,  dass 
ist.   Dann  muss 
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also 

P  =  |2—  5  =  2fy 

sein.  Nnn  ist  S  positiv,  also  müssen  £  und  y  gleiches  Vorzeichen 
haben.   Es  ist 

und  da  i'+ij*  die  Summe  zweier  Quadrate  ist, 

&  +     =  +VP,+  5> 
Mit  dieser  Gleichung  verbinden  wir 

und  erhalten 

wo  entweder  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist.  Die 
Ausdrücke  unter  den  Wurzelzeichen  sind  positiv  und  daher  $  und  tj 
reell.  Schreiben  wir  jetzt  zur  Abkürzung 

wo  r  den  Wert 

T  —  \  — VÄ-f-  i/Ä  —  (1  —  2VR) 

hat,  so  erhalten  wir 

Endlich  ist 

Da  hier  der  imaginäre  Teil  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ  ist, 
müssen  1  und  17  entgegengesetzes  Zeichen  haben.   Es  wird 

In  Folge  dessen  erhalten  wir 
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§  5. 

Somit  ist  denn  die  speciello  Dreiteilungsgleichung  aufgelöst, 
Wurzeln  derselben  sind  dargestellt  durch  geschlossene  und  in 
auf  a>  eindeutige  Ausdrücke  von  Das  genügt  aber  noch  nie 
vollständig  für  unser  Problem,  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  d 
Wendepunkte.    Wir  wissen  zwar  von  früher,  dass  die  Worte  *b,  - 

z,  ...  *n  gleich  sein  müssen  den  Werten  von  0,  *      ...  s  ^-  

aus  (21),  aber  welche  Werte  der  beiden  Wertsysteme  einander  eni 
sprechen,  wissen  wir  ohne  Weiteres  nicht.   Um  diese  Frage  zu  ent 
scheiden,  ist,  wie  schon  am  Schluss  des  §  3  erwähnt  wurdo,  der  §  i 
dieser  Arbeit  durchgeführt  worden.    Eine  dircete  üeberführuug  dei 
beiden  Wertsysterae  auf  einander  schien  mir  sehr  umständlich  zu 
Bein,  auch  auf  Hindernisse  zu  stossen,  ich  habe  es  daher  unter- 
nommen, durch  Betrachtungen  über  die  Realität  und  die  Vorzeichen 
der  in  Frage  kommenden  Ausdrücke  die  einander  zugehörigen  Werte 
der  beiden  Systeme  zu  finden.   Die  Vergleichung  von  (19)  mit  den 
soeben  entwickelten  Ausdrücken  für  die  z  ergiebt  unzweifelhaft  fol- 
gende Relationen: 

s(0)  -  «o  -  0 
±  -  ±  A  =  ±  V=P+Q 


(24) 


P  T 
2+2 

T 


wo  zu  den  oberen  und  unteren  Zeichen  linker  Hand  auch  die  oberen 
und  unteren  Zeichen  rechter  Hand  gehören.  Es  fehlen  noch  ge- 
schlossene Ausdrücke  für  die  Werte  der  Producte  cosam.fam.  Die 
Aufstellung  dieser  macht  nunmehr  keine  Schwierigkeiten.  Es  ist 


Führen  wir  zur  Abkürzung  ein 

17  =  4+  V^^.Ltif+  2^1-VÄ  +  VÄi 
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i/  ~\y       3         1/  5  i — 

 (-2yl  +  VÄj  r2— v/Ä+2yl-VÄ+VÄ» 

und  berücksichtigen  wir  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  den  Wert 
aas  (19),  bo  erhalten  wir 


und  analog 


■(¥)••(¥)— 


( 


4  .TT1 


(24) 


v3-)'(44)-+^ 

Endlich  setzen  wir  noch  zur  Abkürzung 

 i   i/  i   J  ~* 

üx  =  4--f-yl-r-VÄ--2yl--VÄ+VÄ, 

Vi  -  (^jr-  -  2  Vl  +  Vä)  ^^T^VR+VR* -  2(1  -  i VÄ) 

und  erhalten  durch  Betrachtungen,  welche  den  soeben  vorgenommenen 
ganz  analog  sind, 

/4JT+  4»iT'\  _  /4Jr+4;jr'\       ,    ,— - 

c( — 3  — j  a  (— )  -  ±  VH-rfFi 

/4tf— 4iÄ"\  X/4Ä— 4tX'\  y  

cl— 3  )*{  T—)-±1ut+ir* 

Wollen  wir  das  Reelle  und  Imaginäre  trennen,  so  haben  wir  darauf 
Rücksicht  zu  nehmen,  ob 


oder 
oder 


 2yl  +  VÄ^0 


ist.   Es  ergiebt  sich  dann 


( 


4JT— 4tff'^  ^  ^4JT— 4üT^ 


(24) 


3 


i 
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wo  das  obere  Zeichen  für  Ä>  1,  das  untere  Zeichen  für  Ä<1  zu 
nehmen  ist    Der  Grund  hiefür  ist  im  Folgenden  enthalten:  Wir  ( 

sahen  früher,  dass  ~$Fzu  nehmen  war,  je  nachdem  VAtAj^l  v 

war.  Wir  können  jetzt  leicht  nachweisen,  dass  diese  Bedingung  das- 

selbe  bedeutet  wie  die  soeben  aufgestellte  R*  ^  1  oder  R  ^  1,  da,  , 

wie  wir  schon  gesehen  haben,  R  immer  positiv  ist   Es  ist  nämlich 


also 


A*  -  -/>+Q 

A*AS  + 

=  —  1  —  1/Ä-f-  2  —  VR  -f-  2^1  —  VMf  +  VR* 


Die  Bedingung  1eiAtAlt^l  ist  also  gleich  der  Bedingung 


v 


1  —  VR+  VR*>  VR 


1  >  VR,   w.  z.  b.  w. 


Somit  sind  wir  denn  am  Ziele.  Es  sind  sämratliche  zur  Be- 
stimmung der  Goordinatenwerte  der  Wendepunkte  unserer  zweiteiligen 
Curve  dritter  Ordnung  notwendigen  Grössen  in  Bezug  auf  w  eindeutig 
dargestellt  durch  geschlossene  Ausdrücke  des  Doppelverhältnisses  **, 
das  eino  reelle  Grösse  ist.  Es  wäre  nichts  weiter  zu  tun,  als  die 
soeben  gewonnenen  Werte  (24)  für  #(a>)  und  c(m)  .6(to)  einzusetzen 
in  das  System  (18),  was  hier  füglich  unterbleiben  darf. 

Wir  haben  jetzt  zwei  Formelsysteme  gewonnen,  welche  es  ge- 
statten, die  Coordinaten  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung für  einen  bestimmten  Wert  von  k*  zu  berechnen.  Das  System 
(19),  welches  uns  vermöge  der  vollständigen  Bestimmtheit  seiner  Vor- 
zeichen bisher  hauptsächlich  zur  eindeutigen  Bestimmung  der  Wur- 
zeln der  speciellen  Dreiteilungsgleichung  diente,  wurde  schon  damals 
auch  im  Hinblick  darauf  abgeleitet,  dass  es  zu  einer  etwaigen  Be- 
rechnung der  Coordinatenwerte  später  verwandt  werden  sollte.  Rech- 
nungen, welche  für  einige  Werte  vor  Jfe*  nach  beiden  Formelsystemen 
(19)  und  (24)  durchgeführt  wurden,  zeigten,  natürlich  in  den  Grenzen 
der  augestrebten  Genauigkeit,  übereinstimmende  Resultate.  Dieselben 
veranlassten  mich  aber  auch  zur  Ueberlegung,  nach  welchem  der 
beiden  Formclsysterae  man  wol  am  bequemsten  rechnen  würde,  falls 
die  Grösse  der  Arbeit  nach  der  Anzahl  der  aufzuschlagenden  Lo- 
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garithmen  beurteilt  wird.  Da  die  Wahl  hauptsächlich  von  dem  Grade 
der  erstrebten  Genauigkeit,  ferner  aber  auch  von  den  vorhandenen 
Hilfsmitteln  abhängig  ist,  wird  es  natürlich  schwer  eine  allgemeine 
Regel  zu  geben.  Im  Falle  man  nur  die  erste  Potenz  von  qy  also 
sehr  kleine  Werte  von  k*  zu  berücksichtigen  hat,  wird  man,  wie  die 
Schemata  für  beido  Formelsystcme  leicht  ausweisen,  immer  am 
schnellsten  mit  den  unendlichen  Productformeln  rechnen.  Im  Falle 
man  aber  höhere  Potenzen  von  q  zu  berücksichtigen  hat,  wird  es 
immer,  wenn  es  auf  eine  mehrstellige  Genauigkeit  ankommt,  vorteil- 
haft sein,  mit  den  geschlossenen  Ausdrücken  zu  rechnen.  Ebenso 
ist  es  klar,  dass  man  sich,  wenn  man  Interesse  hat,  auch  die  Coor- 
dinaten  der  imaginären  Wendepunkte  zu  berechnen,  immer  der  ge- 
schlossenen Formeln  bedienen  wird,  da  die  Benutzung  der  anderen 
fast  die  doppelte  Arbeit  macht  Bei  einem  etwaigen  Entwurf  vou 
Tafeln  dürfte  die  Rechnung  nach  beiden  Systemen  die  sicherste  Cou- 
trolle  bieten. 

Zum  Schlüsse  sei  mir  noch  eine  Bemerkung  Uber  ein  allgemei- 
neres Problem,  als  das  behandelte,  gestattet.  In  der  von  uns  zu 
Grunde  gelegten  Normalform  (14)  ist  ein  Wendepunkt  als  bekannt 
vorausgesetzt.  Stellen  wir  uns  dasselbe  Problem,  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  nicht  ein  Wendepunkt,  sondern  irgeud  ein  beliebiger 
Punkt  der  Curve  dritter  Ordnung  gegeben  ist,  so  führt  die  Behand- 
lung des  Problemes  der  Bestimmung  dor  Coordinatenwerte  der  Wende- 
punkte auf  die  allgemeine  Drcitoilungsgleichung  (7),  wie  Clebsch 
(Crelle,  Bd.  63)  nachgewiesen  hat.  Diese  allgemeine  Drcitoilungs- 
gleichung wäre  dann  zu  lösen,  wenn  man  geschlossene  Ausdrücke  für 
die  Coordinatenwerte  der  Wendepunkte  erhalten  will.  Die  Möglich- 
keit der  Auflösbarkeit  dieser  Gleichung  auf  algebraischem  Wege  bat 
Abel  nachgewiesen.  An  mehreren  Stellen  seiner  Werke  hat  Abel 
auch  eine  Methode  angegeben,  die  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  mit 
Hilfe  der  Adjunction  der  Wurzeln  der  speciellcn  Dreiteilungsgleichung 
zu  ermitteln.  Die  directe  Verfolgung  dieses  Weges  führte  aber,  wie 
schon  aus  der  Gestalt  der  Wurzeln  der  speciellcn  Dreiteilungsglei- 
chung zu  erwarten  stand ,  sehr  bald  auf  Ausdrücke,  die  ihrer  Aus- 
dehnung und  Complicirtheit  wegen  eine  Fortsetzung  dor  Rechnung 
aussichtslos  erscheinen  Hessen. 

Königsberg  im  Februar  1883. 
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IL 

Bestimmung  der  Osculationskreise  der  Kegel- 
schnitte mit  Hülfe  von  Eigenschaften  der  Sehnen, 
welche  ein  Kegelschnitt  mit  seinen  Osculations- 

kreisen  gemein  hat. 

Von 

Herrn  Josef  Zimmermann  in  Berlin. 

(Hienu  Fig.  1  bis  4.) 


Die  Bestimmung  dieser  Kreise  für  jede  Curve  geschieht  wohl  am 
besten  mit  Hälfe  einer  Formel  der  Differentialrechnung. 

Darf  aber  diese  nicht  vorausgesetzt  werden,  kann  ein  wenn  auch 
im  Allgemeinen  umständlicheres  Verfahren,  wie  es  in  G.  Salmon, 
Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  für  letztere  durchgeführt 
ist,  auch  für  Curven  höherer  Ordnung  angewendet  werden. 

Ohne  Voraussetzung  der  Differentialrechnung  und  für  die  Kegel- 
schnitte gelangt  man  auch  im  Nachfolgenden  zu  diesen  Kreisen,  und 
zunächst  zu  einer  leichten  Construction  dieser. 

Ist  man  beim  Unterricht  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebeno 
bis  zu  dem  Satze  über  die  Eigenschaften  der  Sehnen,  welche  ein 
Kegelschnitt  mit  einem  beliebigen  Kreis  gemein  bat,  gelangt,  so  dürfte 
dann  das  Nachfolgende  unter  Ia.  geeignet  folgen  und  sich  wegen 
seiner  Einfachheit  als  oine  erste  Vorführung  dieser  Kreise  empfehlen. 

Ia. 

Es  sei  gegeben  ein  Punkt  xu  yx  eines  Centralkegel  Schnitts  von 
den  Axen  2a  und  2b  und  sonst  seien  keine  anderen  Punkte 
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des  Kegelschnitts  gegeben;  dann  gelangt  man  zum  Osculations- 
kreise  durch  folgende  Sätze: 

1)  Die  Sehne,  welche  ein  Osculationskreis  in  einem  Punkte  eines 
Kegelschnitts  mit  diesem  gemein  hat,  und  die  Tangente  in  dem  be- 
treffenden Punkte  bilden  mit  der  x-Axe  ein  Dreieck,  so  dass  die 
Winkel  an  der  Grundlinie  einander  gleich  sind. 

Beweis.  Dieser  gründet  sich  auf  den  Satz  Joachimsthal,  Analy- 
tische Geometrie  der  Ebene,  §.  85: 

Schneidet  ein  Kreis  einen  Kegelschnitt,  und  bildet  eine  von  zwei 
einander  gegenüberliegenden  Sehnen  mit  der  ar-Axe  den  Winkel  +<*, 
so  bildet  die  andere  mit  derselben  den  Winkel  —  a.   (Fig.  1.) 

Daraus  folgert  man  weiter: 

Diese  Eigenschaft  bleibt  bestehen,  wenn  zwei  Punkte  zusammen- 
fallen, wie  in  Fig.  1.  beim  Kreise  Af„  und  weiter  noch  wenn  drei 
Punkte  zusammenfallen  wie  bei  Mt\  es  sind  dann  — «  und  -f-o  die 
Nebenwinkel  zu  den  Winkeln  an  der  Grundlinie  des  betreffenden 
Dreiecks,  und  letztere  darum  einander  gleich. 

2)  Die  Sehne,  welche  ein  Osculationskreis  mit  einem  Kegelschnitt 
in  einem  Punkte  xt,  y,  gemein  hat,  wird  halbirt  durch  den  Durch- 
messer, welcher  durch  den  Punkt  *„  —  y,  hindurchgeht. 

Dieser  Satz  ist,  soviel  ich  weiss,  noch  nicht  angegeben,  und 
liefert  für  alle  drei  Kegelschnitte  in  sehr  einfacher  Weise  die  Mitte 
der  Sehne. 

Beweis.  Der  Durchmesser,  welcher  in  den  Figuren  2.  und  3. 
die  Sehne  halbirt,  ist  derjenige,  welcher  der  Richtung  der  gemein- 
schaftlichen Sehne  conjugirt  ist 

Es  sei  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  ar-Axe  r,  der  Winkel 
der  Sehne  mit  derselben      dann  ist  p  =  180  —  t  und  tgji  = — tgr. 

Sind  die  Abschnitte  der  Tangenten  auf  den  Axen  y0  und  *<>,  so 
ist  für  die  angenommenen  Punkte  (Fig.  2.  und  3.) 


Die  Gleichung  der  Tangente  der  Ellipse  bzhw.  Hyperbel  ist 


*  +_1  1 


*i  Vi 


in  welcher  dio  Nenner  die  Abschni 
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Es  folgt  nun: 


tgr 


tg|U  -»  —  tgr 


Ist  if;  der  Wiukcl,  welcher  der  Richtung  fi  coujugirt  ist,  so  ist 


was  zu  beweisen  war. 

Die  ConBtruction  stellt  sich  demnach  wie  folgt: 

4)  Man  construire  zu  dem  Punkte  x„  y,  die  Tangente  (vcrgl. 
Fig.  2.  uud  3.),  darauf  dio  Normale. 

Die  au  den  Figuren  2.  3.  und  4.  durchgeführten  Tangcnten- 
construetionen  ruhen  auf  folgenden  bekannten  Eigenschaften,  die  hier 
noch  kurz  angedeutet  werden  sollen. 

Dio  Tangente  in  einem  Punkte  y,  der  Ellipse  schneidet  die 
x-Axe  in  demselben  Punkte,  in  welchem  die  Taugente  des  Coustruc- 
tionsradius  zum  Punkte  x,,  y,  die  x-Axc  schneidet;  das  Stück  der 
Tangente  der  Hyperbel,  was  zwischen  den  Asymptoten  liegt,  wird 
durch  den  Berührungspunkt  halbirt;  dio  Entfernung  des  Schnitt- 
punktes der  Tangente  der  Parabel  mit  der  x-Axc  vom  Scheitelpunkte 
ist  gleich  der  Abscisse  des  Berührungspunktes. 

Mau  mache  nun  (Fig.  2.  uud  3.)  DB  =  BC  und  ziehe  AD 
(Satz  1);  ferner  verlängere  man  AB  über  B  hinaus  bis  Au  so  dass 
AtB  =  AB  und  verbinde  At  mit  C:  dann  schneidet  AxO  die  AD  in 
einem  Puuktc  M  (Mitte  der  Sehne,  Satz  ),  uud  die  dann  in  M  auf 
AM  errichtete  Normale  schneidet  die  Normale  des  Kegelschnittes  in 
einem  Punkte  Ä,  welcher  der  Mittelpunkt  des  Osculationskreises  ist. 

Da  die  Parabel  als  Ellipse  angesehen  werden  kann,  deren  Mittel- 
punkt im  Unendlichen  liegt,  so  gilt  dieselbe  Construction.  (Der 


und  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  für  tg/i 


Digitized  by  Google 


mit  Hülfe  von  Eigenschaften  der  Sehnen 


33 


Durchmesser  durch  den  Puukt  Ax  ist  die  Parallele  zur  Axe  der 
Parabel.) 

4*)  Für  bequemere  Construction  der  Sehne  zur  Ellipse,  in  der 
Nähe  der  Scheitelpunkte  der  kleinen  Axe  bemerkt  man,  dass  die 
gemeinschaftliche  Sehne  und  die  Tangente  auch  mit  der  y-Axe  eiu 
Dreieck  bildet,  so  dass  die  Winkel  an  der  Grundlinio  (hier  y-Axe) 
einander  gleich  sind;  denn  diese  Winkel  ergänzen  denselben  Winkel 
u  (vergl.  Figur)  zu  einem  Rechten. 

Für  die  Scheitelpunkte  fallt  auch  der  andere  Eudpuukt  der  Sehne 
in  diese  hinein-,  also  hat  der  Krümmungsradius  in  den  Scheitelpunkten 
mit  dem  Kegelschuitte  vier  Punkte  gemein. 

Man  kann  besonders  für  die  Ellipse  elegante  ( '»Instructionen  für 
den  andern  Eudpunkt  der  Sehne  und  darum  für  ihre  Mitte  rinden 
(vergl.  Anmerk.  2.  zu  Art.  IL);  allein  diese  und  andere  sind  wieder 
für  die  beiden  andern  Kegelschnitte  nicht  anwendbar;  für  diese  bei- 
den andern  bedarf  es  wieder  anderer  Coustructionen,  während  die 
im  Vorhergehenden  gefundene  Construction  für  alle  drei 
Kegelschnitte  dieselbe  ist. 

Bemerkung.    Aus  der  Formel 


folgt  auch  noch  allgemeiner: 

5)  Legt  man  durch  einen  Punkt  *u  y,  beliebige  Kegelschuitte 
hindurch,  die  im  Anfangspunkt  ihren  Mittelpunkt  habeu,  und  deren 
Axen  in  der  x-  bzhw.  y-Axe  liegen,  so  werden  die  gemeinschaftlichen 
Sehnen  zu  dem  Punkte  x^  yx  alle  halbirt  durch  einen  und  denselben 
Durchmesser,  welcher  durch  den  Punkt  x,,  — y,  hindurchgeht. 


Ib. 

Der  Vollständigkeit  wegen  sollen  noch  dio  Werte  für  die  Radien 
dieser  Kreise  hergeleitet  werden.    (Vergl.  Fig.  2.  und  3.) 

Es  ist  AR  =  q  der  Osculatiousradius, 
AM=r0  die  halbe  Sehne, 

X  der  Winkel,  den  dio  Sehne  mit  der  Normalo  in  dem 
angenommenen  Puukte  bildet. 

Dann  kommt: 

r0  =  Qcosk 

oder 

6>  9  "  coTI 


T«il  LIX 
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Bestimmung  von  r0. 

Die  Gleichungen  der  gemeinschaftlichen  Sehne  für  beide  Kegel- 
schnitte sind: 

x  =  a-,  -j"  r  COS  fi 

y  —  y2  +  r  sin 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  diese  Sehne  halbirt,  ist 

*  «  -  # 

Bildet  man  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  ^  und  setzt  den 
Wert  dafür  in  die  zweite  Gleichung  eiu,  so  kommt  für  die  halbe  Sehne 


xt  sin  fi  -\-yx  cosfi 


Für  den  angenommenen  Punkt  ist,  wie  Figur  zeigt,  bei  der  Ellipse 
sinjK  uud  cosf*  positiv,  bei  der  Hyperbel  ist  sin^  positiv  und  cosf* 
negativ. 

Allgemein  ist  abgesehen  vom  Zeichen 

tg  #* 

sin  n  =  -i—T  ^~ 
Vl  +  tgV 


COSfi  — 


Vi  +  tgV 


Setzt  man  darin  die  für  tgp  gefundenen  Werte  ein,  so  kommt 
mit  Rücksicht  auf  die  oben  gefundenen  Vorzeichen  von  sinp  und  cosf* 
und  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 


 _  = 


setzt : 


cos,i  =  ±^ 

Werden  diese  Werte  in  den  Ausdruck  für  r0  eingesetzt,  so  kommt, 
<)  *o  

* 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  N  die  Längo  der  Normale  darstellt. 
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Bestimmung  von  cosA. 

1)  Für  die  Ellipse. 

Der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  x-Axe  bildet,  ist  gleich 

R  —  u  =»  A-f-p 

Daraas  folgt: 

A  -  7? —  2u 

cosA  =  sin  2/*  =  2  sin  u  cos  u 

2)  Für  die  Hyperbel. 

Der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  x-Axe  bildet,  ist  gleich 
7? -f-r  =  72  +  272  —  p  =  372  — u 

Daraus  folgt: 

A  =  37?-  u 

cos  A  =  —  sin  2(i  =  —  2  sin  a  cos  ft 

Also  gilt  für  beide: 

8)  cos  A  =  ±  2  sin  u  cos  ft 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Werte  von  siu  u  nnd  cosu 

Setzt  man  die  gefundenen  Werte  für  r0  und  cosA  in  6)  ein,  so 
kommt  abgesehen  vom  Zeichen 

9)  *  =  -*r 

Fig.  4.   Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  der  Parabel. 

x  —  x1-|-rcosu 
y  =  yi+»*sinu 

seien  die  Gleichungen  der  gemeinschaftlichen  Sehue. 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  diese  Sehne  halbirt,  ist 

y  =  —  y\ 

Setzt  man  den  Wert  für  y  aus  der  dritten  Gleichung  in  die 
zweite  ein,  so  kommt: 

2*i  - 
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Weil  Xl  =  2p' 

Also  ist,  weun  sinp  eingesetzt  wird, 

,0)  r0—*f 

Der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  r-Axo  bildet,  ist 
p  =  A  +  3Ä  — 

also 

Ä  =  2fi  +  3Ä 
11)  cosA  =  sin2fi  =  28inft.cosfi 


Jl 

wenn  für  sinp  nnd  cosjx  die  vorhin  gefundenen  Werte  eingesetzt 
werden. 

Endlich  kommt: 

12)  9  -        -  * 

'  COSA  /j* 

abgesehen  vom  Zeichen. 

Für  den  Centralkegelschnitt  fand  sich 

a2iV5 

wo  AT  für  fll  gesetzt  war. 

Für  die  Scheitelpunkte  a,  0  und  0,  b  wird 

iV=-    und  N=b 
a 

welche  Werte  in  den  Ausdruck  für  q  eingesetzt  geben 

b* 

13)  q  =  -  und 

a» 

14>  «  =  i" 


Digitized  by  Goögl 


mit  üülfe  von  Eigenschaften  der  Sehnen. 


37 


Die  beste  Construction  dieser  Ausdrücke  ist  in  diesem  Falle 
bekanntlich  die  folgende: 

15)  Man  ziehe  durch  die  Punkte  0,  b  und  <i,  0  Parallelen  zur 
x-  bzhw.  y-Axc  und  falle  vom  Durchschnittspunkte  dieser  Parallelen 
eine  Normale  auf  die  Verbindungslinie  der  Punkte  0,  b  und  a,  0; 
die  Schnittpunkte  dieser  Normale  mit  den  Axen  sind  dann  die  Mittel- 
punkte der  Oscu'ationskreise  der  betreffenden  Punkte. 

Für  die  Parabel  kam 

Für  den  Scheitelpunkt  ist  yt  =  0  und  darum  N=p.  Es  kommt 
nun,  wenn  dieser  Wert  von  N  in  den  Ausdruck  für  g  eingesetzt 
wird: 

9=P- 
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III. 


Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen,  welche 
ein  Kegelschnitt  mit  seinen  Osculationskreisen 

gemein  hat. 


Von 

Josef  Zimmermann. 


§.  1.   Gestalt  and  Constructlon  der  Carren. 

(Hier«  Fig.  5.  u.  6.) 

Für  Ellipse  and  Hyperbel  sind  die  Gleichungen  der  gemeinsamen 
Sehne  ist: 

x  —  xi  ~\~  r  cos  f* 
y  ~  yi  +  rsinfi 


wo 


ist.  Für 


kommt : 


und  weil 
so  kommt 


«nF  =  ^  C08,u=±^ 

-  'o  -  -  ^jjr^  (Vgl.  Art.  II.) 


DigitizaMPÜoogle 


tcelehe  ein  Kegelschnitt  mit  »einen  Osculationskreisen  gemein  hat. 

-  ,psH 

17) 

welche  Gleichungen  den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen  zur  Ellipse 
beziehungsweise  Hyperbel  darstellen,  zwei  Curven,  welche  in  §.  4. 
bzhw.  mit  C,  und  Ct  bezeichnet  sind. 

X  y 

Bildet  mau  aus  diesen  Gleichungen  -  und  ^  und  dann  die  Summe 
und  Differenz  der  Quadrate  dieser  Glieder,  so  kommt  mit  Rücksicht 
darauf,  dass  ^  ±  ^  «  1  ist: 

-  ;±s -(¥-)'• 

Aua  der  ersten  der  Gleichungen  17)  folgt 

aus  o)  und  0)  folgt: 

Aus  y)  ergiebt  sich  nach  Kcduction 

**  _  y* 

«8  111  ä« 

welcher  Wert  in  «)  eingesetzt  giebt: 
und  in  Polarcoordinaten 

cos8«  _  sin'a 

19)  O  «—   /  — 

/l  /  cos8«     sin8«  \  3 

Man  findet  den  Lauf  der  Curveu,  wenn  man  in  19)  «  —  0,  arctg  * . 

~  a.  s.  f.  einsetzt.  Die  Curvc  zur  Ellipse  hat  die  Gestalt  einur 
vierblättrigen  länglichen  Rosette.    Sie  geht  Vgl.  Fig.  5.  in  der  Kien- 
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tung  der  Pfeile  von  M  nach  Ey  J,  £,  Ä,  Et  A,  E,  M  und  es  ist  E 
ein  vierfacher  Punkt  der  Curve;  die  Asymptoten  der  Hyperbel  zu 
denselben  Axen  sind  die  Tangenten  des  Punktes  E. 

Die  Curvc  zur  Hyperbel  besteht  aus  zwei  gabelförmigen  Zweigen 
welche  die  entsprechenden  Hypcrbelzweige  in  ihren  Scheitelpunkten 
berühren  und  innerhalb  derselben  und  symmetrisch  zur  Axe  der  x 
liegen;  die  Asymptoteu  der  Hyperbel  sind  die  Asymptoten  der  Curve. 
Vgl.  Fig.  5. 

20)  Die  Construction  der  beiden  Curven  geschieht  wie  folgt: 

Um  zu  einem  gegebenen  Polarwinkel  a  den  zugehörigen  Radius 
zu  finden,  merke  man  sich  den  Punkt,  in  welchem  ein  mit  dem  Ra- 
dius zusammenfallender  Strahl  die  Ellipse  bzhw.  Hyperbel  schneidet; 
dann  construire  man  zu  diesem  Punkt  den  symmetrisch  dazu  liegen- 
den Punkt  in  Bezug  auf  die  Axe  der  x\  die  gemeinschaftliche  Sehne 
zu  letzterem  Punkt  schneidet  den  Strahl  im  gesuchten  Punkte 
(Satz  2.  Art.  II.  Ia.). 


§.  2.   Beziehungen  awischen  beiden  Curven. 

21)  Construirt  man  wie  in  Figur  5.  zu  denselben  Axen  eine 
Ellipse  und  Hyperbel,  und  nennt  r,  und  r8  die  Radien  zu  dem 
Winkel  a,  der  Ellipse  und  Hyperbel,  ferner  qx  und  pt  die  entspre- 
chenden Radien  der  zugehörigen  Curven,  so  ist: 

riS 

a)       *  -  ~, 

Der  Beweis  folgt  gleich,  wenn  man  in  19) 

cos*«     sin*«  1_ 

Co8*»_     sin*«  1 
«■  &*    ~  r2* 

setzt.  Diese  Formeln  geben  Gelegenheit  zu  einer  neuen  Construction 
der  Curven. 

22)  Man  beschreibe  über  einen  Halbkreis  und  trage  darin 
vom  Anfangspunkte  aus  eine  Sehne  gleich  r,  ein.   Dann  falle  man 
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vom  Endpunkte  des  Ursprünglichen  r,  ein  Lot  auf  diese  Sehne ,  und 
vom  Fusspunkte  aus  ein  Lot  wieder  zurück  auf  das  ursprüngliche 
r2;  dieser  zuletzt  erhaltene  Fusspuukt  ist  dann  der  Endpunkt  von  p,. 

Man  errichte  fernor  im  Endpunkte  von  r2  ein  Lot  bis  zum 
Durchschnitt  mit  der  Verlängerung  der  obigen  Sehne  und  in  dem 
Schnittpunkte  auf  dieser  Sehne  wieder  ein  Lot  bis  zum  Durchschnitt 
mit  der  Verlängerung  des  ursprünglich  gegebenen  r2;  dieser  zuletzt 
erhaltene  Punkt  ist  dann  der  Endpunkt  von  ps. 


Der  Winkel  to  ist  oben  construirt,  und  folgt  das  Weiter©  bald  auß 
der  Construction. 

§.  3.   Maximal-  und  Minimalpunkte,  Inflexionspunkte. 


^0 

Beweis.   Da  r,  <  rs,  so  ist  -  der   Cosinus   eines  gewissen 


WiDkels  o)  und  die  Formeln  a)  und  b)  werden 


Pt  «=  r,  cos'w 


Es  ist 


x  =■=  pcoso,   y  =  psino 


und 


23) 


wenn  man  19)  umformt.   Also  ist 
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Die  Endpunkte  der  Radien  zu  den  Winkeln,  für  welche  —  =Owird. 

sind  Maximal-  und  Minimalpunkte  in  Bozng  auf  die  Axe  der  x ;  die  End* 
punkte  der  Radien  zu  den  Winkeln,  für  welche  der  Ausdruck  oc 
wird,  sind  Maximal-  und  Minimalpunkte  in  Bezug  auf  die  Axe  der  y. 
—  Für  das  obere  Zeichen  wird  der  Ausdruck  0,  wenn 

/    1     b\  n  3* 

W  =  arCtgl±V5«j'  2'  H 

und  x,  wenn 

0,  arctg(±yö^,  n 


et  «= 


ist.  Dem  ersten  Wert  der  oberen  und  dem  zweiten  Wert  der  unteren 
Reihe  entsprochen  je  vier  Radien,  also  hat  man  in  Bezug  auf  jede 
Axe  6  Minimal-  und  Maximalpunkte.  Da  je  zwei  Radien  in  einem 
Durchmesser  zusammenfallen,  so  hat  man  in  Bezug  kauf  die  ar-Axe 
drei  Durchmesser  der  Curven,  deren  jeder  in  seinem  Endpunkt  einen 
Maximal-  und  einen  Minimalpunkt  hat;  dasselbe  gilt  für  die  Axe  der 
y.    Weil  die  Hauptaxen  conjugirte  Durchmesser  sind,   und  weil 

(+75«)(~  y5«)  aai  (=75°)  (+V5^) geben  weIches 

bekanntlich  die  Bedingung  für  conjugirte  Durchmesser  ist,  so  kommt: 

24)  Die  Richtungen  der  drei  Durchmesser,  deren  6  Endpunkte 
die  Maximal-  und  Minimalpunkte  der  Cnrve  in  Bezug  auf  die  x-Axe 
sind,  sind  bzhw.  coujugirt  den  Richtungen  der  drei  Durchmesser, 
deren  6  Endpunkte  die  Maximal-  und  Minimalpunkte  der  Curve  in 
Bezug  auf  die  //-Axe  sind.  —  Für  die  Curve  die  zur  llyperbel  ge- 
hört, erhält  man  noch  zwei  Punkte,  einen  Maximal-  und  einen  Mi- 
nimnlpnnkt  in  Bezug  auf  die  Axe  der  a  =  0,  n.  Die  Construction 
dieser  Punkte  geschieht  nach  20)  oder  22)  unter  Beachtung  von  24), 
die  Berechnung  mit  Hülfe  von  23).    (Vgl.  Figur  5). 

Es  ist 


25) 


„  TS0£IW[-S*'|S+»11 

C-.t'!-")V-  " 


Für  das  obere  Zeichen  kann  der  Ausdruck  nicht  0  werden,  also  hat 
die  Curve,  die  der  Ellipse  entspricht,  keine  Inflexionspunkto ;  für 
das  untere  Zeichen  wird  durch  das  0  setzen  des  ersten  Factors  im 
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Zähler  tga  =»  -\-~,  wozu  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curven 

gehören,  welche  keine  eigentlichen  Inflexionspunkte  sein  können; 
setzt  man  den  zweiten  Factor  gleich  0,  so  kommt 


*-±;»/s±i/(¥),-i 


Daa  obere  Zeichen  unter  der  Wurzel  ist  nicht  brauchbar,  weil  der 
absolute  Wert  von  tga  nicht  grösser  als  £  werden  kann.  Man  er- 
halt nach  Ausrechnung  der  Wurzel 

b 


tg  a  =  ±  0,490306 


a 


Sind  «,  und  at  die  Wiukel,  deren  Tangenten  -f-  bzhw.  —0,49 

b 

. so  siud  auch  o,  +  2R  und  «8  +  2R  Winkel,  deren  Tangenten 

ebenfalls  -f-  bzhw.  —0,49  ...  £  sind;  diesen  vier  Wertcu  entsprechen 

vier  Punkte,  welche  Inflexionspunkte  sind,  wenn  -  ^3  für  diese  Win- 
kelwerte nicht  gleich  0  ist. 

Die  manchmal  umstündliche  Bildung  der  dritten  Ableitung  kann 
hier  umgangen  werden  durch  Folgendes: 

Wenn  innerhalb  eines  Intcrvalles  von  x  =  p  bis  x  —  </  nur  c  i  n 
Punkt  liegt,  für  welchen  ^  =  0,  so  ist  dieser  Punkt  ein  Infloxions- 
punkt,  wenn  für  zwei  zu  beiden  Seiten  dieses  Punktes  innerhalb  des 

ePy 

Bogenintervallos  liegenden  Punkten       verschiedene  Vorzeichen  hat ; 

denn  dann  teilt  der  zu  untersuchende  Punkt  das  Bogeuiutervall  in 
einen  convexen  und  einen  coneaven  Bogen  in  Bezug  auf  eine  Axe. 
Es  giebt  nun  innerhalb  des  Teiles  unserer  Curve,  welcher  etwa  recht« 
von  der  y-Axe  liegt  und  zwischen  der  -f-  x-Axe  und  der  oberen 

Asymptote  enthalten  ist,  nur  einen  Punkt,  für  welchen  ^  —  0  ist. 

Es  ändert  wie  man  leicht  siebt       nur  dann  das  Zeichen,  weint  d»  r 

zweite  Factor  im  Zahler  sein  Zeichen  ändert.  Zwei  Punkte  zu 
beiden  Seiten  des  betreffenden  Punktes  sind  etwa  diese,  welche  den 

Winkeln  «  —  arctg^  und  arctg^  entsprechen,     Flir  den  ersten 
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Wert  wird  der  zweite  Factor  kleiner  als  0,  für  den  zweiten  grösser 

b 

als  0;  die  Curve  ist  darum  von  «  =  0  bis  arc  tg 0,490  .. .  -  convex 

und  vom  letzten  Wert  an  bis  «  =  arctg-  concav  in  Bezug  auf  die 

Axc  der  y.  Die  übrigen  der  Punkte  sind  darum,  wie  man  leicht 
siebt,  auch  Inflexionspunkte. 

26)  Die  Curve,  die  zur  Hyperbel  gehört,  hat  für 

b 

a  =  arctg+ 0,490  306- 
(im  ganzen  4)  Inflexionspunkte. 

Construction  oder  Rechnung  nach  20)  22)  bzhw.  23). 

d)  Radien  der  Osculationskreise. 

Setzt  man  in 

3 


R 


(rix*) 


die  früher  für  ~  und  ^  gefundenen  \l  ?rte  ein,  so  kommt: 


27)      R  =  J 


Für  das  obere  Zeichen: 
Setzt  man 

b  71 

a  =  0,    arctg-,  g, 


so  erhält  man 


6*     (Va«+*V     X  . 


für  b  —  a  kommt: 

Ä  =  ia,    a,  Ja. 
Für  das  untere  Zeichen  kommt  für 

b* 

«  =  0,  Ä-ü--. 
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28)  Der  Krümmungsradius  iu  ciuem  Scheitelpunkt  ciuer  der  bei- 
den Corven  ist  J  des  Krümmungsradius  des  entsprechenden  Kegel- 
schnitts zu  demselben  Punkte ;  für  den  Fall ,  dass  £  =  a,  stehen  die 
Tangenten  des  Mittelpunkts  auf  einander  senkrecht  uud  sind  die 
Krümnmngsmittclpuukte  die  Durchschnitte  der  Tangenten  mit  diesem 
Kreise. 

Figur  6.  giebt  die  Construction  des  Krümmuugsradius  für  den 
Mittelpunkt. 


Iu  dem  Rechteck  ABCD  ist  AB  =  a,  BC  —  Ä,  DK  =  b  ; 
AG=*  AF=2AE,  HC  senkr.  auf  AL\  CJ  parall.  (Ul,  A J  ist  der 
Radius. 


AH      AH     -  -  AC.AH 
AC AG'  AG 

AH.  AB  —  AC* 

 AG*   _      ÄC*     _  (V^+b1 

AG  AB  "*  2ÄE.ÄB  ~~  2/2«* 

Anmerkungen. 


1)  Ton  den  Gegenständen  des  Art.  HL  finden  sich  die  Gleichungen 
der  Curre,  die  der  Ellipse  entspricht  und  die  Relation  21)a  iu  den 
Nouvelles  Annalcs  2.  serie,  t  XI.  p.  27.  I.  bereits  hergeleitet.  Dort 
findet  sich  von 

M.  L.  Desmons,  Professeur  au  Lycee  de  Troyes  : 

I.  L'Squation  de  la  cordc  commune  au  corcle  osculatcur  et  ä 
1'eUipse  est 


a  etant  le  paramätre  angulairc  du  point  de  contact,  et  le  second 
Point  d'iuterscction  ayant  pour  parametre  —3« 

II.  Les  coordonnees  du  point  milicu  de  la  corde  y  ont,  en 
prenant  pour  axes  les  axes  de  l'ellipse, 

C08ö  +  COB3a 


Beweis : 


-  C08O  —  -  sin  er  «=  COS 2a. 
a  b 


x 


a 


y 


sin  c  —  sin  3a 

2" 


ou  bien 


y 


öcosacos2« 
—  isinacos2« 
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Diese  Grundglcichungen  geben  nach  Elimination  von  a  die  Gleichungen 
der  Curve  die  der  Ellipse  entspricht  (a  ist  in  Art.  III.  mit  q>  be- 
zeichnet. 

Die  Grundgleichuugen  17)  habeu  eine  andere  Herleitung  and 
Stelleu  zugleich  beide  Curven  dar,  je  nachdem  man  einen  Punkt 
der  Ellipse  oder  Hyperbel  sein  lässt. 

2)  Die  obige  elegante  Herleitung  der  Gleichungen  ruht  auf  dem 
zuerst  gewonnenen  Resultat,  dass  -}-«  uud  — 3a  die  Constructions- 
wiukcl  der  Endpunkte  der  betreffenden  Ellipsensehne  sind.  Für  die 
Hyperbel  findet  eiue  solche  einfache  Beziehung  zwischen  den  Con- 
structionswinkeln  nicht  statt  Sind  die  Constructiouswinkel  dort  0j 
und  d>„  so  ist 


Ist  q  —  F{a)  die  Gleichung  einer  Curve,  so  ist  der  Iuhalt  eines 
Sectors  zwischen  den  Strahlen  zu  «  =»  0  und  «  =  a 


Im  gegebenen  Falle  kommt  mit  Rücksicht  auf  den  früher  ge- 
fundeneu Wert  von  g 


Der  Abkürzung  wegen  sei  Cx  die  dem  oberen,  Ct  die  dem  unteren 
Zeichen  entsprechende  Curve. 


sin  <Da  =  —  sin  d> 


3  +  8^*0! 


§.  4.  Quadratur. 

Hierin  (Fig.  7.) 


a)  Quadratur  der  Cv 
Für  den  Sector  zwischen  0  und  a  kommt: 


2Ü) 


Die  Substitution 


30) 


tg«-£tg* 
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liefert  ein  bequemeres  Integral  (tp  ist  der  Constructionswiiikel  der 
gegebenen  Ellipse). 

Die  Function  unterm  Integralzeichen  wird  dann 

/l_tg*«A» 
*\T+tjfij>)  d(f>  "  <*b MS* 2<pB(p 

daher  ist  obiges  Integral 

ab 

—  "2(<P+isin4<p) 

und  der  doppelte  Inhalt  des  Sectors,  welcher  zwischen  den  Strahlen 
zu  den  Winkeln  —  er  und  -}-<*  enthalten  ist,  ist 

31)        =  ab  jcoss<p sin <p —  Jcosqpsinqp-f- 

für     <p  =  aretg^tg«) 

Man  erhält  den  Inhalt  des  in  Figur  7.  horizontalen  Blattes,  wonu 
b 

man  tga      -  nimmt;  dann  wird  die  obere  Grenze  arctg(l)  oder 

*  1 

4,  also  sin4qp  =  0,  sin<p  ist  dann  gleich  cosg>  gleich        und  man 

erhält  für  den  Inhalt  ~ 

7t  71 

Nimmt  man  die  untere  Grenze  gleich  ^  die  obere  gleich  ^' 
so  erhält  man  den  Inhalt  des  unterhalb  der  x  Axe  liegenden  verti- 
calen  Blattes;  dieser  ist  ebenfalls  gleich 

32)  Die  Blätter  der  C,  haben  gleichen  Flächeninhalt,  und  ist  der 
Inhalt  eines  jeden  gleich  dem  achten  Teil  der  gegebenen  Ellipse;  der 
Inhalt  des  ganzen  von  der  C,  eingeschlossenen  Raumes  ist  gleich 
dem  halben  Inhalt  dieser  Ellipse. 

In  den  „Nouvelles  Annales",  Serie  II,  Band  11  ist  die  Enveloppe 
der  Sehnen,  welche  die  Krümmangskreisc  mit  der  Ellipse  gemein 
haben,  behandelt  Sie  ist  eine  geschlossene  symmetrisch  zu  den 
Axeo  liegende  Curve,  welche  die  Ellipse  einschliesst  und  sie  in  ihren 
Scheitelpunkten  berührt;  sie  hat  vier  Rückkehrpunkte  in«  =  iay'2, 

±&V2  p-  34  ist  „par  M.  Moret- Blaue,  Professeur  au  Lyceo  du 
Havre"  ihr  Inhalt  bestimmt  gleich  j  der  Ellipse.   Es  folgt: 


48  Zimmermann:  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen, 

33)  Die  Flächen  der  Curven  C,,  der  Ellipse  and  der  Enveloppe, 
vorhalten  sich  zu  einander  wie 

1:2:3. 


b)  Fortsetzung  der  Quadratur  der  C,. 

Der  Inhalt  der  Cx  zwischen  der  durch  den  Endpunkt  von  x  zur 
x-Axc  senkrecht  gezogenen  Curveusehne  und  dem  Scheitelpunkte  a, 
0  ist  gleich  dem  Inhalte  des  Sectors  zwischen  der  durch  a-,  der 
C\  und  dtMn  Anfangspunkte  hindurchgehenden  Strahlen  minus  dem 
Inhalte  des  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  die  Endpunkte  dieser  Sehne 
und  der  Anfangspunkt  sind,  oder  kurz  gleich 

Sector  Cx—xy 

Obige  Strahlen  bilden  mit  der  x-Axe  die  Winkel  +a  und  —  <r. 

Den  Inhalt  durch  «  ausgedrückt  erhält  man,  wenn  man  in  For- 
mel 31)  sinqp  und  cosg>  durch  tgqp  ausdrückt,  die  Differenz  der 
Functions  werte  bildet,  und  für  x  und  y  die  Werte  des  oberen  Zei- 
chens aus  23)  einsetzt;  es  kommt: 

a*tga  2tg"  ab         (a  \ 


W  ~  *>*  ) 


tga. 


y 

Der  Inhalt  wird  durch  x  und  y  ausgedrückt,  wenn  man  tg«  =  - 
setzt. 


Die  Strahlen  zu  den  Winkeln  —  a  und  -f-«  schneiden  die  ge- 
gebene Ellipse  in  den  Punkten,  die  mit  xu  yx  bezeichnet  sein  ntfgen. 

Da  tg  a  auch  gleich      so  ist  der  Inhalt  ausgedrückt  durch  xx  und  y, 

35,  [c--)8 ™+ [? «*e s) -**]] - [*(?H'** 

Das  zweite  Glied  oder  das  Product  xy  wurde  aus  den  Gleichungen 
23)  gebildet  und  musste  es  absolut  genommen  werden,  weil  xy  ab- 
solut a?,y,  ist  das  Rechteck,  welches  sich  in  Figur  7.  darstellt,  wenn 
man  durch  den  Punkt      yx  eine  Parallele  zur  Axe  der  «  zieht  bis 
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zum  Durchschnitt  mit  der  y-Axe;  es  sei  bezeichnet  mit  7?,.  Die 
Verhältnisszahl  J  sei  bezeichnet  mit  Das  zweite  Glied  der  er- 
sten Klammer  ist  der  Inhalt  des  Ellipsonflächenstückes,  zwischen  der 
4-x-Axe,  der  Ordinate  uud  der  Ellipse;  es  sei  bezeichnet  mit 
Die  vorhergehende  Formel  wird  dadurch  geometrisch  anschaulich, 
and  aus  ihr  wird 

* 

36)  [V^i  +  S,]  -  W-IPÄ»,        0  <  *,  <  1. 

Für  ki  =  ^2  vor8Chwindet  das  letzte  Glied ,  der  Inhalt  des 

durch  dasselbe  dargestellten  Dreiecks  wird  null,  d.  h. :  aus  den  beiden 
Strahlen,  welche  durch  den  Anfangspunkt  gehen,  werden  die  Tau- 
genten des  Mittelpunkts.   Also  stellt 

R 

den  Inhalt  des  ganzen  Blattes  dar.  £  ist  abor  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks, dessen  Grundlinie  x1  und  dessen  Höhe  y,  ist  (vgl.  Figur). 
Daraus  folgt: 

37)  Der  Inhalt  des  Blattes  ist  gleich  dem  Inhalte  des  Scctors 
der  Ellipse,  welcher  zwischen  der  x-Axe  und  einer  Tangente  des 
Mittelpunkts  enthalten  ist. 

Da  nach  früher  der  Inhalt  eines  jeden  Blattes  gleich  also 

gleich  der  Hälfte  der  Ellipsenflächo  eines  Quadranten  ist  und  darum 
auch  der  Inhalt  des  Sectors,  so  teilt  die  Tangente  des  Mittelpunkts 
die  Ellipsenflächc  eines  Quadranten  in  zwei  gleiche  Teile,  und  weil 
nun  der  Inhalt  des  Sectors  gleich  dem  doppelten  Inhalte  eines  halben 
Blattes  ist,  so  teilen  die  Bögen  zu  den  halben  Blättern  an  der  x- 
und  y-Axe  jeden  solchen  Teil  wieder  in  zwei  gleiche  Teile.  Die 
Tangenten  des  Mittelpunkts  sind  die  Diagonalen  des  Rechtecks,  dessen 
Seiten  durch  die  Scheitelpunkte  zu  den  Axen  parallel  gezogcu  sind. 
Also  folgt: 

38)  Die  Axen  der  Ellipse,  die  Diagonalen  des  Rechtecks,  dessen 
Seiten  durch  die  Scheitelpunkte  zu  den  Axen  parallel  gezogen  sind, 
und  die  Curve  <?,  teilen  die  EHipsenfläche  in  16  gleiche  Teile. 

c)  Quadratur  der  (78. 
Für  den  Sector  zwischen  0  und  er  kommt 

T«U  LXX.  4 
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n?+ i?)Ä<i+t«,«> 

39)  l  I   ^  L2  da 

Die  Subsütution 

40)  tg«--sin<Z> 

ändert  das  Integral  um  in  ein  leichteres.  (G>  ist  der  Constructions- 
Winkel  der  gegebenen  Hyperbel). 

Die  Function  unterm  Integralzeichen  wird  dann 

.  [1+  sin'tf]*    _         T   4  4  11 

ab     cos**     M  =  <*  [cos**  -  co^tf  +  SS*}'*' 

und  unter  Anwendung  von 

/d<t>  sinfl  n— 2    /»  dO 

COSnO  ~  (n  — 1)  COS»-1^"^"  n  —  lj  COS""^ 


J^>  l-f-sind> 

cos<t>  ~~  cos<P 


kommt  für  das  Integral 

rt&rsin<P        siu<I>    ,  ,,  1  4- sin<P"|  /  _  .  «tga\ 

2  U**  -      + * ln  -^<r\  r  - 8rc81u  -*  -  j 

Der  doppelte  Inhalt  dieses  Seetors,  also  der  Inhalt  des  Scctors, 
welcher  zwischen  den  Strahlcu  zu  den  Winkeln  — «  und  +  <*  ent- 
halten ist,  ist 

Tsintf»       sin<I>     .  ..   l+sin<I>"]/_  «tga\ 
41  >      ab\  co7<*  ~  25s»*  +  » 1,1    cos*  j      =  arc  s,n  "  b-) 

Diese  Strahlen  schneiden  die  Ct  in  einem  Punkt  -Y,  +  Y. 

Der  Inhalt  der  C2  zwischen  der  durch  den  Endpunkt  von  X  zur 
ar-Axo  senkrecht  gezogenen  Curvonsehne  und  dem  Scheitelpunkte  a, 
0,  ist  gleich  dem  Inhalte  des  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  die  End- 
puuktc  dieser  Sehne  und  der  Anfangspunkt  sind,  minus  dem  Inhalte 
des  Sectors,  welcher  zwischen  den  durch  die  Punkte  Xy  ±  Y  und 
dem  Anfangspunkte  hiudurchgehendon  Strahlen  enthalten  ist,  also 
gleich 

X.  Y —  Sector  C2. 

Setzt  man  die  dem  unterm  Zeichen  entsprechenden  Werte  aus  23) 
ein  und  in  41)  den  Wert  von  <P,  so  kommt 
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42) 


i  +  Ä  tg« 


Der  Iuhalt  wird  durch  X  und  F  ausgedrückt,  weuu  inau  tg  a  — 


setzt. 


Die  Strahleu  zu  den  Wiukeln  — «  uud  -f-«  schneiden  die  ge- 
gebene Hyperbel  in  den  Punkten,  die  mit  Xu  ±_  Y1  bezeichnet  sein 

Y 

mögen.  Da  tga  auch  gleich  =  ,  so  ist  der  Inhalt  ausgedrückt  durch 
Xx  und  y, 

m  K?)'-^'.-[©'*'.-f¥-?"(t+5)]] 

Das  erste  Glied,  welches  das  Product  XY  darstellt,  ist  aus  den 
Gleichungen  17)  gebildet,  und  ist  es  absolut  genommen,  weil  XY  absolut. 

X1Y1  ist  das  Rechteck,  welches   sich  in  Figur  darstellt,  wenn 

man  durch  den  Punkt  Xx,  F,  eine  Parallele  zur  Axe  der  x  zieht  bis 

zum  Durchschuitt  mit  der  y-Axe;  es  sei  bezeichnet  mit  JRr  Die 
X 

Verhältnisszahl  -  sei  bezeichnet  mit  k\.  Das  zweite  Glied  der  zweiten 
a 

Klammer  ist  der  Inhalt  des  Hyperbeltiächenstücks  zwischen  der 
-f-x-Axe,  der  Ordinate  Y1  und  der  Hyperbel;  es  sei  bezeichnet  mit 
*%.  Dadurch  wird  die  vorige  Formel  geometrisch  auschaulich,  urd 
aus  ihr  wird 

44)  l]Ä*t— [V*f— 41   *t>l-    (Vgl.  36). 
Für  Jt,  —  V2  kommt 

45)  7Rs+Ss. 


d)  Sätze  über  die  Scctoren  C\  uud  Ct\ 
vervollständigte  geometrische  Darstellung  dieser 

Sectoren. 


Das  erste  Glied  von  36)  und  das  zweite  Glied  von  11)  stellen 
die  entsprechenden  Sectoren  dar. 
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46)  SectorC.  =  V^j-^i 


0<*<1 
!<*<x 


welche  Gleichungen  in  der  Gleichung 

Sector  C  =  i*R  —  S 
enthalten  gedacht  werden  können, 

47)  Der  Inhalt  eines  Sectors  einer  Curre  C,  welcher  zwischen 
den  Strahlen  zu  — a  und  -f-«  enthalten  ist,  ist  gleich  dem  k*  fachen 
Inhalte  des  Rechtecks  gebildet  ans  den  Coordinaten  des  Punktes,  in 
welchem  der  Strahl  den  zugehörigen  Kegelschnitt  schneidet,  i  dem 
Flachenstock  zwischen  der  Ordinate  dieses  Punktes,  der  positiven 
ff-Axe  und  dem  Kegelschnitt  aus  welchem  C  hergeleitet  ist,  und 
zwar  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  eine 
Ellipse,  das  untere,  wenn  dieser  eine  Hyperbel  war;  k  bezeichnet 
das  Terhältniss  der  Absei sse  des  Punktes,  in  welchem  einer  der 
Strahlen  die  Curre  C  schneidet 

48)  Zar  Erläuterung  der  Formeln  30)  und  40)  und  fttr  die  wei- 
tere geometrische  Darstellung  der  Sectoren  wird  es  geboten  sein 
nachfolgende  zwei  Punkte  in  Erinnerung  zu  bringen. 


1)  Zu  einem  gegebenen  Winkel  <jp  construirt  man  leicht  den 
Punkt  und  hat  man  darum  auch  a.  Der  Strahl  unter  dem 
Winkel  q>  gegen  die  Axe  der  x  schneidet  die  beiden  um  den  Anfangs- 
punkt mit  b  und  a  beschriebenen  Kreise;  die  durch  die  Schnittpunkte 
zu  der  x-  bzhw.  y-Axe  gezogenen  Parallelen  schneiden  sich  im  Punkte 
y,.   Aus  der  Construction  folgt 

ar-j  —  aCOSqp 
Vi  a 


Diese  Gleichungen  erfüllen  die  Gleichung  der  Ellipse  und  darum  ist 
Xjy,  ein  Punkt  dieser  Ellipse.   Durch  Division  erhält  mau 


-tg* 


und  da  -  =  tger,  so  kommt 

tg«  —  -tgv 

2)  Zu  einem  gegebenen  Winkel  <ß  construirt  man  leicht  den 
Punkt  -Y,,  l\  und  hat  man  darum  auch  den  entsprechenden 
kel  a.    Der  Strahl  unter  dem  Wiukel  <P  gegen  die  >- 
schneidet  die  im  Punkte  b,  0  auf  der  z-Axe  errichtete 
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und  den  um  d^a  Az-fuLz^TiüLkt 
Paukte;  setzt 
der  Tangente  4 
Parallelen  durcn 
der  x-  bzhw.  j-Axe 


•  J5 


Bt    ftfT   r-ili   Hi  IM 
X.  F.     Am  ier  i •.a^cr»rrj;a  5.-jK 


Diese  Gleichung« 
ift  J^,  F,  ein 


fii 


5?r  Hvp^^i 


und  weil  yi  =-  tm  a. 


*1 


t*c 


sin  <P 


Bemerkung.    Die  Gleichungen  unter  4<?   keinen  im  FiZ  e 
Untersuchung  es  wünschen?»  rt  erscheinen  liisen  scltr.  ir.  s->  ror- 
bergebeude  Formeln  substitmirt  werden.    Dadurcm  karte  saa  in 
Artikeln  I.  und  IL  für  jede  Formel  rwei  Fe  rc-rin  erkx!: das 
Gegenteil  von  dem  was  beabsichtigt 


Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  (vgl.  46): 

i,  =  cos  qr 

cos  <P 

und  es  kommt  demnach 

Sector  C,  =  cos5? .  Ä,  +  5, 


Setzt  man  in  beide  Gleichungen  den  Winkel  gleich  y,  so  kommt, 
weil 


*  1 

COS  T  —  -75 

4      y  2 


47)  Construirt  man  zu  einem  Winkel  von  l">"  die  Winkel  -f-a 
und  — «  für  Cj  und  C8,  so  ist:  1j  der  Inhalt  des  Sectors  der  C, 
zwischen  den  Strahlen  EU  .Winkeln  gleich  dem  halben  Rechteck 

aus  den  CoordinatejkJi^JJjjn  .  hein  ein  Strahl  die  gegebene 

Ellipse  schneit      p]ag  dem  I  Hfeohen  der  Ordinate  dieses 
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Punktes,  der  positiven  x-Axe  und  der  Ellipse ;  2)  der  Inhalt  des  Sec- 
tors  der  C8  zwischen  den  entsprechenden  Strahlen  ist  gleich  dem 
doppelten  Rochteck*)  aus  den  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem 
ein  Strahl  die  gegebene  Hyperbel  schneidet,  minus  dem  Flächenstück 
zwischen  der  Ordinate  dieses  Punktes  der  positiven  x-Axe  und  der 
Hyperbel. 

§.  5.   Graphische  Darstellung: 
des  Inhalts  für  einen  beliebigen  Constructlonswinkel. 


Alan  trägt  nun  den  Winkel  $  an  x1  an,  so  dass  der  Scheitelpunkt 
mit  dem  Endpunkte  von  x,  zusammenfällt,  und  der  andere  Schenkel 
etwa  die  positive  y-Axc  schneidet;  dann  projicire  man  den  Mittel- 
punkt auf  letzteren  Schenkel  und  den  Fusspunkt  wieder  zurück  auf 
die  Axe  dor  x;  der  zuletzt  erhaltene  Punkt  ist  der  eine  Endpunkt 
der  Grundlinie  des  Rechtecks,  dessen  Breite  gleich  yx  und  dessen 
Länge  (Grundlinie)  gleich  x,cos*<j>  ist;  der  andere  Endpunkt  der 
Grundlinie  ist  eben  der  Endpunkt  von  xv  Dieses  Rechteck  bildet 
mit  dem  Stücke  Sx  ein  zusammenhängendes  viereckiges  Flächenstttck 
(vgl.  Fig.  7.),  begrenzt  von  drei  Geraden  und  der  Ellipse. 

Trägt  man  deu  Winkel  <P  an  die  x-Axe  an,  so  dass  der  Scheitel- 
punkt mit  dem  Endpunkte  von  Xt  zusammenfällt  und  errichtet  in 
dem  Punkte,  wo  der  andere  Schenkel  die  y-Axe  schneidet,  ein  Lot 
auf  diesem,  so  wird  dieses  Lot  die  x-Axe  schneiden.  Dieser  Schnitt- 
punkt ist  der  eine  Endpunkt  der  Grundlinie  dos  Rechtecks,  dessen 

Breite  gleich  y,  und  dessen  Länge  (Grundlinie)  gleich  — ^  ist; 

COS  *lr 

der  andere  Endpunkt  ist  der  Endpunkt  von  Xx.  Dieses  Rechteck 
wird  zum  Teil  bedeckt  von  dem  Flächenstücke  St,  so  dass  die  Diffe- 
renz ein  zusammenhängendes  viereckiges  Flächenstück  bildet  (vgl. 
Fig.  7.),  begrenzt  von  drei  Geraden  und  der  Hyperbel.  Also 

48)  Construirt  man  zu  gegebenen  Constructionswinkcln  <p  und  <£ 
die  Sectoren  der  Curveu  Cx  und  C'2,  die  also  zwischen  den  den  obigen 


*)  Das  doppelte  Rechteck  ist  dem  Rechtecke  gleich,  dessen  Breite  die 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Strahlen  mit  der  Hyperbel,  und  dessen 
Lange  die  Entfernung  eines  dieser  Punkte  von  der  y-Axe  ist.    (Vgl.  Fig.  5.) 


Es  ist 


=         R*  =  *i  Yi 


und  darum 


SectorCj  —  y,(xj  cosV)  + 
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dem'  S*i      ?0        de°  sect°™  «  •»** 

drfi  Po^^r     j   •         "  conBt""J,enden  Vierecks,  begrenzt  von 

™n  drei  Oer^eo  -ÄS&SST^  ^  ^ 

,0  JlÜl  7  der  ^"«"»lichkeit  wegen  die  Winkel  .  nnd  t> 
so  angenommen,  dass  „,  =-       Ks  ist  dort 

nnd  8eelor  Cl  oder  filA'2  «lei<*  dem  Viereck  5A/34 

der  Sector  C8  oder  il.j/2,  gleich  dem  Viereck  5jAf3,4. 

rrf«,iBrCh  fr  Betrachtn"8«n  »»d  Flächenstückc,  begrenzt  von 
stuefce,  begrenzt  von  Goraden  nnd  Curvcn  2tcr  Ordnnng 

sichten!  Ä  f  WiDkel  "  g6geben'  80  erbUt  ™»  »>t  Bück- 
Abs  ,s,?n?  *  i  V*!  C"t8PreChenden  Coi~i°nswinkel,  da  die 
Abscssen  *,  und  ^  bekannt  sind,  weil  die  Ellipse  nnd  Hyperbel 
als  w  Fignr  gegeben  angenommen  werden.  «yporbel 

h.„«^eDn  da,8,  aber  DiCbt  •■*»  90  "«■*  08  ob>  damit  die  oben  angege- 
bene Verwandlung  ausgeführt  werden  kann,  zn  einem  Strahl  ulr 

*i»      oznw.  jt„  yf  zu  construiren. 

Dazu  dürfte  sich  folgende  Construction  empfehlen.  - 

49)  1)  Mao  beschreibe  um  den  Anfangspunkt  mit  a-b  und  « 
Kreise.  Diese  mögen  den  Strahl  in  den  Punkton  P  und  Q  schneiden 
Man  projicire  den  Punkt  P  auf  die  *-Axe,  die  Projcction  sei  />,  und 
verbinde  P,  mit  Q.  Die  durch  den  Anfangspunkt  zu  P,Q  gezogene 
1  arallelc  schneide  den  äussern  Kreis  in  einem  Punkte  T.  Die  dann 
durch  T  zur  y-Axc  gezogene  Parallele  schneidet  den  Strahl  im  ge- 
sachten Punkte  x,Vx.   (Vgl.  Fig.  7.) 

2)  Zu  demselben  Winkel  o  erhält  man  den  Punkt  Xx,  K  wie 
folgt: 

Man  beschreibe  über  a-,  einen  Halbkreis  und  trage  darin  vom 
Endpunkte  aus  eine  Sehne  von  der  Länge  der  von  T  auf  die 
*-Axe  gefeilten  Senkrechten  ein;  die  Verbindungslinie  des  andern 
Endpunktes  dieser  Sehne  mit  dem  Anfangspunkte  bildet  dann  mit 
der  ar-Axc  den  Winkel  <D;  zu  <t>  erhält  man  danu  noch  früher  leicht 
X»  Yv    (Vgl.  Fig.  7.) 

Beweis  zu  1). 

Der  construirte  Winkel  ist  der  Constructionswinkel,  wenn 
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tgw,  =^tg« 

Das  Lot  von  Q  auf  die  Axe  der  x  ist  gleich  asin«,  die  Protection 
des  Stückes  a  —  [a  —  fc]  =  b  auf  die  Axe  der  x  ist  bcosa,  die  Tan- 
gente des  Winkols  der  Linie  1\Q  mit  der  x-Axe  ist  demnach  ^tgo; 

darum  ist  es  auch  die  Tangente  des  Winkels,  welche  die  Parallele 
ET  zu  P,Q  mit  der  a>Axe  bildet. 

Beweis  zu  2). 

Der  construirte  Winkel  ist  der  Constructionswinkel,  wenn 

sin«,  =  |tga 

Es  ist  sina>2  =  tgqp  nach  Construction,  und  tgg>  aber  =»|tg«r. 

§6  Reetlflcation. 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  (17)  ein, 
einmal  x  —  acos<p,   y  =  bsintp 

ein  andermal  x  =  — y  =  6tg0 

cos  O  ^ 

so  erhält  man  für  C\ 

x  «=  a  cos  (p  [cos V  —  sin*?] 
y  =  —  b  sin  <p  [cosfy  —  sinV] 

und  für  Ct 

a[2  —  coss<Z>] 
x  cos3<D 

b[2  —  cos»0]  .  _ 

Die  Differentiale  der  C,  sind 

tfx  —  a  sin  <jp  [1  —  6  cos*<jp]  <i<p 
rfy  =  —  b  cos  <p  [1  —  6  siu  V]  <*<P 

und  für  C\ 

dx  =     a  sin  <p  [5  +  sin2(j>]  tltp  :  cos4qp 
r/y  =  _  b  [1  -f  -  •*>  sinV]     :  cos4<jp 

und  die  Länge  des  Bogens  zwischen  den  Polarwinkeln,  welche  den 
Constructionswi^keln  0  und  <p  entsprechen: 
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50) 

für  Ct  J* v'a*  sin*<p  [5-6  sin**]*  +  b*  cos*qp  [1-6  sin«?]*  dtp 


* 


ffir  r  /^Va*8in^[5>8iü2^]*H-^[l+58in*<I>]*c/<P 
iui     ,  |  — ^ 


Für  &  =  a  kommt: 


V 1  + 12  sin*qp  [1  —  einV]  dtp 


2)   a f* Vl  +  Sösin^p+si^^  +  sin^rfO 
Fttr  den  Umfang  des  halben  Blattes  kommt: 


n 

i" 


Vl-f  128in*g>cos*<pdg> 


Drückt  man  tp  durch  den  doppelten  Winkel  aus  und  setzt  2<p  *— 
so  kommt: 


2 

2 


*Vl+38inty<ty  oder 


n 
2 


}c08ty«ty 


welches  Integral  die  Länge  einer  Viertel-Ellipse  zu  den  Axen  2a 
and  a  darstellt;  denn 

a*—b*  b*  a 

ö*~    "°  *'  6  ""2 

Es  folgt:  Die  Länge  der  ganzen  Curve  ist  gleich  der  doppelten  Länge 
dieser  Ellipse.   Die  Fläche  dieser  Curve  ist  gleich  der  halben  Kreis- 

fläche  gleich  -y  ;  das  ist  aber  auch  der  Inhalt  der  Ellipse  von  den 
Aien  2a  und  a. 

52)  Dio  Curve  C'„  die  einem  Kreis  entspricht,  hat  den  Inhalt 
einer  Ellipse,  deren  grosse  Axe  gleich  dem  Durchmesser  und 
deren  kleine  Axe  gleich  dem  Radius  dieses  Kreises  ist,  und  ihre 
Länge  ist  gleich  der  doppelten  Länge  dieser  Ellipse. 
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IV. 

Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem 

Botationsparaboloid. 

Von 

Herrn  Dr.  ZQge  in  Lingen. 


§•  1. 

Um  die  Anwendbarkeit  elliptischer  Functionen  auf  mechanische 
Probleme  an  einem  grösseren  Beispiele  darzutun,  ist  von  Durege  in 
seiner  „Theorie  der  elliptischen  Functionen44  die  Bewegung  des  sphä- 
rischen Pedels,  d.  h.  eines  Punktes,  der,  allein  von  der  Schwerkraft 
getriebon,  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  zu  bleiben  gezwungen  ist, 
eingehend  untersucht  worden. 

Hier  soll  in  analoger  Weise  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
bestimmt  werden,  der  die  Oberfläche  eine6  Rotationsparaboloids  nicht 
verlassen  darf.  Wir  nehmen  an,  dass  das  Paraboloid  durch  Rotation 
einer  Parabel,  deren  Gleichung 

r*  =  4a« 

sei,  um  die  z-Axo  entstanden  und  diese  Axe  vertical  ist,  so  dass  die 
negative  r-Axc  mit  der  Richtung  der  Schwere  zusammenfallt.  Der 
Scheitel  des  Paraboloids  sei  gleichzeitig  der  Anfangspunkt  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems,  auf  welches  bezogen  die  Coordinaten 
des  schweren  Punktes  a-,  z  heissen  mögen.  Denken  wir  uns  das 
Lot  r,  das  man  vom  Punkte  aus  auf  die  z-Axe  fällen  kann,  auf  die 
rry-Ebene  projicirt  und  sei  <p  der  Winkel,  den  diese  Projection  mit 
der  positiven  «-Axe  bildet,  so  wird  die  Bedingung,  dass  der  Punkt 
auf  der  Oberfläche  des  Paraboloids  bleiben  muss,  ausgedrückt  durch 
e  Gleichungen: 

"  DigitizecH**^ 
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X  m*  2Vas.co8<p, 
y  =  2Voz.8in<p. 


(1) 


Wir  erhalten  nun  aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  folgende 
erste  Bewegungsgleichung: 


(2) 


wobei  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Aus  den  Gleichungen 
(1)  aber  erhält  man  durch  Differentiation: 


dz 

cos?-, 


dx  .      rf<p  l/a 

s-    n'«eoiVä-  +  ^;ti«»s. 
folglich  geht  die  Gleichung  (2)  in  folgende  Ober: 

M£)'+ =±--(i)'~*.+K 


(3) 


Die  zweite  der  Bcweguugsgleichungcn  liefert  uns  das  Princip  der 
Flachen,  das  für  die  «y-Ebene  gilt   Nach  demselben  inuss 


in,  worin  A  eine  Constante  ist,  oder 

dtp 


(4) 


§.  2. 

Um  zunächst  die  mechanische  Bedeutung  der  Constanten  .4  und 
C  zu  ermitteln,  setzen  wir  fest,  dass  zu  einer  beliebigen  Zeit 


sei,  dann  ist 
und  daher 


„  dtp 


^  =4^03 


Setzen  wir  nun  letzteren  Wert  I 
wir  : 


ein,  so  erhalten 


igitized  by  Google 


60  Züge:  Bewegung  «inet  schweren  Punktee 

also 

\di)  ~  a  +  z~ 

Nehmeu  wir  ferner  an,  dass  zur  Zeit  t  =  r 


(6) 


dz 

sei,  so  erhält  man 


dt  =  c 


Setzt  man  den  Wert  für  C  nun  in  (6)  ein,  so  ergicbt  sich  nach 
einigen  Umformungen: 


dz  ]/*(t +  l)z+  (f  ~  *}  {*9'  "  ***** 
di  —  '  a  +  « 


(7) 


Da  ^  reell  bleiben  muss,  so  erkennt  man  bald,  dass  z  nicht  uu- 

endlich  gross  werden  und  überhaupt  nur  die  positiven  Werte  an- 
nehmen kann,  welche  zwischen  den  reellen  Wurzeln  der  Gleichung: 

0  =  C-(- +  ({-  z)  (2gz  —  4a£a>«)  (8) 

liegen.   Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

2  :  i  =  w,  — —  —  m,  — ^ —  =■  n, 
9 


so  lautet  die  Gleichung  (8) 

(1  —  t*)  (u  —  m)  +  nu  —  /(u)  =»  0.  (9) 

für   u  =  0  /(u)  <  0,  für   t*  =  1   /(u)  >  0, 

für   u  =  m  /-(n)  >  0     und  für   u  —  oo  /*(*)  <  0 

t,  so  gicbt  es  immer  zwei  reelle  positive  Wurzeln  der  Gleichung, 
>nd  somit  ergiebt  sich,  dass,  welche  Werte  die  Grössen  c  und  » 
haben  mögen,  die  z-Coordinate  des  Punktes  zwischen  zwei  Grenzen, 
für  welche  die  Verticalgeschwindigkeit  0  ist,  veränderlich  ist.  Durch 
Auflösung  der  Gleichung  (8)  kann  man  diese  Grenzwerte  der  *-Coor- 
dinate,  und  da 

dtp  eo£ 
dt  ~~  T 
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ist  ,  auch  die  horizontale  Winkelgeschwindigkeit  am  höchsten  und 
tiefsten  Punkte  aus  den  willkürlich  gegebenen  Grössen  c  und  w 
berechnen. 

Wir  setzen  nun  zur  Vereinfachung  der  weiteren  Untersuchung 
fest,  dass  zur  Zeit  t  0  die  Bewegung  am  höchsten  Punkte  beginne, 
also  c  =  0  und  folglich  auch  n  =  0  sei,  und  bezeichnen  die  ent- 
sprechenden Werte  von  s  uud  a>  mit  %  und  o>0.  Dann  lautet  die 
Gleichung  (9) 

(1  — u)  (u  —  m)  =  0, 

und  es  bedeutet  jetzt  u  =  z:zq.  Für  den  höchsten  Puukt  ist  u  —  1, 
also  für  den  tiefsten  u  =  ro,  d.  h.  es  ist  m  <  1.  Es  muss  also  bei 
der  Bewegung  die  horizontale  Winkelgeschwindigkeit  am  höchsten 
Punkte  »o  immer  so  beschaffen  sein,  dass 

m  =  2oV<1 
9 

ist,  höchstens  gleich  1.  Im  letzteren  Falle  stimmen  die  beideu  Grenz- 
werte für  u  resp.  für  *  überein,  «  kann  weder  wachscu  noch  ab- 
nehmen, es  findet  also  eine  einfache  Kreisbewegung  statt.  Die  Be- 
dingung bierfür  ist  also 

9 

Sei  v  die  horizontale,  in  der  Richtung  der  Krcistangentc  gouommene 
Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes,  r0  der  Radius  der  Kreis- 
bahn, so  ist 

cö0  =  v :  r0, 

also 

oder    *  =  f. 
gr0  r0  2a 

v* 

Nun  drückt  -  die  Grösse  der  Ceutrifugalkraft  aus;  denken  wir  uns 
ro 

ferner  durch  den  bewegten  Punkt  und  die  z-Axe  eine  Ebene  gelegt 
uud  an  den  so  entstehenden  parabolischen  Schnitt  eine  Tangente 
durch  den  Punkt,  so  ist  die  Gleichung  dieser  Tangente: 

also  der  tangens  des  Winkels,  den  die  Tangente  mit  der  positiven 
s-Axe  bildet,  ist  2a :  r0,  oder  sei  y  der  Winkel,  den  die  Tangente 
mit  der  Richtung  der  Ceutrifugalkraft  bildet,  so  ist 

tang    =  r0  :  2a. 


Daher  geht  obige  Relation  in  folgende  über: 


02 
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cost//  =  0Sin  V, 

das  heisst:  Eiu  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  dem  Rotations- 
paraboloid  mit  verticaler  Axe  kreisförmig,  wenn  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit horizontal  gerichtet  ist  und  die  Componente  der  auf  die  Ro- 
tationsaxe  bezogenen  Centrifugalkraft,  welche  in  der  Richtung  einer 
durch  den  Punkt  an  das  Paraboloid  gelegten  und  die  «-Axe  schnei- 
denden Tangente  genommen  ist,  dem  absoluten  Werte  nach  gleich  ist 
der  nach  derselben  Richtung  genommeneu  Componente  der  Schwer- 
kraft Ist  die  Componente  der  Centrifugalkraft  grösser  oder  kleiner, 
als  die  Componente  der  Schwere,  so  vergrössert  oder  verkleinert  sich 
zunächst  die  verticale  Entfernung  des  Punktes  von  der  xy-Ebene. 


§.  3. 

Beginne  die  Bewegung  also  in  grösster  Entfernung  von  der  xy- 
Ebene,  sei  also 

*!ÜLf<lf 


0 


so  ist  zunächst  die  Vcrticalgcschwindigkcit  negativ,  und  es  ergiebt 
sich  aus  (7)  die  Gleichung: 


dt-~~V  a+z 


daher 


(a  +  z)<ü 


i + z)  {z0  —  z)  {2gz  —  iaz^  w*) 
Die  Functiou  unter  dem  Wurzelzeichen  hat  die  Wurzeln 


9 

Wenn  wir  letztere  mit  b  bezeichnen,  erhalten  wir 


Setzen  wir 

Zq — z  =  CO1 

und  zur  Abkürzung 

3o  +  a  =  a*,    ZQ  —  b  —  ß* 

so  ergiebt  sich 
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und  nun  genügt  die  Substitution  w  =  ßv,  um  das  Integral  in  die 
Normalform  überzuführen.    Man  erhält,  wenn  -j  =  fc1  gesetzt  wird, 


V(1-^)(1-A'V) 

Das  Integral  ist  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung,  das  wir 
mit  Legendre,  nachdem  v  =  sinip  substituirt  ist,  mit  oder 
wenn  wir  setzen 


^1— fc*8inV 


mit  £(**)  bezeichnen  können,  wobei 

E(u)  =  /  duWu 

ist    Somit  erhalten  wir 


5(a)  = J  du*«, 


;]/{•*-  (10) 

und    durch  Vereinigung  der   benutzten    Substitutionsformeln,  da 
=  am  u  ist, 

2  =  sq  —  fo  —  Ä)snV  (11) 

Bezeichne  7'  die  halbe  Schwingungsdauer,  d.  h.  die  Zeit,  in  welcher 
der  schwere  Punkt  aus  der  grössten  in  die  kleinste  Entferuuug  von 
der  xy-Ebene  gelangt,  so  ist 


wobei  £  das  vollständige  Iutegral  zweiter  Gattung  bedeutet.  Wir 
erhalten  hierdurch  aus  (10)  die  Gleichung 

t  - 

und  da  bekanntlich 

E{u)  =  §«  +  Z(u) 
ist,  worin  A'  das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gattung  und 
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-  2K  f         8m  TT'     «  "  c    r  (12) 

ist,  so  gebt  die  Formel  (10)  über  in 

<=^ti+^(u).  (13) 

Es  entsprechen  sich  nun,  wie  sich  aus  (11)  und  (13)  ergiebt,  folgende 
Werte : 

n  -  0,  —  A',  —  2tf,  =  SK  ... 
f  =  0,    —  T,   —  2jT,  =»  37\.. 


Da  ferner 
und 


Z{u  +  2k)  —  Z(u) 
sn(u+2&)  —  —  snu 


ist,  so  wächst,  wenn  u  um  2k  zunimmt,  t  um  2T  und  *  nimmt  den- 
selben Wert  wieder  an.  Es  kehren  also  in  der  Periode  2T  immer 
genau  dieselben  Werte  für  z  wieder.  Dasselbe  gilt  von  der  Geschwin- 
digkeit.   Denn  es  ist 

l\fg  tU  dE{u) 

dz 

■■r  =  —  2(z0  —  b)  snu.cn  u.dnu, 


du 

also 

2(<q  —  b)  snu.  cn  u 
dnu 


und  es  ist  sowohl 

sn(u+2K)  «  —  snu, 

als  auch 

cn(u+2A')  =»— cnu, 

dagegen 

dn(u  +  2A')  =  dnu. 

Es  sei  ferner  T — <,  die  Zeit,  welche  dem  Argumente  AT— u, 
entspricht,  und  T-\-t^  die  Zeit,  die  dem  Argumente  AT-f-u,  entspricht, 
so  ist  nach  (13) 

T-t,  =  ^(K-^  +  ^ZiK-Ui) 
und  (15) 

Da  nun 
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ist,  so  crgiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen 

2T—tJ  +  ti  =  2r, 

d.  h.  es  muss  ^  =  /2  sein.  Es  entsprechen  also  den  Argumenten 
A' — wt  und  ÜT+tt,  zwei  Zeitwerte,  von  denen  der  cino  um  ebensoviel 
kleiner  ist  als  7*,  als  der  andero  grösser.  Es  sind  abor  die  Grössen 
sn2(A'-4-ttj)  und  sn*( /T—u,)  beide  gleich  cn'Midn'u;  also  sind  fUr  jouo 
Argumente  die  Werte  von  z  einander  gleich.  Der  schwere  Punkt 
gebraucht  also  gleich  lange  Zeit,  um  von  einer  beliebigen  Höhe  bis 
an  die  tiefste  Stelle  zu  gelangen,  und  um  von  dort  die  ursprüngliche 
Höhe  wieder  zu  erreichen.  Die  Vcrticalgeschwindigkeit  ist  beide 
Male  dem  absoluten  Werte  nach  dieselbe,  dem  Vorzeicheu  uach 
verschieden. 

Wir  erörtern  hier  sogleich  noch  den  speciellon  Fall,  in  welchem 
»0  =•  0  ist,  der  Punkt  sich  also  in  einer  Ebene  auf  oinor  Parabel 
bewegt.   Es  ist  dann 

zQ+a 

und  es  wird  z  =»  ^cn2**.  Der  tiefste  Punkt  ist  der  Scheitel  der  Pa- 
rabel.   Im  übrigen  gelten  dieselben  Ableitungen. 


§.  4. 

Wir  gehen  nun  zur  Bestimmung  des  Winkels  <p  über.  Für  ihn 
gilt  die  Gleichung 

dt  ~ 

also,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  zur  Zeit  /  —  0,  <p  —  ö  sei,  welcher 
Bedingung  immer  durch  passende  Wahl  der  Richtung  der  *-Axe  ent- 
sprochen werden  kann: 


Pdt 


Hieraus  ergiebt  sich  durch  Benutzung  der  Gleichungen  (11)  und  (14) 


I  2  P  dnWw 
*  7>/  *,  —  tzr,  —  >>, 


Es  war  ab*r 
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setzen  wir  zur  Abkürzung 

9  ' 

welche  Grösse  ein  echter  Bruch  sein  muss,  so  ist 


|  /(g0-f  a)b  PI  —  &Blk*u 
V~\      za    ,/   1 — f* sn2u  u' 


z0a 

o 

Um  dies  Integral  auf  die  Jacobi'schc  Normalform  zu  bringen,  schrei- 
ben wir,  indem  wir  den  Factor  vor  dem  Integralzeichen  kurz  mit  Af 
bezeichnen : 

w  /l  — **su2u +  (**-- £2)sn2u  B 
"  =  MJ  l^tHtfu  *"> 

und  erhalten  dann: 

u 

0 

Da 

&t  _  *° =  (16) 

ist,  so  liegt  £2  zwischen  fc2  und  1,  und  wir  setzen  daher 

£2  =  *2snVp+Ä')?  (17) 
wobei  q  einen  reellen  Wert  haben  muss.   Danu  ist 

«*  —  ik*  /'  Jfc2sn2(»p+AT)sn2M 
o 

Multipliciren  wir  Dividendus  und  Divisor  des  Quotienten  unter  dem 
Integralzeichen  mit 

cotam(ie+/Odn(/e+A'), 

so  ergiebt  sich 

^j^tgam^lA')  /jk2sn(/p  f  A)cn(*g+ A)du(/g+  A')sn2n 
<p  -  J/u+J/  p     dn(  .0+Ä.}  -  y  l_*2sn2(*+A)sn2u       "  rftt- 

o 

Für  letzteres  Integral  benutzen  wir  das  Jacobi'sche  Zeichen  77(u,  »p-f-A"). 
Den  Factor  des  Integrals  drücken  wir  zunächst  in  reellen  Grössen  aus. 

Es  ist  • 
tangamjip  + K)  dn  (p,  k') 

dn  (ig  +K)     ~  1  k'*  sn  (p,  k')  cn  (p,  *')' 
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wobei  bekanntlich  k'*=l—  Je2  ist.   Aus  (16)  und  (17)  folgt 

S-*?  --«*+*>  -3i?(b^ 

und  hieraus 

dn(<>,  *')  =  -,    sn(p,  fc')  =  ,    cn(*,  *')  —  -~£7—  •  d7a) 

also 

tangam(>p-f-^Q      _  jj 
dn(*-f-A)  -y^^d^1 

und  bezeichnen  wir  1  — «*  mit       so  ist 

Jl/V  f*  _ 

v  =  3f«+— ri?»      /II<«,  .>+*).  (18) 

ist,  so  ist  in  (18)  der  Factor  des  zweiten  Gliedes  gleich  1,  und  es 
bleibt 

Nnn  ist  nach  eiuer  bekannten  Relation 

Il(u,  i9+K)  -  uZ(i9+K)  +  i  log  ä^q^-fj'  (18a) 

daher 

<,  -  .[Jf ~*log  (19) 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (19)  besteht  aus  einem  stetig  wachsen- 
den und  einem  periodischen  Teile.  Da  allgemein  die  Relationen  gelten : 

S(-u)  =  3(u),  S(u+K)  -  &(u-K),  8(u+2K)  -  8(u-2K)  =  ©(,*), 

so  folgt,  dass  das  periodische  Glied  verschwindet  für 

u  =  0,    =  A',    =  2A,    —  3A',  ... 

Sei  <P  der  Winkel,  der  der  Zeit  T  und  der  Amplitude  A  entspricht, 
so  ist 

<D  -  K[M+iZ{iQ+K)l  (20) 

also 
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Es  entsprechen  einander  die  Werte 

wenn  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Setzt  man  ferner  in  (21) 
u-\-2K  statt  m,  so  bleibt  das  periodische  Glied  od  geändert,  nnd  es  ist 
q>  um  20  gewachsen.   Nach  früheren  Ableitungen  ist  dann  t  um  2  7 

gewachsen,  während  z  und  -■  dieselben  Werte  wieder  annehmen. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Bahn  des  Punktes  aus  einander  con- 
gruenten  Teilen  besteht,  und  dass,  wenn  Q>  in  einem  rationalen  Ver- 
bältniss  zu  n  steht,  der  Punkt  nach  verschiedenen  Schwingungen  zu 
der  Stelle  zurückkehrt,  von  welcher  er  ausging.  In  §.  3.  haben  wir 
ferner  nachgewiesen,  dass  gleich  lange  Zeit  vor  und  nach  Erreichung 
der  tiefsten  Stelle  der  Punkt  dieselbe  Höhe  hat  Zwei  solchen  Zcitcu 
entsprachen  die  Amplituden  iV— «,  uod  A" -}-«,.  Setzt  man  diese 
Werte  in  (21)  statt  u  ein,  so  verschwindet  wiederum  das  periodische 
Glied,  und  mau  erhält 

d.  h.  eiue  durch  den  Punkt  und  die  2-Axe  gelegte  Ebene  beschreibt 
in  gleichen  Zeiten  vor  und  nach  Erreichung  der  tiefsten  Stelle  gleiche 
Winkel. 

Betrachten  wir  den  Winkel  Q  noch  etwas  genauer.  In  dem 
einfachen  Falle  der  Kreisbewegung  ist 

£  =  0,    i=0,  A'= 

also  wenn  in  (14)  von  0  bis  K  intogrirt  wird,  da  auch  b  =  sq  ist, 

•  - f  w 

Im  allgemeinen  ist  nach  (20) 

°  -  K  \y**ir  Vl0 + w*+K>]  (23) 

Nach  einer  bekannten  Relation  ist 

A'9+K)  -  üüC>  Mii+K)         +  Z^  *  >• 

Das  zweite  Glied  ergiebt  hier,  wie  aus  den  Formeln  (17a)  hervorgeht : 

*^£-  -  Y/t  _  i/^I 


Digitized  by  Gowle 


Setzen  wir  die  gefundenen  Werte  in  (23)  ein,  so  erhalten  wir 

oder  nach  einigen  Umformungen  unter  Berücksichtigung,  dass 
ist, 


•  =  V^a)  V* '  *+  *'>  *  IT* 

Da 

EK'+KE'—KK'—^ 

ist,  so  folgt: 

E'K  71Q 

und   

Wir  ersetzen  hier  das  Argument  g  durch  die  Amplitude,  indem  wir 

ara(e,  k')  =»  0 
annehmen.   Aus  den  Relationen  (17a)  ergiebt  sich 

c  —  am(p,  &')  —  aretang  — —  —  aretang,^/  -  (26) 
Dann  erhält  man  bei  Benutzung  der  Legendrc'schon  Zeichen: 

\^a^a)^+^i^^  +  ^k')(E--K).  (26) 

Für  den  Fall,  dass  »0  —  0,  also  auch  6  —  0  wird,  der  Punkt  also 
auf  einer  Parabel  schwingt,  nähert  sich,  wie  Formel  (25)  zeigt,  a 

dem  Werte  |,  und  aus  (26)  folgt  dann: 

0  =»  KE'+K'E—KK'  =  £ 

Dies  ist  der  Grenzwert  für  0,  obwohl  bei  der  Bewegung  Uder 
Gleichung 
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sich  q>  =  0  ergiebt  Hierin  liegt  nur  ein  scheinbarer  Widersprach. 
Da  nämlich  q  =  K'  wird,  so  ergiebt  Formel  (21)  für  diesen  Fall 

nu      i     B{u  —  iK'—K) 
Nach  Relation  (18a)  aber  ist 

2*log  e(u+ix^f) l77(tt'  iK'+K)-  *iW+X). 

77(u,  iK'+K)  ist  gleich  0,  Z{iK'+K)  

so  dass  man  erhält 

nu  nu 

Für  die  beiden  Grenzfälle  der  Bewegung  auf  einer  Kreislinie  und 

1   /  JU  — |—  Cl  1t 

auf  einer  Parabel  sind  also  die  Werte  von  O  bezüglich  y  — ^ —  •  ^ 

und  g  i  Wlr  können  vermuten,  dass,  wenn  w0,  also  auch  b  stetig  ab- 
nimmt, hl  demnach  stetig  wächst,  auch  O  stetig  abnehmen  wird,  so 
dass  für  jeden  andern  Fall  der  Wert  zwischen  jenen  beiden  Grenz- 
werten liegt.  Zum  genauem  Nachweis  wäre  es  noch  nötig  zu  zeigen, 
dO 

dass  bei  constant  bleibendem  z$  immer  einen  negativen  Wert 
besitzt,  was  hier  noch  kurz  angedeutet  werden  soll. 

Aus  den  Beziehungen  von  a  zu  den  Grössen  a,  6,  z0  ergiebt  sich, 
dass  wir  die  Formel  (26)  auch  schreiben  können: 

O  -  j/^Jfc'cos<fjr+  KE^a,  k')  +  F{a,  k')(E-K). 

Nun  ist 

dO     BQ  da  dd> 

dk^^Ba  dP  +  W 

Aus  (25)  folgt,  dass  wenn  fr*  wächst,  also  b  abnimmt,  auch  a  wächst, 
da 

es  muss  also        positiv  sein.    Wir  erhalten  nun,  wenn  wir  die 

Differentiation  ausführen  und  die  Ausdrücke  durch  mannigfache  Um- 
formungen möglichst  vereinfachen: 

BO  E  —  K 


Ba      Vi— V»  ein»« 

und 
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Da  ff  <  2,  £  <  A',  so  sind  beide  Ausdrücke  negativ,  mithin  auch 
<i<t> 

-^ä,  es  nimmt  also  O  stetig  ab  mit  wachsendem  l:  (Vergl.  die  ent- 
sprechenden Ableitungen  beim  sphärischen  Pendel,  Durege,  Theorie 
der  elliptischen  Functionen,  2.  Auflage,  §.  80). 

Wir  fassen  dio  Ergebnisse  der  Untersuchung  im  Folgenden  zu- 
sammen. Ein  schwerer  Punkt  auf  einem  Rotationsparaboloid  mit 
verticaler  Axe  schwingt  zwischen  den  Peripherien  zweier  Kreisschnitte 
hin  und  her.  Innerhalb  einer  bestimmten  Periode  wird  dieselbe  Höhe 
wieder  erlangt  uud  dieselbe  Verticalgeschwiudigkeit.  Eine  durch  deu 
Punkt  und  die  Rotationsaxe  gelegte  Ebene  bewegt  sich  mit  zuneh- 
mender Geschwindigkeit  beim  Hinabfallen,  mit  abnehmender  boim 
Steigen  des  Punktes  immer  in  derselben  Drehungsrichtung.  In 
gleichen  Zeiten  vor  und  nach  Erreichen  der  tiefsten  Stolle  werden 
gleiche  Wege  zurückgelegt.  Die  Bahn  des  Punktes  besteht  aus  lauter 
congruenten  Teilen,  den  Wegen  während  je  einer  ganzen  Schwingung, 
jeder  solcher  Weg  besteht  wiederum  aus  zwei  congruenten  Teilen. 
In  gewissen  Fällen  kann  die  Bewegung  auf  einem  Kreise  oder  einer 
Parabel  stattfinden.  Der  Winkel,  den  die  durch  den  Punkt  und  die 
Rotationsaxe  gelegte  Ebern;  beschreibt,  liegt  zwischen  den  Grenzen 

Z°~~  ^  und*  ^.  welche  Werte  jenen  speciellcn  Fällen  entsprechen. 


Die  Kreise  sind  die  Projectionen  von  drei  der  xy- Ebenen 
parallelen  Schuitttiguren  des  Paraboloids,  deren  Ebenen  durch  einen 
der  höchsten,  tiefsten  und  einen  beliebigen  andern  Punkt  der  Bahu 
gelegt  sind.  Die  Bahn  von  zwei  vollen  Schwingungen  ist  projicirt. 
Es  ist  Wkl.  AOC  =  Wkl.  COB  -  <D;  ebenso  muss  sein  Wkl.  DOC 
COE. 


§.  5. 

Es  soll  nun  noch  für  einen  speciellcn  Fall  die  halbo  Zeit-  und 
Winkelperiodo  T  und  <P  numerisch  bestimmt  werden. 

Nehmen  wir  au,  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Bahn 
hätten  bezüglich  die  verticalen  Abstände  von  der  Horizontalebene 

z0  =  5a    und    b  —  2a, 

so  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  am  höchsten  Punkte,  da 
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2aa>0* 

h  =  —g  20 

ist, 


wäre,  dann  würde  sein 


und 

Wir  berechnen  zunächst  die  Grösse 

A' 

-nK 

q  =  e  A 
mit  Hülfe  der  Nähcrungsformel 

wobei 

ist,  (8.  Thoraae,  Abriss  einer  Theorie  der  complexcn  Functionen, 
2.  Aufl.  S.  144),  und  linden 

g  =  0,0432139, 
und  sodann  K  aus  der  Formel 

*  - j(l+2H-V  ...)», 
AT  -  1,8540747. 
£  ist  im  allgemeinen  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

E  -  K~  (2^)  8A'[r-Ta + i    + r=-T6  -  } 

in  unscrm  Falle  jedoch  weit  bequemer  aus  der  Relation 

tiK+K'E-KK'  — 
die  bei  der  Gleichheit  von  K  und  Kf  übergeht  in 

Hieraus  ergiebt  sich 
somit 

E  =»  1,3506439. 
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Nehmen  wir  für  g  den  Wert  9,80896,  so  ergiebt  sich  aus 


7--  1,4939  V«. 

Zur  Berechnung  der  Winkelperiodc  d>  benutzen  wir  die  Formel  (24); 
es  ist 

<P  =  Yi.K+  KE(Q,  k')  +  Q(E-K)y 

wobei 

Q  =  F(ff,  *') 
ist,  was  zunächst  bestimmt  werden  soll. 
Aus  (25)  ergiebt  sich 

ff  =  arctangVi, 
und  hieraus,  da  ff  <  ™  sein  muss, 

ö  -  35°  15'  52". 
Wir  berechnen  nun  F(ö,  k')  =  F(o,  k)  aus  der  Formel 

F(o,k)  -  —  hm2-. 

wobei  ^  einen  constanten  Wert  erreicht  für  lim*«  »  1  und  die 
Moduln  und  Winkel  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind: 
1—L' 

kx  =  tang(tf t  -  ff)  —  *'  tang ff 

z  ry 1 ,  tang(ffÄ  —  ff,)  —  V  tang  ff, 


"  i  +  v 

i-V 


Mao  findet  so  der  Reihe  nach 


<j,  =  61°  49'  46" 
ff2  -  123°  18'  04" 
ff3  =  246°  36'  10", 


und  da       wenn  man  nur  7  Decimalstellen  berücksichtigt,  gleich  1 

ist,  so  ist 

F(o,k)  -  - -.4(246° ar> 


n; 
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Wenn  man  den  Winkel  in  Längenmass  ausdrückt,  findet  man  8chli 

F(oy  k)  =  g  -  0,6350264. 
Um        Jfc)  zu  bestimmen,  benutzen  wir  die  Relation: 

nachdem  zunächst  Z(q)  mit  Hülfe  der  Thetafunctionen  bestimmt  i 
Es  ist 

q  sin  £  —  2<f4  8 IQ        -\-  ... 

rt       rcp     rt  j      2*p  , 
1  —  2tf  cos  ^  +  2<jr4 cos  K  -J- ... 

1,0760051  oder  als  Winkel  gleich  61°  39'  2' 


Man  berechnet 
und  hierdurch 


schliesslich 


71Q 

K 


Z(q)  »  0,1341900, 
*)  -  0,5967862, 

<2>  =  182°  33'  9 ". 
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V. 

Befreundete  Zahlen. 

Von 

Heim  P.  Seeth  off  in  Bremen. 


„Wie  wol  aber  ein  jede  Cosa  einen  unaussprechlichen  begriff 
bat  in  sich  allerley  künstlicher  rechnung  |  dennoch  findet  man  viel 
feiner  rechnung  welche  der  Coss  nicht  sind  underworffen  |  sondern 
neben  der  Coss  flicssen  auss  der  Theorica  |  welch*  ich  wol  wolle 
mit  vielen  feynen  Exempeln  beweissen  |  wil  es  aber  bey  einem  oder 
rweyen  Exempeln  beruhen  lassen-'4 

So  äussert  sich  Mich.  Stifel  in  seinem  Commentar  zu  der  Algebra 
Chr.  Rudolph's  und  führt  dann  die  befreundeten  Zahlen  an.  Wenn 
man  ihm  auch  beipflichten  muss,  dass  die  Aufsuchung  »okher  Zahlen 
zu  den  .Jeinen  Rechnungen"  gezahlt  wird,  so  irrt  er  oV;b  darin, 
dass  er  sie  von  der  AJgebra  ausnehmen  will.  Ks  ist  gersd*  der 
Zweck  der  nachfolgenden  Entwickelungen ,  di«*en  Anv.hlaM  an  <\v 
Algebra  noch  enger  z*  macbew .  als  es  bisher  gev.J*eb*ti  ist  M/^ 
es  daher  gestattet  sein.  Aber  die  täsherigen  Methode*  x/rinx  ein* 
kurze  Ueberskht  zu  gebest 

Zuerst  iadet  ssaa  die  Ufrewadefe*  Zai>*  bei  J*t*l  /m  er- 
wähnt wekfcer  die  Pi  fc  ■■■<■  i  hifl  sc*  :fcn*i  PnW'/ra*  £%mw?M 
Spater  brimgt  sVr  AraVr  Tatet        Ksrra  is.  >#>-\ 

hunderte  kUe.  «s*  N'.cz  darü*r     fcr  v%.t  *vi*  forau^ 
ihrer  Kidswr.  wefea*  ssy.ij*r  v^wjju:  %  %'M  vt  ^vvin 

wurde  od  dse  sss  Fr  t  S^vvsau  ja.  s*»*u  fci*rv.i*f.-vs*<  HVi>^ 
maticse  sKsfria>.i<  £»  ist  O*  ssvjx  %#wx  Am*n*kx***t*  <u 
folgende:  ^  f  ssri  r.  w-ufes  j  -  5  2^--  -  3  T  _  £  >  J  u»wj*4 
und  r  —  aa<ft»r»?if»3Bt~  ww»i  tt>*%  arn  ZrMd>»  frmuaMm 
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sein  müssen.  Hat  nun  anch  v.  Schooten  mit  ihrer  Hülfe  zwei  w: 
Paare  ausser  dem  bis  dahin  allein  gekannten  und  erwähnten  (2*20 
und  284)  gefunden,  so  blieb  doch  hierauf  die  Anzahl  beschränkt* 
erst  Krafft  und  insbesondere  Euler  erweiterten  später  diese  Vor- 
schrift, indem  sie  zu  beiden  Zahlen  auch  Producte  aus  je  zwei  Prim- 
zahlen benutzen  und  zu  den  nötigen  gemeinsamen  Factoren  auch 
Potenzen  von  2  oder  mehrere  ungerade  Zahlen  nahmen.  Sie  gingen 
davon  aus,  dass  bei  eiuem  Paare  befreundeter  Zahlen  einmal  die 
Divisorensumme  für  beide  gleich,  dann  aber  auch  gleich  der  Summe 
der  beiden  Zahlen  sein  müsse,  wie  Euler  sich  ausdrückt,  wenn  u  und 
v  die  Producte  aus  je  zwei  Primzahlen  und  U  und  V  deren  Divisoren- 
summen sind,  so  muss  t/«  V  sein  und  der  Bruch  muss  da- 
durch auf  den  Wert  1  gebracht  werden,  dass  man  ihn  mit  passenden 
ächten  Brüchen  multiplicirt,  deren  Zähler  Factoren  von  U  enthalten, 
und  deren  Nenner  die  dazu  gehörigen  Divisorensummen  sind.  Als 
Beispiel  diene  das  zuletzt  von  ihm  angegebene: 

u     205,   v  =-  251 , 

also 

U  -  252  =  V. 

Dann  ist 

u  +  v     456  38 
U   —  252  ""  21 

49    9  13 

Multiplicirt  man  nun  der  Reihe  nach  mit  ^  ^  und  so  erhält 
mau  den  Wert  1,  und  das  Zahlenpaar  ist 

49.9.13.205   und  49.9.13.251. 

Um  nuu  leichter  Zahlonpaarc  ausfindig  zu  machen,  welche  die- 
selbe Factorensumme  haben,  diente  ihm  eine  Tabelle,  welche  für  die 
Primzahlen  bis  1000  und  für  einige  ihrer  Potenzen  die  Divisoren- 
summen enthält. 

Während  nun  das  Aufsuchen  solcher  Paare  nur  dadurch  erschwert 
wird,  dass  man  in  den  gewählten  einzclueu  Zahlen  Primzahlen  hat, 
so  führt  doch  der  Fortgang  der  Rechnung  in  den  meisten  Fällen 
darauf  hin,  dass  man  keine  geeiguete  gemeinsame  Factoren  aufzu- 
finden vermag,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Auflösung  unmög- 
lich ist. 

Ich  will'nun  in  dem  Nachstehenden  den  umgekehrten  Weg  ein- 
schlagen, indem  ich  zu  den  gemeinsamen  Factoren  die  passenden 
Primfactoren  suche.  ^Um  aber  die]  Uebersicht  nicht  zu  verlieren, 
teile  ich  die  befreundeten  Zahlen  in  folgende  Gruppen  ab. 


- 
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Wenn  p,  q,  r,  #  Primzahlen  sind,  so  ist  die  erste  Grundform 

p.q   und  r 

zweite 

p.q    und  r.Ä 

Für  die  erste  Grundform  ist  der  gemeinsame  Factor  entweder 
oder  ein  Produet  ungerader  Zahlen  /,  oder  er  ist  aus  beiden  zu- 
mrnengesetzt ;  also 

2»'/> .  q   und  2*r 
f. p.q    und  f.r 
2"J.p.q    und  2»f.r. 

Für  die  zweite  Grundform  ist  der  gemeinsame  Factor  entweder 
allein,  oder  in  Verbindung  mit  /,  mithin 

2MP .  q    und    2Mr .  8 
2*fp .  q   und   2*/V  •  *• 


A.  p.q   und  r. 

Setzt  mau  den  gemeinsamen  Factor,  abgesehen  von  seiner  Form^ 
zunächst  =  c,  so  muss  erstens  für  beide  Zahlen  die  Divisorensumme 
dieselbe  und  dann  auch  gleich  der  Summe  beider  Zahlen  sein,  also 
wenn  C  die  Divisorensumme  von  c  ist 

(1)  C(p+l)(q+l)  -  C(r+X) 

(2)  C(p  +  l)(q+l)  =  C(pq  +  r). 

Aus  (1)  erhält  man 

(p  +  lHq+D  -  (r  +  1) 
r=*(p+l)(q+l)-l. 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (2)  ein  und  für  pq  den  Ausdruck 
(p-hl)(ff+l)-J»-«-li  80  i8t 

C(j»+l)(ff+l)  =  «f2(j>+l)(«+l)-Cj»+l)-(«+WI 


(3>  (P+D(«+D  =^c^^1)~27=Tc(^+1)"a 

Es  handelt  sich  also,  wenn  die  Unbekannten  (p-f-1)  and  (?-f-lj 
durch  x  nnd  y  bezeichnet  werden,  um  die  Auflösung  der  Gleichung 
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welcher  man  zu  diesem  Zwecke  dio  Form 

c  c 

(4)       xy  -  £-—c*  ~  2c  _cy  +  (2c-_cT8  =  (2c  -  CT 
giebt,  woraus 

c+g        ,  c-\-k 

wenn 

g.h  =»  c*. 

Her  Fall,   c  —  2» 

Die  Gleichung  heisst  dann 

xy  —  2nx  —  2«#  +  22"  =  22», 

mithin 

*  =  2M  +  2°,    y  —  2«  +  22»-« 

oder 

+    -  2«(2— +  1) 
(<Z  +  1)  =  2"(2»"a  +  l) 

a  kann  hierbei  alle  Werte  von  1  bis  (» — 1)  durchlaufen,  ausserdem 
muss  aber  n  — «  eine  ungerade  Zahl  sein,  weil  sonst  für  jj,  q  oder  r 
sich  die  Congraeuz  =  0(3)  ergiebt. 

In  dieser  Formel  ist  die  früher  allein  bekannte,  aber  nur  als 
specieller  Fall,  wenn  nämlich  o  =  n— 1  ist,  cuthalten;  sie  giebt 
übrigens  auch  sofort  die  Zahl  der  möglichen  Auflösungen  für  jedes 
n,  so  lange  man  davon  absieht,  ob  mau  Primzahlen  erhält  oder  nicht. 
In  erstcrem  Falle,  der  ja  allein  massgebend  sein  kann,  hat  man  für 
n  =  2,  4  und  7  je  eine  brauchbare  Lösung  und  zwar  jedesmal  für 
a  «=»  n  —  1.  Es  sind  dies  die  bisher  schon  bekannten.  Aber  für 
h  =  8  bekommt  mau  auch  eine  Lösung,  wenn  a  =  1  ist 

Dann  ist 

p  —  (27+l).2-l,   q  -  (27  +  l).2«-l,   r  =  (27-f-l)*29  —  1 
und  das  Zahlenpaar  heisst 

256(257.33023)    und  256(8520191) 

oder 

2172649216   und  2181168896. 

Ueber  n  «=  8  hinaus  mögen  auch  noch  passende  Werte  zu  finden 
sein ,  da  ja  auch  die  Gesammtzahl  der  Auflösungen  überhaupt  mit  » 
wächst,  aber  vorläufig  muss  das  Resultat  genügen,  dass  bis  zur 
achten  Potenz  von  2  einschliesslich  die  Anzahl  aller 
möglichen  brauchbaren  Werte  vier  ist. 
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2ter  Fall,   c  =/. 

Wie  schon  angegeben ,  bedeutet  /  ein  Product  von  ungeraden 
Zahlen.   Man  bat  bei  der  Auswahl  nur  darauf  zu  sehen,  dass  sie  in 

solchem  Zusammenhange  zu  einander  stehen,  dass  ijfZTr  eine  ein" 
fache  Form  erhält. 


Die  Gleichung  heisst  also 

 f_    _     f        ,      /'  f* 

xy  ~  2/-FX     2f—tv~t'{2f-F)*  =  (2/-F)* 

,  _  1+JL       »  «  /+* 
*     2/ — F'      y     2/* — F* 


and  es  ist 
wobei 


g.h  =  /*  ist. 
Beispiel:  /  -  3». 7*.  13.19.23. 


3*. 7». 13. 19.23 


161 


2/ —  F     2. 3*. 7M3. 19. 23- 13. 57. 14. 20. 24  2 
Die  Gleichung  heisst  demnach 


und  es  ist 


161  161 

xy  2~  *  -  -^-y  =  0 

-r  +  1  ~  162288 
23  und  3703  sind  die  Factoren  (7.23)*. 
Das  Zahlcupaar  heisst  also 

3* .  7* .  13 . 19 . 23(83 . 1931)    und   3*.  7* .  13 . 19 . 23(162287). 

Cm  geeignete  Zahlen  für  /  zu  finden,  dient  folgendes  Verfahren. 
Ist  etwa  f  =  0.49,  so  ist 

9.49 


2/-F~2.9 


.57 


Um  den  Factor  13  in  F  fo 
U  so  dass 


13  als  Factor  in 
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f 


9.49.13 


2f- F  2.9.49.13—13.57.14 

ist,  ebenso  füge  ich  wegen  der  Zahl  57  im  Nenner  in  /  noch  den 
Factor  19  ein  und  habe 


2f—F~*  2/9.49.13.19  — 13.57.14.20  ~  42— 40 

Mit  diesem  Werte  für  f  erhält  man  keine  Primzahl  für  r;  fugrt, 
mau  jedoch  noch  den  Factor  23  hinzu,  so  ist 

/         7  .23 


und  liefert  das  obige  Zahlenpaar. 

Auf  dem  Wege  der  Zerlegung  einer  Factoreusumme  würde  mau 
wol  schwerlich  so  ciufach  zum  Ziele  gelangt  sein. 

Aehnlichc  Paare  sind: 

9 . 49 . 13 . 97(5 . 1 93)    und   9 . 49 . 13 . 97(  1 1 63) 
9.5.7(53.1889)        und  9.5.7(102059) 
9.49.13.11(41.461)  und  9.49.13.11(19403). 

Euler  hat  folgende  angegeben: 

9.7.13(5.17)     und  9.7.13(107) 
9.49.13(5.41)    und  9.49.13(251). 

3ter  Fall,   c  —  2"/- 

Setzt  man  hier  /«=  3.2"+1  —  1,  insofern  dies  eine  Primzahl  ist, 
so  hat  man 


nachdem  gekürzt  ist. 

Für  n  =-  2  und  demnach  /     2  3  heisst  die  Gleichung 


9.49.13.19 


21 


2/—F~~  2 


f  3.2«+i-l 


2f — F  2* 


6 


xy  »  r  + 1  =  828. 
Für  529  sind  die  Factoren  von  (23)2. 


23-1-529 


«=  138 
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Die  Zahlen  sind  also 

4.23(5.137)    und  4.23(827). 

Es  mag  hierbei  bemerkt  werden,  dass  für  die  höhereu  Potenzen 
von  2  sich  hier  oder  dort  keine  Primzahlen  herausstellen. 


B.   pq   und   r  8. 

Setzt  man  auch  hier  als  gemeinsamen  Factor  c,  so  hat  man 
folgende  Bedingungsgleichungen : 

(1)  C(p+l)(q  +  l)  -  C(r  +  1)(*+1) 

(2)  C(J>  +  D(«  +  1)  -  c(pq+n). 
Aus  (1)  ergiebt  sich 

+  -  (r+l)(*  +  l). 

Um  zunächst  nur  die  Primzahlen  p  und  q  beizubehalten,  setze  man 

Dann  ist 

(4)  r+l  =  j(p+I) 

Die  rechte  Seite  von  (2)  lässt  sich  schreiben 
C|(p+l)(fl+D  +  (r+l)(«+l)-(i>+l)  — (r  +  1) 

-(,+1)+*) 

und  wenn  man  aus  (4)  die  Werte  für  (r+1)  und  (*-{-l)  einsetzt 

«|2(p+l)(g  +  l)-(l+^)(p  +  D-(l+^) 
Demgemäss  wird  dann  (2)  so  geformt  werden  können 

(p+I)(,+1)_a-±*-^(I,+1)_a4i2c^(3+i, 

2c 

"  ~  2c— C 

und  ersetzt  man  (j>  +  l)  und  (<z+l)  durch  x  resp.  y,  so  ist 


T.U  LIX. 
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Addirt  man  beiderseits  das  Product  aus  den  Coefficienten  von 
x  und  y,  so  ist 


(5)   xy  __H 


(a  +  b)*  c* 


und 


wenn 


ab     (2c  — C)* 
(q  +  b)* .  c*  —  2c(2c  —  C  )aJ> 
abC2c—C)* 


4  {a+b)c+g 

»oder  .+1-^. 

0.A  =  (a  +  Ä)2c*2  —  2c(2c  —  C)ab 

—  C{c(a+i)*  — 2a£(2<--C)}  ist, 

J(p+U 


und 


während 


ltcr  Fall,  c  —  2«. 
Danu  ist 


fl  +  l  —  --  . 


<7.A  =  2«{2«(«+£)*— 2«*|   ist  oder 
=  2M1|2»-1(a^-Ä),—  aA|. 

Zur  Auswertung  bilde  mau  sich  nun  nachstehendes  Schema. 


2— 


2»-i(a  +  *)8— 


a 


a  +  b 


2«+i 


2»(a-f 
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Für  a+b  kann  man  zunächst  etwa  die  Zahlen  von  4  bis  20 
nehmen,  so  dass  beispielsweise  für  a-\-b  =  12  der  Bruch  ^dieWerte 

b 

\„,  5/7  haben  kann,  und  ab  —  1.11  resp.  5.7  ist.  Für  n  setze  man 
2,  3,  4  u.  s.  w. 

Ein  Zahlenbeispicl  mag  zur  Erläuterung  dieneu.   n  =  5 

16(7)»  -  784       16(7)*  -  = 

778  =  2.389 


774  «=  2.3*. 43 
772  =  2M39 


32(7)  =  224 


Dann  ist  für 


;,  +  l=^±4»38 


q+l  - 


224  + 12448 


12672 


Die  Zahlen  sind 
Für 


Die  Zahlen  sind 


r+1  -  f  (38)  -  228 
m+1  —  }  (12672)  =  2112. 

32.37.12671    und  32.227.2111. 

,  +  ,-«±«»-1,04 

r  +  1  =  4(60)  =  80 
*  +  l  =  i  (1104)  =  828. 

32.59.1103   und  32.79.827. 


Weitere  Zahlenpaare,  die  innerhalb  der  angegel 
stehen,  sind 
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4.5.131 

4.5.251 

8.17.79 

16.47.89 

16.23.479 

16 . 23 . 467 

16.23.1367 

16 . 19 . 1439 

64.139.863 


und  4.43.17 

und  4.107.13 

und  8.59.23 

und  16.53.79 

und  16.127.89 

und  16.107.103 

und  16.607.53 

und  16.191.149 

und  64.719.167 


64.79.11087  und  64.2309.383  Q 
256.383.9203   und  256.3067.1151. 

2ter  Fall.   <?  =  2"./. 

Man  hat  dann 

 c_   2Y_   

2c—  C  ~  2«+V_(2»-i— 1)F 

uud  die  Gleichung  ist 


24/ 


xy  — 


2»f 


a  +  b   

a    ,2"+,/~ (2"+r-l)F! 


a  +  b   2V  

b    '2»fi/—  (2«+i  —  \)Fy 
2*41/ 


2"+»/—  (2"+i  —  1)F 


Ist  nun  f  eine  einzige  Primzahl,  also  F  =  /+ 1,  so  vereinfacht 
sie  sich  in 


gry  — 


2»f 


a+b 
a    f—  (2«+i  —  1) 


a+b  2»/  

*        b    7— (2^+1-1)  y 


2»+V 


/—  (2"+»  —  1) 


Addirt  man  beiderseits  das  Product  aus  den  Coefficienten  von 
x  uud  y,  so  wird  der  Ausdruck  rechts 

2»+*f\2"-*f(a  +  b)*  —  ab[f—  (2**1)]} 
<7Ä[/-(2"+1  — 1)]* 

Nimmt  man  hier  nach  Massgabe  der  anders  gearteten  Gleichung, 
nicht  wie  in  dem  Parallelfalle  unter  A  den  Factor  —  3.2"*1— 1,  son- 
dern —  3.2"—  1,  so  wird  /—  (2"+*  —  1)  =  2"  uud  es  ist 


xy 


a+b  a+b  .(a+b)*  / \f(g  +  b)* -2ab\ 
-  —  'f*-—  'fx+—ab~f  "  ab 
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Für  n  =  2  ist 

f  =.  3.2*— 1  -  11, 

mithin 

X^         a  b         X  ab  ab 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  so  sei 

a  1 

b  "6' 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Zähler  rechts 

11.527  =  11.17.31 

and 

77  +  31 
P  +  \  =  —f  18 

77+187 
9  +  1  —  1  =  264 

r+1  -  f  .18  —  108 
*  +  l  -  J.264  -  44 

Die  Zahlen  sind 

2». 11. 17.263   und   2*. 11. 107. 43. 

Es  bliebe  hiernach  noch  der  eine,  in  obiger  Zusammenstellung 
nicht  erwähnte  Fall  zu  erörtern,  in  welchem  der  gemeinsamen 
Factoren  mehrere  sind,  mit  Ausschluss  jedoch  von  2". 

Indes  mag  dieser  vorläufig  zurückgestellt  bleiben;  seine  Be- 
handlung ist  analog  derjenigen  unter  A.  2ter  Fall. 

Für  die  zweite  Hauptform 

cpq   und   er  $ 

bedarf  es  dann  noch,  um  zum  vollständigen  Abschluss  zu  kommen, 

a 

der  näheren  Bestimmung  über  die  Verhältnisszahl-,  welche  ich  bei 

dieser  eingeführt  habe.  Als  Resultat  hatte  sich  für  den  Fall,  der  hier 
zunächst  erörtert  werden  soll,  dass  c  =  2*  ist,  dem  übrigens  der  an- 
dere leicht  nachgebildet  werden  kann,  ergeben 

(2)  2*2±fi±»_,+1 
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(3)  *±°+9+?_r+l 

0 

(4)  v  ^    ^  «  +  1 

(5)  g.h  -  2«+M2»-i(a+6)8~aÄ} 

-  22« a'  +  2M-i(2»-l)  ad +  2*»  6* 

Aus  (1)  folgt 

-  £j(|)+i)_2"|  —  2»a 

Dividirt  man  den  zweiten  Ausdruck  iu  (5)  hierdurch,  indem 
bei  der  Division  h  als  Hauptgrösso  behandelt,  so  rauss  (p  +  1)  —  2» 
in  22"  aufgehen,  also  (p-fl)  ~  2M  +  2«  sein. 


Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder  ist  a  _ :  n 
oder  >  n  und  ^  2n. 

1)  o^n. 

^  —  2«(i—  2"-«.a) 

Führt  man  die  Division  aus,  so  ist 

A^22^-»)^+{2"+2^-"(2«--l))a+^ "j 

oder  um  über  2a+1-*'  in  dem  Cocff.  von  a  so  verfügen  zu  können, 
dass  er  nicht  kleiner  als  1  wird, 


(6)  A~22(— «)-?X 

Und  es  wird 

(7)  2*(a+i)+A 
22(n-«)-^[(2«-[-22g->»)2/?6+(2g^^-f22a-»-/?-w— 2g+j9+i-*»)fl] 

a  i— 2"«-«a 

Damit  A  eine  ganze  Zahl  wird,  muss  in  (6)  b —  2"-CTa  in  1 2«  — |— 
2»-«-f-2(2"— 1))2^  aufgehen;  ferner  folgt  aus  (3),  dass  a  in  2"(o-j- 
b)-\-g  oder  (2w-f-2rt)&,  un(j  demnach,  da  a  und  ä  selbstverständlich 
als  relative  Primzahlen  zu  gelten  haben,  in  (2tlH-2°)  als  Factor  ent- 
halten sein  muss.  Diese  beiden  Bedingungen  setzen  die  zulässigen 
Werte  von  a  und  b  für  jeden  einzelnen  Wert  von  n  und  p  fest. 
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Beispiel,    n  =  4,  «  —  3. 
Dann  ist 

2«(a+b)+g  -  24* 

on/    i  l\  i  t       4*(12*  +  lla) 

b  —  2a  ist  Factor  von  70  und  a  von  24. 


2a  . 


Ä— 2a 


21  4  6  812I16  24 


1 

2 
5 
7 


10 
14 


3 
4 


KU 
1214 
1618 

35JI3739 
70|(72|74| 


7.  9113 
810|l4 
lljl3  17 
13!l5  19 
1618'22 
20i22  26 
4143147 
767882 


17^5 
1826 
21  29 
2331 
26  34 
30  38 


51 
86 


59 
94 


12  3 


3 
4 


911 
12 


16 

37 
72 


7 
8 
11 


13 


6  812 


1317 


1315 
16 


20 
39  41 
76 


43 


17 
19 


47 


25 


29 


21 
23  31 


51 


59 


In  dem  links  stehenden  Diagramm  sind  aus  b  —  2a  und  2a 
durch  Addition  die  Werte  von  b  gebildet;  rechts  sind  die  Felder 
freigelassen,  welche  bereits  vorhandene  Brüche  in  erweiterter  Form 
liefern  würden.  Uebrigens  fallen  von  den  übrigen  Nennern  gleich 
eine  Anzahl  weg,  wenn  man  zunächst  auf  r  prüft,  da  dieses  dann 
=  0  (mod  3  oder  5)  sein  wird. 

3/18  und  */#!  'A«  und  *Ah  Vis  liefern  passende  Paare. 

2ter  Fall.  «>n^2w. 
Dann  ist 

g  —  2"(2«-"  —  b). 
Führt  man  die  Division  nach  a  aus,  so  erhält  man 


[2"+2«-"|  2(2*  •—  1)  +  2«}]6» 
—  a  +  2«-»b 


k  «  2Ma  —  { 2(2»  —  l)  +  2aj&  + 

Und  es  wird 

2b  j(2— 1  +  2"-1)  b  +  (2— 1  +  2«-1  —  l)a 


2»(a  +  £)  +  A 


2a~Hb  —  (i 


2*-nb  —  a  muss  in  [2»-f-2a-»|2(2n  -  l)  +  2°}] ,  und  a  wieder  in 
2*-}-2a  aufgehen. 


Beispiel,  n  =  3  und  a  «=»  4  giebt  für  ^  —  ij  ein  Paar  befreun- 
deter Zahlen,  bei  die  leitende  Primzahl  23  ist. 
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Will  man  noch  weiter  gehen,  um  sämmtliche  Fälle  behandelt  zu 
haben,  so  setze  man  p  -f-  1  —  2ak  und  man  hat 

2»(a  +  Ä)  +  <7  —  2«kb> 

also 

g     2a{  — 2"-0a+(fc-2»-«)a} 
Um  ä  zu  erhalten,  gebe  man  dem  Producte  gk  die  Form 

2a+l|  22«-a-l  0a_|_2«-°  (2»— l)ai+ 22«— «-1  *f } 

und  dividire  durch  g,  dann  ist 

r-  2"-1«  — { (2«  —  l)  +  2«"1(ifc  —  2"-°)}6  1 

[2*—"-i  +  (ik— 2"-«)|(2»  — 1)  +g^ffj=1g^2ü^ 
|_+  _2»-°a-r-(A  — 2»-«)i  J 


(8)    A-2  + 


Der  Zähler  im  Coefficienten  von  b*  lässt  sich  unter  Hinzuziehung 
des  ausserhalb  der  Klammer  stehenden  Factors  2,  was  hier  der  Voll- 
ständigkeit wegen  geboten  ist,  in  die  Form 

(9)  2k  (2«"1  k  —  1)  +  2»+!-" 

bringen,  und  es  muss 

—  2"-°a-f  (Jfc—  2»-«)b 

ein  Factor  desselben  sein.  Ausserdem  muss  a  in  2"  k  b ,  also  in  2«/? 
aufgehen.  Hierdurch  sind  denn  a  und  6  wieder  bestimmt.  Addirt 
man  zu  h  noch  2"(a-|-£),  so  ist 

2«-a+ 1&  { 2a- 1  hb  +  ( 2«-1  ifc  —  1  )a ) 


2»(a  +  b)+h  — 


^._2«-«)6  — 2^- 


Diese  und  die  im  Eingange  festgesetzte  Gleichung  2n(a-\-b)  -\-g 
=  2afc.&  dienen  dann  zur  Bestimmung  dar  vier  Primzahlen  g,  r 
und  8. 

Was  a  und  i  anbelangt,  so  findet  man  deren  Werte,  indem  man 

(k  —  2*~a)b  —  2H~aa 

nach  einauder  =-  1  und  =  jedem  Factor  des  Ausdruckes  in  (9) 
setzt,  die  Gleichungen  auflöst  und  die  Worte  von  a  auswählt  welche 

Divisoren  von  2nk  sind. 

Beispiel,    n  —  6,  p  +  1  =  140,  «  =  2. 

2\a+b)  +  g  mm  4.35* 
2k{2"-lk  —  l)  +  2"+l~a  =  4862  —  2.11.13.17. 

19i  — 16a  =  1  und  =  jedem  anderen  Factor  von  4862.  Hat  man 
tiir  Versuche  auf  Primzahlen  angestellt,  sojjgeben  sich  passende 
Werte  aus 
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19b  —  16a  34 
a  «=  5-f-  19m 
b  =  6  -f-  16m 

Von  den  möglichen  Werten  für  a  ist  a  =»  5  Divisor  von  140, 
demnach  *  —  0  nnd  das  zugehörige  6  —  6 

2»(a+i)  +  sr  =  840 

Dividirt  man  die  erste  Zahl  dnrch  6,  die  zweite  dnrch  5  und 
wieder  die  erste  durch  5  und  dio  zweite  durch  6,  so  ist 

p  =  139 
3  =  863 
r  —  167 
#  =  719 

Darf  ich  am  Schlüsse  das  Ergehniss  zusammenstellen,  so  ist  die 
Bestimmung  der  befreundeten  Zahlen  für  die  erste  Hauptform  auf 
die  Auflösung  von  Gleichungen  der  Form 

und  für  die  zweite  Hauptform  auf  die  Zerlegung  des  Ausdrucks 
zurückgeführt 

Anmerkung.  Vor  ganz  kurzer  Zeit,  nachdem  ich  die  vor- 
liegende Arbeit  an  die  Redaction  bereits  abgesandt  hatte,  fand  ich 
unerwarteter  Weise  in  der  Theorie  des  nombres  von  Legendre,  welche 
mir  früher  nicht  zu  Händen  gekommen  war,  dass  auch  er  für  die 
erste  Grundform  1  ter  Fall :  2»pq  und  2"r  auf  die  erweiterte  Formel, 
auf  ähnlichem  Wege  gekommen  ist.  (Das  Beispiel:  28. 257. 33023 
und  2*. 8520191  hat  auch  er,  lässt  aber  die  Entscheidung  in  der 
Schwebe).  Hierauf  beschränkt  sich  aber  seine  Untersuchung,  und 
wenn  ich  also  in  dieser  Beziehung  nicht  geradezu  auf  Neuheit  An- 
spruch erheben  kann,  so  glaubo  ich  für  sämmtliche  übrige  Fälle  doch 
hierzu  berechtigt  zu  sein.  Was  mir  sonst  bekannt  wurde  in  der 
Litteratur  über  diesen  Gegenstand,  so  sind  dies,  abgesehen  von  einigen 
Notizen  in  Cantor's  Vorlesungen  über  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik, nnd  in  Liouvilles  Journal  (letzteres,  insoweit  es  die  Bekannt- 
schaft der  Araber  mit  den  befreundeten  Zahlen  durch  Uebersetzung 
einer  Handschrift  bekundet),  eine  Abhandlung  von  L.  Eulcr  (Opera 
posthuma  1  Tb.),  ferner  von  G.  W.  Krafft  „de  numeris  amicabili- 
bu8"  (N.  Comm.  Petrop.  T.  II)  und  endlich  dasjenige,  was  Fr.  von 
Schooten  in  seinen  Exercitationes  mathematicae  über  diesen  Stoff 
gt 

Bremen,  Mai  1883. 
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VI. 


Horizontal  rotirende  Kette. 


Von 


R.  Hoppe. 


§.  1.  Differentialgleichung. 


Die  Gleichgewichtsbcdingung  für  Kräfte,  die  auf  eine  Kette, 
d.  h.  undehnbare  Linie,  wirken,  in  der  Ebene  ist 


wo  «  den  beliebig  beginnenden  Bogen,  JT,  Y  die  Componenten  der 
auf  den  Punkt  (xy)  wirkenden  Kraft,  q  die  Spannung  bezeichnen. 

Rotirt  nun  die  Kette  bei  unveränderter  ebener  Figur  mit  der 
Geschwindigkeit  c  um  die  x  Axe,  sind  die  x  vertical  nach  unten, 
und  wirkt  alleiu  die  Schwere  X  auf  die  Masseneinheit  der  als  homogen 
gedachten  Kette,  so  kann  man  die  momentane  Ebene  von  s  als  Ebene 
der  xy  und  die  Centrifugalkraft  der  Masseneinheit  als  die  Componente 
Y  betrachten.   Dann  ist 


X  =  g;  Y—c%y 


und  die  Gleichungen  werden: 


Die  erste  integrirt  gibt: 
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daher  nach  Elimination  von  q: 


c 


1 


dy  dx  d2y 


$ 

Sei  zur  Transformation 


as-o  (2) 


s  =  «i      l—  =  cir 

dann  wird 

3*y       r*r2  du  ,— — ^- 

ond  Gl.  (2)  geht  über  in 

c*y         .  du 
ff 


—  +  r5;  =  0 


nnd  nach  Differentiation  und  einigen  Reductionen  in 


/  'ör  \3  _m  

W  VIT*    .  (3) 


8u*       \rdu/  -j/i-I-m1 
Dies  möchte  wol  die  einfachste  Form  der  Gleichgcwiehtsgleichung  sein. 

Ist  das  untere  Ende  der  Kette  frei,  so  ist  daselbst  q  =  0;  folg- 
lich bedeutet  nach  Gl.  (1)  l  den  Wert  von  «  am  untern  Ende,  wir 
können  sagen  die  Länge  der  Kette. 


§.  2.    Approximative  Integration. 


Ist  die  Abweichung  der  Kette  von  der  Vcrticale  so  gering,  dass 

man  höhere  Potenzen  von      vernachlässigen  kann,  so  ist  es  gestattet 

dx 


1  und  x  statt  *  zu  setzen.    Gl.  (2)  geht  dann  über  in 


9 


*9 

ä*2 


o 


(4) 


Das  vollständige  Integral  dieser  linearen  Gleichung  lässt  sich  nach 
bekannten  Methoden  finden  und  in  folgender  Form  darstellen: 


*~AJ  Y    COB&       -Cös(2«sm*— a))de  (5) 
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FObrt  man,  um  es  zu  prüfen,  v  statt  x  in  Gl.  (4)  als  Unabhängige 
ein,  so  kommt: 

und  nach  Einsetzung  des  Wertes  (5)  wird  unmittelbar  die  linke  Seite 

K 

iA  I  \     cos3»  cos«frcos(2*«in*-a)Ja* 

0 

R 

W*- c^  8in*s,n(2t,sin#--o)ja* 

Stellt  man  das  letztere  Integral  in  der  Form  dar 

J*{e-2v  tg&  sin  a  3        +  sin(2t>  sin  ö  —  a)d  cos  *  J 

und  vollzieht  die  angedeutete  teilweise  Integration,  so  gebt,  wahrend 
der  intcgrirte  Teil  an  beiden  Grenzen  verschwindet,  der  Subtrahend 
in  den  Minuenden  über,  und  die  Gleichung  ist  erfüllt. 

Sind  nun  beide  Enden  der  Kette  in  ihrer  Ebene  fest,  so  be- 
stimmen sich  die  2  Integrationsconstanteu  A  und  a  durch  die  2  ge- 
gebenen Endwerte  von  y.  Wir  wollen  jedoch  nur  den  Fall  betrachten, 
wo  das  obere  finde  fest,  das  untere  frei  ist.  Es  fragt  sich,  welche 
Bestimmung  dann  ausser  der  einen  gegebenen  Ordinate  noch  vor- 
handen ist. 

Aus  Gl.  (1),  welche  jetzt  lautet 

q  —  g(l—x) 

geht  hervor,  dass  am  freien  Ende  x  =  /,  also  v  =  0  sein  muss.  Bei 
verschwindendem  v  wird  aber  der  erste  Teil  des  Integrals  unendlich 
gross.  Folglich  muss  dieser  wegfallen,  indem  man  a  =  0  setzt,  und 
mau  hat  für  den  Fall  eines  freien  Endes  stets  nur: 


K 


y  —  A  J* cos(2rsin#)3# 
o 


Setzt  man  v  =  0,  so  erhält  man  für  die  Ordinate  des  freien 
Endes : 

yt  =  AR 

Ist  am  obern  Endo  x  —  0,  y  =  y0i  8<>  üat  man : 


i 
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b  =  c\/-  also 


I  9 


Demnach  ist  y,  uud  dadurch  -4  bestimmt  durch 


jr  =  ^  /  cos(2rsin£)c# 


y0  =  ö  /  cos<2*sin£>ö> 


(7) 


Eine  Eigentümlichkeit  zeigt  der  Fall,  wo  das  obere  Ende  in  der 
Rotation saxe  fest  ist.  also  yQ  den  Wort  0  hat  Hier  würde  auch  //,. 
folglich  y  durchgängig  null  sein,  wenn  nicht 

a 


ist.  Diese  Grösse  nimmt,  wenn  b  von  U  an  bis  R  wächst,  und  noch 
darüber  hinaus  bestandig  ab.  und  zwar  ist  b  der  Rotationsgeschwin- 
digkeit proportional.  Wächst  also  die  Rotationsgeschwindigkeit  von 
0  an,  so  ist  anfanglich  bestandig  y-0,  d.  h.  die  verticale  Gleich- 
gewichtslage stabil.  Im  Augenblicke  aber,  wo  b  der  Gl.  (8)  genügt, 
ist  plötzlich  vj  wilkürlicb,  die  Elongatiou  der  Kette  kann  jede  belie- 
bige sein,  hängt  mithin  nicht  von  der  Rotationsgeschwiudigkeit  ab. 

Dieser  Umstand  erklärt  sich  durch  die  Vernachlässigung  der 
kleinen  Grössen  2.  Ordnung.  Unter  Annahme  eines  constanten  c 
ergab  sich  ein  beliebig  variirendes  y„  welches  jedoch  der  Basis  der 
Rechnung  gemäss  klein  bleiben  muss,  also  umgekehrt:  einer  kleinen 
Veränderung  von  y,  entspricht  ein  nicht  merklich  verändertes  c,  dessen 
Veränderung  demnach  klein  von  höherer  Ordnuug  ist 

Die  numerische  Bestimmung  der  Stabilitätsgreuze  durch  Auflösung 
der  traoscendenten  Gl.  (8)  ist  nicht  schwer,  da  sich  das  Intcpral  in 
folgende  stark  convergirende  Reihe  entwickeln  lässt: 

B 
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Es  verschwindet  für 

b%  =>  1,4457963 

Diese  Zahl  hat  daun  die  Bedeutuug,  dass,  solange  die  Rotations- 
geschwiudigkeit  den  Wert 

nicht  tibersteigt,  die  Ceutrifugalkraft  bei  keiner  positiven  Elongation 
hiureicht  eine  pennauentc  Rotation  der  Kette  um  die  Verticale  zu 
erhalten.  Dagcgeu  darf  c  diese  Grenze  nur  äusserst  wenig  über- 
schreiten, wenn  die  Rechnung  nicht  wegen  einer  zu  grossen  Elonga- 
tion ungültig  werden  soll. 

Die  Gestalt  der  Kette  für  unendlich  kleine  Elongation  y,  stellt 
folgende  Tabelle  dar: 


X 

y 

X 

y 

l 

yi 

l 

yi 

0 

0 

0,5 

0,39771 

0,1 

0,06560 

0,6 

0,49981 

0,2 

0,13780 

0,7 

0,61109 

0,3 

0,21696 

0,8 

0,73108 

0,4 

0,30347 

0,9 

0,86056 

1 

1 

Da  zur  Ermittelung  der  Relation  zwischen  yi  und  c  höhere  Po- 
By 
Bx 

Gl.  (2)  so  schreiben: 


tenzen  von       in  Rechnung  gezogen  werden  müssen,  so  wollen  wir 


dann  ist 


By  B*y 


(10) 


Die  Grösse  in  der  Klammer  ist  klein  von  der  Ordnung  y^*.  Man 
kann  daher  auf  der  Rochten  von  Gl.  (10)  den  angenäherten  Wert  von 
y,  nämlich 

y  -  yM*) 


tp(x) 


k=x> 

£  (-1)*  - 
*=o 


einführen.    Setzt  man  überdies 
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so  erhält  man  bis  auf  2.  Potenz  von  yt: 

&x      *     9t*   u  x 

wo  y(x)  mit  x  verschwindet,  daher: 

llß)  -  y^Wx)+{l-xWiT)W\x) 

Setzt  man  nun 

y  =*  y1fp{x){Ä+fudx) 
so  geht  Gl.  (10)  über  in 

und  gibt  integrirt: 

1  px{x)<p'*{x)dz 
*)*'*(*)  J  <p{x) 

Der  corrigirte  Wert  lautet  demnach,  da  j!  «=  1  sein  muss: 

Der  Wert  von  litsst  sich  in  einfacher  Reibensnmmc  darstellen; 
es  ist  nämlich 

2A«*=»(-l)'(2<-  +  l)!*2*(l-^)* 
„'.(*)  _  ♦'(.)  -  ^  £  ti*(t+DK*+8)l  

woraus: 

aft>^(-ty<2i>-i)^[(i-^i] 
w  ö  i  iti  (*— dui1  (*+i)i 

Nach  erster  Integration  muss  die  Coustante  so  bestimmt  werden, 
dass  das  Integral  den  Factor  l  —  x  hat,  weil  dies  Bedingung  der 
Stetigkeit  ist. 

Ehe  wir  indes  Anwendung  von  diesem  Resultat  machen  können, 
würden  noch  manche  Untersuchungen  nötig  sein,  was  ich  für  jetzt 
unterlasse. 
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VII. 

Ueber  Tiefgrössen  mit  gebrochenein  Index. 

Von 

Herrn  P.  Lindner, 

Gymnrtsinllchror  in  CCslin. 


Der  Gebrauch  der  Tiefgrössen  scheint  mir  in  mancher  Hinsicht 
vorzuziehen  den  der  analytischen  Facultäten,  die  mit  ihnen  in  nahem 
Zusammenhang  stehen.  Zunächst  ist  ja  das  Zeichen  %  für  die  Tief- 
grössen bequemer,  als  alle  die  für  analytische  Facultäten  eingeführten 
Bezeichnungen,  und  besitzt  doch  denselben  Grad  von  Allgemeinheit, 
wie  diese.  Die  Gesetze  ferner,  welche  Tiefgrössen  befolgen  sind  ein- 
facher und  symmetrischer,  als  die,  welchen  die  analytischen  Facul- 
täten gehorchen.  Zudem  sind  die  Grundlagen,  auf  die  sich  die  älteren 
Theorien  der  analytischen  Facultäten  stützen,  anerkanntermassen 
vielfach  unsicher,  die  an  dio  Spitze  gestellten  Definitionen  sind  teils 
zu  allgemein,  teils  zu  eng,  oder  eine  solche  wird  sogar  ganz  vermisst. 
Es  sei  mir  daher  gestattet,  zunächst  einen  Weg  anzugeben,  auf  dem 
man  in  ganz  einfacher  und  natürlicher  Weise  zu  einer  allgemeinen 
Definition  der  Tiefgrössen  mit  gebrochenem  Index  gelangt,  und  dann 
eine  Auzahl  von  Formeln  zu  entwickeln,  die  bisher  wohl  noch  nicht 
für  Tiefgrössen  mit  gebrochenem  Index  bewiesen  worden  sind. 

Wenn  m,  »,  p  ganze  positive,  n,  A,  c,  x,  z  aber  beliebig  ge- 
brochene Zahlen  bedeuten,  wenn  ferner 

_  x(x  —  1)  (x  -  2)^. .  (x  —  n  -f  1) 
Xn  ~~  1.2.3  ...  u 

als  Tiefgrösse  mit  dem  Argument  *  und  dem  Index  n  bezeichnet 
wird,  so  ist  bekanntlich 
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xn  =  (x  —  n-f  n)„  —  n0(x  —  n)Q -f »»,(*  —  »»),  -f-n^x  —  n)8-f-  ... 

eine  Reihe,  die  mit  dem  (n-f-l)ten  Gliede  abbricht  Lassen  wir  nun 
den  Index  eine  gebrochene  Zahl  sein,  so  nimmt  die  Reihe  die  Gestalt: 

—  a  a  —  x  a-\- 1)   (a  —  x)Ja  —  ar+l]  , 

1_h   1    "T*  "T"  1.2  1.2  "t"'" 

einer  Gauss'scheu  hypergeometrischen  Reihe  an,  deren  Wert,  wenn 

*-M>o, 

r(x+i) 

F(-a,  „-*,  1,  1)  -  ^fl+_f_1-  — lst. 

Die  letztgenannte  Grösse  behält  noch  Sinn,  wenn  x  +  l  <0,  ja 
auch,  wenn  x  und  «  complexe  Grössen  sind.  Wir  werden  somit  auf 
die  Definition 

«  ,  _  n«-H>  

'  ö  ~  r(«+i) /*(*-«+ 1) 

geführt  Dieselbe  begreift  zunächst  die  Derinitions  -  Gleichung  der 
Tiefgrössen  mit  positiv  ganzzahligcm  Index  als  speciellcn  Fall  in  sich, 
da  ja  in  Folge  der  Darstellung  der  /'-Functionen  als  uuendliche  Pro- 
ducta xa  =  fln  (a  +  ?.l^Jc  r'^+Mj.  8ie  8teijt  fcrncr  jm  Einklänge  mit 

der  Definition  der  analytischen  Facultaten,  zu  der  Herr  Weierstrass 
(Crelle's  Journal,  Band  51)  gelangt;  sie  verleiht  endlich  den  durch 
sie  bestimmten  Grössen  Eigenschaften,  die  teils  buchstäblich  über- 
einstimmen mit  deu  analogen  der  Tiefgrössen  von  positiv  gauzzahligcm 
Index,  teils  sich  herausstellen  als  einfache  Verallgemeinerungen  sol- 
cher Eigenschaften. 

Ich  stelle  zunächst  die  bekannten,  oder  doch  unmittelbar  aus  der 
Theorie  der  T-Functionen  sich  ergebenden  Hauptformcln  zusammen, 
soweit  sie  für  die  nächstfolgenden  Beweise  benutzt  werden  sollen: 

2)   xz  -  1  =  x0 

4)   x-n  =  0   der  ersten  Ordnung,  wofern  nicht  auch  x  eine  negative 

ganze  Zahl,  deren  absoluter  Betrag  ^  »*  ist. 

vi)   ( — n)rt=cc  erster  Ordnung,  wenn  nicht  »  oder  —  (m  +  a)  eiue 

positive  ganze  Zahl  ist. 

an 

7)    xa.ab  =  (x  —  a-\-b)b.xa  t  —  Xb.{x  —  b)a-b 

T#Ü  LXX.  7 
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8)  xa+b .  (a+b)b  =  (x  —  a)b .  xa 

9)  ra .  (x  —  a)b  —  Xb(x  —  b)a 

10)  (x+b)a.(x-\-b  —  a)b  =  (x  +  b)b.xa 

11)  (_*).  =!!Bgg?)]  (x  +  a-l)fl  =  (,  +  «)fl.0x+a:0, 

12)  xa.ax  =  0,_a 

13)  xa(-x)-a  =  0a.0*-«:0« 

14)  a:-o(a;+a)a  =  0a 

15)  Ox.0a  =  Qx.( — x)-a 

16)  az.0a  =  (x  —  a)x .  Ox-a  =  (»  —  a)-a . O»-« 

Die  Binomialformcl  für  Tiefgrösscn  lautet: 

17)  (x-\-y)a  =  xa+ylra-i  +  y«xa-2+  ... 

>0); 

denn  die  rechte  Seite  von  17)  ist  nach  7): 

M.        «  i  «(<*— D  ,  , 

ar««1  +  ^a.-a-j-i  -r^(a._fl  +  1)(a._a+2)-r-"  J  ~ 

TaF(—ij,  —  a,  *  — «  +      1)  = 

r(g+p    r(«-a+i)r(*+y+i) 

Afl+lJ^-a+l)  •  f(*+y-a+ l)/>+l)  ~ 

(*+y)a. 

Von  den  mannigfachen  Gestalten,  welche  die  Binomialformel  an- 
nehmen kanu,  führe  ich  hier  diejenigen  an,  die  für  positiv  ganz- 
zahligen Index  häufiger  vorkommen: 

18)  (2x)a  =  Xa-\-XJXa-l-j~XiXa-2'{'  . .  • 

<2*+l>0) 

19)  (2a)a  -  («o)2+K)'+(«*)*+  •  •  • 

(2a  +  l>0) 

Dies  ist  die  Verallgemeinerung  des  bekannten  Lagrange'schcn  Satzes 
über  die  Quadraten-Summo  der  Binomial-Coefficienten.  Uutcr  Anderem 
ergiebt  sich  aus  dieser  Formel  für  a  =>  J: 

2°)  «  =  1  +       64  +  256+ 16384+ 

Ferner  ergiebt  sich  aus  17): 

21)   (*  —  y)a  ==  xa  —  ytxa-i  +  (y+lhxa-2— (y  +  2)3ar0-s+  ... 

(x-y+1>0) 

und  hieraus  für  y  =■=  x: 
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sm 


  _  —  .  —  _  . 


f-T    -1- '  — * 


ii 


—  ^ae  ?  inu-- 


1  -1  -r 


r  —  -  -  - 


I           -  r  - 


SOI 


2^ 


—  i  - 


a —  * 


t—t-—*-.  * 

24\  wewu  *ir  *  ^ 
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2.1)   («-y)*-*^^  9in[7t(if  _ 

—  «*  —  3/i  («  —  l)*+y»(a  —  2),  1-  ... 

(y-a:>0). 

Für  y  =  —  1  geht  diese  Formel  über  in  die  für  positiv  ganz- 
zahligen Index  vielfach  benutzte: 

26)  («  +  l)*fi  =  «x+(a  —  l)jr  +  (a-2),+  ... 

(*  +  l<0) 

Aas  19)  erg  ebt  sich  noch  durch  die  Substitution  „— a  statt  a": 

27)  «2a  -  C08(fl»){l+[(-fl)J»  +  [(-«)t]«+  ...} 

und  durch  die  Multiplication  von  27)  und  19)  folgt  dann  nach  7): 
tg(<i»)  =  an{l+(al)*+(ai)*+  ...  )  {1 +  [(-«),]>  +  [(-  a),]«  +  ...| 

(-*<«<  J) 

Ebenso  wie  die  Binomialformel  17)  lassen  sich  nun  alle  ein- 
facheren Formeln  über  Tiefgrössen-Reihcn  für  gebrochenen  Iudex  ab- 
leiten, so  alle  die,  welche  Arndt  im  31  tcu  Bande  von  Crelle's  Journal 
für  positiv  ganzzahligcn  Index  bewiesen  hat.  Bei  complicirteren 
Formeln  kommt  mau  aber  nicht  mehr  auf  eine  Reihe  von  der  Form 
F(a,  0,  y,  1).  Trotzdem  gelingt  es  bisweilen,  die  Summe  der  Reihe 
durch  Tiefgrössen  auszudrücken.  Zunächst  gelingt  es  bei  der  Ver- 
allgemeinerung der  Formel: 

a  0  3-J»  —  y,  Xin  - 1  +     «7*  -  2  h  •  •  •  =  (  ~  1 ) w  a*,,, 

die  nur  eint*  andere  Form  der  von  Herrn  Studnirka  durch  den  Qua- 
ternioncn-Calcul  abgeleiteten  Formel 

^-1^  +  1  —  Sn-l  ■  •>,,  |  2 H  ...  =  (a», )<  ist. 

Es  ergiebt  sieh  für  gebrochenen  Index: 


-2a  -* 

(-2a)(-2a-f  1)   

+  1.2  (*-2«+l)(*-2a  +  2)  " '  +  "  l  ~ 

X2«F(-  2a,  -a%  x-2a-f  1,  —  1)  = 

J'(g+1)  _     28a«*r(a  —  2a -f  1) 

r(2«+l")  "/'(*-  2ci  +  i)   J>-a  +  l)7'(A  —  «) 

uach  Formel  1.  des  §  23  in  der  Abhandluug  des  Herrn  Kummer  über 
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die  hypergeometrische  Reihe  (Crello  Bd.  15.  S.  134).  Es  ist  aber 
nach  dem  Gauss'schen  Fundamentalsatze : 

n   *J»  

Mi  —  «)  -  cos(oTr)  T(i -f  a)  ~  C08(a7r)(27r)^2-2<»+»^(2o), 

also  erhalten  wir  die  durch  ihre  Einfachheit  überraschende  Formel: 

28)  COS(a *)  Xa  =  X0  .  X2a  —  Xx  X2a-\  +  X,  X2a-2  h  •  •  • 

a 

die,  wenn  wir  x  durch  a  und  a  durch  ^  ersetzen,  übergeht  in 

29)  cos  (^»).aa  =  (^l-(fll)i+(fll>«-+... 

Schliesslich  soll  die  leicht  zu  beweisende  Formel 

+  x)n  —  (x  — 1)„(— x—  1)„ 

verallgemeinert  werden:  wir  erhalteu  für  beliebigen  Index 

*a(—  x)fl  4*  7a-l  (—  x)o-l  +  . . .  = 

/       k  ||    I  a*rt-l    (—X)a-1   .      Xa-2       {—x)a-2   ,  , 

*(-«).»  +  —  •         +  —  -  ,_  x)a-  +  •••!- 

—  o  —  « 

*.(-*)«{!  + 


x — o-J-1    — x  —  a-j-1 

(-a)(-o  +  l)  (-q)(-q  +  l) 

"Mx  — a+1)  (x  —  o-r-2)  *  (— x  — a+l)(— x  — a  +  2) 

Die  in  der  Klammer  stehende  Reihe  ist  nicht  mehr  eine  spe- 
cielle  hypergeometrische,  sondern  eine  Reihe  von  der  Art,  wie  sio 
Herr  Kummer  am  Ende  der  schon  genannten  Abhandlung  (S.  172) 
erwähnt    Ihr  Wert  ist 

(-0  —  z)(x-o)  f  T(x  —  q)r(-*  —  a)  \ 
(-x).(-x)     j      H— a)T(-q)  *J 
_  r(x  — q-hl)  r(— z  —  g  +  l)      (x  —  a)  (—  x  —  q) 
xT(—  a)F(—  a)  +         x(— x) 

also  erhalten  wir: 

30)  +  ...  =  +  (x - 


Wie  im  Allgemeinen,  so  hängt  auch  bei  den  Ticfgrössen  mit  dem 
Additions-Theorem  die  Differentiationsformel  zusammen :  anf  dem  ge- 
wöhnlichen Wege  erhalten  wir  aus  18): 
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31)     ~£  —  Xa-\~\*a-\  +  &a-2  h  •  ■ 

(x+1  >0) 

eine  Reihe,  die  für  a  m  natürlich  mit  dem  mten  Gliede  abbricht 
und  dann  unbeschränkte  Gültigkeit  hat.  Durch  nochmalige  Diffe- 
rentiation ergiebt  sich : 

oox  dt**  >  11  5  137  7  . 

o4)  =  Xa-2  —  «"a-a-r  j2*a-4  — g  2*« -5  T"  -[gQ *a— 6 — jQXa_7  I  — 

X+1  >0 

Es  zeigt  sich  hierbei,  dass  die  Coefficienten  der  fallenden  Tief- 
grössen  nicht  abhangen  von  dem  Index  a  der  zu  diffcrcntirenden 
Tiefgrössen,  vielmehr  Functionen  der  Stellenzahl  n  allein  sind.  Das- 
selbe gilt  offenbar  auch  für  die  höheren  Differentialquotienten,  also 
kann  man  beim  mten,  der  die  Form 

haben  muss,  zur  Bestimmung  der  AA  sich  specicller  passendor  Werte 
des  Index  bedienen.   Es  ergiebt  sich  durch  die  Wahl  a  =  m+n: 


An- 


X*%  f  n\ 


Entwickelt  man  nun  die  ganze  rationale  Function  xM|N  nach 
Potenzen  von  x  und  bezeichnet  dabei  den  Coefficienten  von  xm**~* 

mit  1  o        i   »  so  ergiebt  sich 
1.2...  m-f-n1  ° 

(—  l)"ro(m  —  1)  . . .  1 .  CV"+»  (—  1)"  Cnm+" 

An   


1.2...(m+n)  (m-|-l)(*n+2)  ...  (m  +  n) 

wir  erhalten  also 

33)  ^r»  ^^-~-^+1^-i  +  (^lT^2^a-™-2-  + 

(x  +  1  <0) 

Vermittelst  der  Formel  31)  lässt  sich  übrigens  in  sehr  ein! 
Weise  aus  der  Binomial-Reihe  die  logarithmische  ableiten.   Wir  er- 
halten durch  Differentiation  die  Binomial-Reihe : 


•)  Indiccs  »n  grossen  Buchstaben  sollen  blosse  Stelloniahlen 
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dz  dz  y^  dz  y  T  Ä  y  T  ••« 

also,  wenn  wir  31)  für  den  Fall  eines  positiv  ganzzahligen  Index  an- 
wenden und  dann  t  =  0  setzen: 

(i 

Ebenso  durch  m/ache  Differentiation: 

d=»>-i) 

wie  schon  von  den  Herren  Oettinger  und  Schlömilch  im  33.  resp. 
44.  Bande  des  Crelle'schcn  Journal's  auf  andere  Arten  entwickelt 
worden  ist. 

Eine  Combination  von  15)  und  31)  liefert  nunmehr  auch  eine 
Formel  über  Differentiation  von  Tiefgrösscn  nach  dem  Index:  es  ist 

d**      Ii,      ,       dOx  d(-x)-a\ 

=  ^{(-x)-°(JICtg(7ta')~"x) 

—  (—  x)-o-l+i(—  x)-a-2—  i(—  x)-a-3-\  .  .  .  | 

=  ax  (ncotg(*x)  -     +  ^  (a+ 1)« 

+  i4r2(rt+2)'  +  ia  +  3(a  +  3)*+'- 

+  ax_,  +  i(a  +  l),-i  +  i(a  +  2)x-i+  ..  .| 
(*<D 

Als  8pecieller  Fall  ergiebt  sich  aus  dieser  Formel,  da  at  für 
x  =  |  offenbar  ein  Maximum  hat 

nc\  _    .   ^a_2      2a  2a(2«  +  2) 

*.cig  2  —  -   .j^2     *(a+2)(a  +  4) 

2a(2q+2K2i-f-4) 

t  <  2) 
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Die  höheren  nach  dem  Index  genommenen  Differential-Quotienten 
der  Tiefgrösscn  befolgen  nicht  ein  einfaches  Gesetz,  welches  analog 
wäre  dem  sich  bei  der  Differentiation  nach  dem  Argument  ergeben- 
den; vielmehr  ist  es  die  Function  ^*  =  =  ar£?(a+l,  x),  deren 
höhere  Differential-Quotienten  das  analoge  Gesetz  befolgen. 

Den  meisten  der  abgeleiteten  Formeln  kann  man  noch  dadurch 

eine  andere  Gestalt  gebeu,  dass  man  das  einfache  Argument  durch 

einen  Quotienten  ersetzt  und  dann  die  rationalen  Tiefgrösscn  von 

tx\      e  A.   Ä      ,  x{x—  d)(x  —  2d)  ...  (x  —  (n— l)d)  1 
der  Form    - )  auf  die  Gestalt  — — —  — .  - 

\fl/n  1.2  ...  n  €T 

bringt. 
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VIII. 


Mi8cellen. 


1. 


Mehrfache  Collineation  ?on  zwei  Dreiecken. 


Nach  dem  Desargues'schen  Satze,  wenn  zwei  Dreiecke  perspec- 
tivisch  liegen,  so  liegen  sie  auch  collinoar,  —  d.  h.  wenn  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Ecken  sich  in  einem  Punkte  (Centrum 
der  Collineation)  schneideu,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  ent- 
sprechender Seiten  in  einer  geraden  Linie  (Axe  der  Collineation)  — 
und  umgekehrt. 

Es  fragt  sich,  ob  zwei  Dreiecke  nicht  in  mehrfacher  Collineation 
sein  können,  je  nachdem  man  das  gegenseitige  Entsprechen  der  Eck- 
punkte anders  ordnet 

Es  seien  die  Dreiecke  abc  und  123  in  Collineation,  wenn  a  und  1, 
b  und  2,  c  und  3  als  entsprechende  Eckpunkte  betrachtet  werden,  — 
oder  symbolisch  ausgedrückt  seien  die  Dreiecke  abc  und  123  in 
(o,62<*3)-Collineation. 

Es  sei  das  Dreieck  abc  zum  Coordinateudreieck  gewählt,  und  zwar 


~m        ^xe  der  (a,/y3)-Collineation  sei  zur  Einheitslinie  des  Coordinaten 
syßtems  gewählt,  —  d.  h.  ihre  Gleichung  sei: 


bc  sei  x 


ca  sei  y  =  0 
ab  sei  z  =  0 
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Daon  sind  die  Gleichungen  der  Seiten  von  123: 

23:  Ax  +  y+a  — 0 
31:         x+M  +  a  —  o 

12:         x+y  +  vz  >=  0 

Wenn  nnn  die  Dreiecke  abc  und  123  auch  in  (a2&3<j )-Collineatiou 
sind,  so  schneiden  sich  die  Geraden 

a2:  (X  —  l)y  +  (vA-l)*  =  0 

63:         (f*  —  l)z  +  (Xu  —  l)x  =  0 
cl:         (v  — l)x+Oiv  — l)y  =  0 
in  einem  Punkte,  es  besteht  also  die  Relation: 

(X  —  1)C^  -  l)(v  - 1)  +  (pv  -  1){vX  -  l)(Af*  - 1)  =  0 

(X(iv-l)(Xnv-X  —  fi  —  v+2)  =  0 


oder 


Es  war  vorauszusehen,  dass  (Xpv  —  X  —  ft  —  v+2)  als  Factor 
in  der  Bedinguugsgleichung  auftreten  wird,  denn  wenn  dieser  Factor 
verschwindet,  schneiden  sich  die  Seiten  von  123  in  einem  Punkte, 
und  dann  besteht  jede  mögliche  Perspectiv ität  zwischen  abc  und  123. 
Abgesehen  von  diesem  Fallo  ist  also  die  Bedingungsgleichung: 

Xfiv  —  1  —0 

Dann  sind  aber  die  Dreiecke  auch  in  (rt3*,c,)-Collineation. 

Suchen  wir  nun  dio  Bedingung  für  die  (a,6srj)-Collineation.  In 
diesem  Falle  schueiden  sich  die  Geraden 

al:  (n  —  l)y—(v—l)z  =0 
&3:  0*-l)*+(Afi-l)*  =  O 
c2:         (v  —  l)y+(Av  —  l)x  =  0 

in  einem  Punkte,  es  besteht  also  die  Relation 

(Av-l)(/i-l)8-(^-l)(v^l)8  =  (ti-v)(Xtiv-X-fi-v+2)  -  0 

abgesehen  von  dem  Falle,  wo  das  Dreieck  123  in  einen  Punkt  zu- 
sammenschrumpft, ist  also  die  Bedingung: 

,-v-0  ^ 

Genau  so  ist  dio  Bedingung  der  (as6sr1)-Collineation: 

v  —  X  «  0 
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and  die  der  («,Vs)-Collineation: 

X-H  -0 

Die  bisherigen  zasammengefasst  sind  die  Dreiecke  abc  und  123: 

1.  in  zweifacher  Collineation,  nnd  zwar 

in  (a,£,<*8)  und  (ojA^-Collineationen,  wenn  u  —  v  —  0 
in  (axb3c3)  und  (oj^y^-Collineationen,  wenn  v — A  0 
in  (a^^Cj)  und  (at*1c3)-Collineationen,  wenn  A —  p  =»  0 

2.  in  dreifacher  Collineation,  und  zwar 

in  (a/jfj),  (0,^3^,)  und  (aj^c^-Collineationcn,  wenn  A/xv —  1  —0  ist. 

3.  in  vierfacher  Collineation,  und  zwar 

in  (t/ji^),  (flj&sc,),  (o^e,)  und       <?3)-Collineationen,  wenn  A  — it  — v. 

Es  genügt  hier  diesen  Fall  allein  vorzuführen,  wenn  man  zur 
Einheitslinie  des  Coordinatensystems  diejenige  Collincationsaxe  wählt, 
deren  Symbol  durch  eyklische  Permutation  der  Indices  in  kein  Symbol 
vorhandener  Collineation  übergeht.  Diese  Axe  spielt  eine  andere 
Rolle,  als  die  übrigen,  darum  wollen  wir  sie  als  Hauptaxe,  das  zu- 
gehörige Centrum  als  Ilnnptccntrum,  während  die  übrigen  Axcu  als 
Xebenaxen,  die  zugehörigen  Centra  als  Nebencentra  bezeichnen. 

4.  in  sechsfacher  Collineation,  wenn  A=fi  =  v  und  kfiv  — 1«=0, 
also  As— 1  =0  ist. 

Wenn  A  =  p  =  v  =•  1  ist,  fallen  die  Seiten  von  123  in  die  eine 
Linie  x-\-y-\-z  «=  0  zusammen.  Abgesehen  von  diesem  Falle  ist  also 
A  eine  complexe  dritte  Einhcitswurzel.  Dieser  Fall  hat  also  nur  eine 
algebraische  Existenz. 

Es  mögen  die  einzelnen  Fälle  etwas  näher  betrachtet  werden. 


L 

abc  und  123  sind  in  (0,^3)  UQd  (Vv^"Collincationcn,  wenn 
*  —  v  =  0  ist. 

Dies  hat  eiue  einfache  geometrische  Bedeutung.  In  diesem  Falle 
ist  nämlich  die  Gleichung  von  al : 

y   2  r=»  () 

sie  geht  also  Pol  der  Geraden  x-\-y-{-z     0,  in  Bezug 

auf  das  Im  kann  auch  umkfhn-n  un«l  -.igen: 


eua        — 1  -  (j 
2Z:   ix-rj-f-x  — 0   tili  die  «fi^-Axe:       r~j-r*  =  O 

x-4~  j  -r  rr  —  0  i&e  'a^i^c,  ~  Axe :    Iljlx  —     -p  r  =  0 


d.  h_  fahre* 
=        y  =  Fi-    -  =  h 


'1  + *  +    -  0   und  die  (o^z-Axe:    j*i-f    +    — 0 


12; 


I>a*  Dreieck  der  Axen  igt  also  in  dreifacher  Collineation  mit  aAc, 
die  zugehörigen  Axen  sind  die  Seiten  von  12.;  Ebenso  sind  das 
Dreieck  der  Axen  nnd  123  in  dreifacher  Collineation,  —  die  zage* 
hörigen  Axen  sind  die  Seiten  Ton  abc 

Dualistisch  entsprechend  besteht  der  Satz:  Wenn  «tc  und 

in  dreifacher  Collineation  sind,  ist  das 
sowohl  mit  abc,  als  aneb  mit  123  in 
Centra  der  Collineationen  mit  abc  sind  die 
nnd  umgekehrt. 

Wenn  «Ac  nnd  12,  23  gegeben  sind, 
werden,  dass  abc  nnd  123  in  (o^,)  nr 
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—  genau  so,  wie  im  vorigen  Falle.  Daun  sind  aber  die  Dreiecke 
auch  in  (a^c^-Coliineation. 


III. 

abc  und  123  sind  in  (0,^3)1  («A^  («aVj)  a°d  (lA^-Colli- 
neationen,  wenn  k  =  p  =  v  ist. 

23:    Ax+y-fz  =  0   und  die  (a,6sci)-Axe :  —  0 

31:    sr-Hy  +  *«=0  die  (asVi)"Axe :    x  +  Jy+*  =  0 

12:    x  +  y  +    —  0  die  (a^CjJ-Axe:    *-f-y-|-j[s  =•  0 

und  die  (a,^fc3)-Axc:   x-{-y-\-z  =  0 

Das  Dreieck  der  Ncbenaxen  ist  also  in  vierfacher  Collineation 
mit  abc.  Die  Hanptaxe  ist  dieselbe,  wie  bei  den  Collineationen  von 
afjc  und  123,  die  Ncbenaxen  sind  die  Seiten  von  123. 

Die  Coordinaten  des  (aAV3)- Centrums  sind      1,  1,  1 

-    («iVj)-       -   ^ji  1 


1 

k+V 


-  (rzaV,)-         -  -  1, 

-  («*Va)-  Ii  Ii 
seien  diese  Puuktc  mit  O,  /,  //,  ///  bezeichuet. 


1 

X+i 


Das  Hauptcentrum  (O)  ist  der  Pol  der  Hauptaxe  in  Bezug  auf 
das  Dreieck  abc.   Mau  kann  auch  umkehren  und  sagen: 

Wenn  abc  und  123  in  (a1^rs)-Collineation  sind  und  das  Colli- 
neationscentrum  der  Pol  der  Collineationsaxe  ist  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  abc,  so  siud  die  Dreiecke  auch  in  (a,^,),  (a^bgc^)  und  (a^c^- 
Collineationen. 

Die  Gerade  IFÜIi    —  j£p*+y+a  =  U 

— jüfi'+— 0 

fetbo  in  vierfacher  Collineation 
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IX. 

Eigenschaften  der  Lemniskate 
und  ihre  Anwendung  auf  kubische  Gleichungen, 
parabolische  Bewegungen  und  bipolare 

Anziehungen. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 


Unter  denjenigen  Curven,  welche  nächst  den  Kegelschnitten  reich 
sind  an  vorzüglichen  Eigenschaften,  ist  wohl  in  erster  Linie  die 
Lemniskate  zu  nennen.  Mehrere  Eigentümlichkeiten  derselben,  welche 
einiger  Aufmerksamkeit  wert  erscheinen,  habeu  wir  im  Folgenden 
zusammengestellt;  sie  beziehen  sich  auf  die  Trisection  des  Winkels 
und  die  damit  verbundene  geometrische  Auflösung  des  casus  irreduc- 
tibilis  der  kubischen  Gleichungen.  Ebenso  finden  im  Zusammenhang 
hiermit  die  übrigen  Fälle  ihre  geometrisch-trigonometrische  Begrün- 
dung, so  dass  das  Ganze  unter  einem  einheitlichen  Gesichtspunkt 
erscheint. 

Ferner  erlaubt  im  Anschluss  hieran  dio  Lemniskate  vermittelst 
des  Problems  der  Tangentenziehung  eine  bemerkenswerte  Anwenduug 
auf  die  parabolische  Bewegung  der  Himmelskörper.  Eine  weitere 
Untersuchung  zeigt,  dass  unter  der  Einwirkung  zweier,  nach  bestimm- 
tem Gesetze  wirkender,  gleichen  und  festen  Massenpunkte  ein  dritter 
eine  Lemniskate  beschreiben  kann.   Endlich  leiten  wir  noch  den  Satz 

• 

ab;  dass  die  Anziehung  einer  mit  Masse  gleichförmig  belegten  Lem- 
niskate auf  jeden  ihrer  Brennpunkte  gleich  Null  ist,  sofern  das  New- 
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§  1. 

In  der  Ebene  einer  Lemniskate,  deren  Polarglcicbnug 

1)  r*  =  0*008  2qo 

ist,  sei  ein  Punkt  durch  die  Polarcoordinaten  R(<p)  gegeben.  Eine 
durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade,  welche  im  Allgemeinen  die  Curve 
in  4  Punkten  schneidet,  bilde  mit  R  den  Winkel  £,  während  die 
4  Abschnitte  derselben,  vom  Punkte  R(cp)  an  gerechnet  durch  xly  xt 
etc.  bezeichnet  sein  mögen.   (Fig.  1.) 

Dieselben  sind  die  Wurzeln  der  leicht  abzuleitenden  Gleichung 

2)  x*  -  4R  cos  d  ,<r3  +  (2i?2 + 4  72*  cos  6»  —  «*  cos  2  (<p  —  ö)  )x * 
—  (4#3cosä  — 2a2/fcos(2p  —  ö))x-\-R*  —  a*Ä2cos2g>  «=»  0. 

Die  Gerainantc  der  biquadratischen  Gleichung  hat  bekanntlich  die 
Form: 

3)  —  (xl+xs)(xi+x5)(x1  +xi)(xi+xs)(xi+x4)(xä+xi)  =  a*d  —  abc  -f-c*. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  R  die  Mitte  einer  der  durch  die  Se- 
cantc  mit  der  Lemniskate  gebildeten  Abschnitte  mit  O  verbindet, 
oder  dass 

4)  =  0 

ist,  geht  die  auf  2)  angewandte  Bediugungsglcichung 

5)  ahl— abc  +  c*  =  0 

nach  einigen  Entwickelungen  über  in  die  quadratische  Gleichung 

COS  2((E  

6)  Ri  ~  e'  R'+  47os  4<  C0S(2'IP  _  3)  cos(2v  ~  3,)  ~  a 
Die  Wurzeln  derselben  sind 


7) 


Ri  ~  2cös <5* (c08 2(<5P  —  6)  ± 8in a)' 


Die  vom  Mittelpunkte  der  Lemuiskato  auf  die  Gerade  gefällto  Nor- 
male h  bilde  mit  der  X- Achse  den  Winkel  t/»,  dann  ist  <p  —  <?  =  9<)  —  y>. 
Wegen  h  =»  /? sin <?  geht  7)  über  in 


8) 


R* 


cos  2  t, 


Hierin  ist  <?  —  ±  -y-  die  Entfernung  <lor  Ilrcnnpunktc  vom  Mittel 
punkt  der  Curve. 
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Da  in  der  kubischen  Gleichung  8)  das  zweite  Glied  fehlt,  so 
erhalten  wir  den  Satz,  dass  die  Summe  der  3  Mittellinien  7?,  +  ^  + 
R3  -»  0  ist,  sofern  dieselben  einander  entsprechen.  Geht  also  ein 
mit  der  Lemniskate  conccntrischer  Kreis  durch  die  Mitte  einer  der 
6  Sehnen,  welche  durch  eine  Gerade  mit  der  Lemniskate  gebildet 
werden,  so  geht  er  auch  durch  die  Mitte  der  ihr  entsprechenden 
zweiten,  oder  die  Mitten  zweier  entsprechenden  Sehnen  haben  vom 
Ceutrum  gleichen  Abstand.  Die  Summe  der  zusammengehörigen  Ra- 
dien     -f-  Hs  ist  gleich  dem  dritten  —  7?3. 

Für  die  durch  einen  Brennpunkt  gehende  Secante  vereinfacht 
Bich  die  Gleichung  8)  zu 

hc* 

und  kann  zur  geometrischen  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen 
benutzt  werden. 

Dieselbe  ist  für  die  Trisection  eines  Winkels  von  Wert. 

Ein  Kreis  1\  dessen  Mittelpunkt  auf  der  X- Achse  liegt,  und 
dessen  Peripherie  durch  O  und  eiueu  Brennpunkt  Q  geht,  schneidet 
die  Curve  in  2  Punkten,  deren  Radieuvcctoren  r  bei  der  Annahme 
a*  =  2c*  =  3  die  Einheit  sind.  Substituten  wir  diese  Ausdrücke 
nebst  h  —  Jsin3e  in  9),  so  geht  dieselbe  über  in 

10)  i?s  —  f  Ä  +  ±sin3*  -  0. 
Da  aber  auch 

11)  sin«3  —  Jsinf  +  lsiö3f  —0, 
so  sind  die  Wurzeln  von  10) 

sin*, 

12)  II*  ~  sin(60  —  £), 

/?,  —  sin(60+0- 

Vermittelst  der  Lemniskate  wird  die  Trisection  des  Winkels  in 
folgender  Weise  gelöst: 

Ist  der  feste  Kreis  P,  der  Einheitskreis,  dessen  Ceutrum  O  ist, 
und  endlich  der  Halbkreis  über  dem  Radiusvector  r  -  1  für  alle 
Fälle  construirt,  so  bestimmt  der  gegebene  Winkel  3c  im  Einheits- 
kreise eine  Strecke  3A  =  sin  3* ,  deren  Drittel  h  wir  als  Sehne,  von 
O  ans  im  Kreise  P  eintragen,  die  durch  den  Endpunkt  der  Sehne 
^feden  bezüglichen  Brennpunkt  Q  gezogene  Secante  liefert  die  be- 

nach  den  Mitten  ihrer  Abschnitte,  welche  im  Halb- 
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kreise  eingetragen  die  drei  Winkel  t.  60*- £.  60*+' 


Diese  Methode  wird  uns  von  Nutzen  sein 
kubischen  Gleichungen  mit  reellen  Wurzeln. 

Man  bemerke  noch  die  ans  7)  hervorgehende  Gkächnnr 

a\*  cos 2x  -f  sin 6* 


13,  iP  =  (|) 


der  aus  zwei  Teilen  bestehenden  Curve,  welche  die  Sehöen  eö»er 
Schaar  paralleler  mit  der  Achse  den  Winkel  t  einschliessender  Ge- 
raden halbirt.  Für  t  <=  gp  —  6  —  0  resnltirt  eine  Curve,  wr^cbe 
bemerkenswerte  KigenschafVn  besitzt  und  zu  andern  Curren 
gewisse  Beziehung  hat. 


§  2. 

Von  einem  Punkte  der  JT-Achse  der  Lemniskaten  ziehen 
Tangenten  an  letztere.    Bezeichnen  wir  allgemein  die  Polarwi 
der  Ucrühruugspuukte  mit  <p,  so  ist,  wenn  die  Abscisse  jenes  Punktes 
m  ist, 

'  m  cos2<p 

\b)  a*  ~  °°— 

m*  "~  cos2gp* 

Die  hieraus  leicht  zu  entwickelnde  Gleichung  für  cos2<?  ist 
IG)  cob2*>--     —      cos2<p-f  ~  --j-  =0, 

welche  für  *  —  cos  3«  übergeht  in 
m 

17)  co»  2*»  -  ;2  3{>  co»2V  +  i =  o. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  für  m  >  c 

sint         (1        sin(60~  t)  sin(60-f-«) 

und  können  nach  §  1.  leicht  construlrt  werden,  wodurch  die 
rungapunkte  der  Tangenten  bekannt  Bind. 
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Wir  füllen  vom  Mittelpunkt  O  auf  diese  Tangenten  die  Senk- 
rechten *„  ar2,  uud  wollen  nachweisen,  dass  durch  diese  Normalen 
(Fig.  1.) 

x1  —  r1cos2g>1, 
«j  =  r,C08  2<p„ 

die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

20)  x^—px  +  q  =  0, 

welche  in  ihrer  trigonometrischen  Auflösung  bekannt  sind  unter  der 
Form 

sin  3*  «=  — 7=. 

pVip 

21)  x,  =V$d  sin  f  etc., 
erhalten  werden  können. 

Führt  man  nämlich  19)  in  17)  oin,  so  resultirt 

3r*  r3 

22)  'S-iOT^+4sin^  =  a 

Die  Identität  dieser  Gleichung  mit  20)  verlaugt 

3r*  r* 

23)  pQ4sin3£2'  2=34linir8 


woraus 

24) 


sin  3c  «=  ' 


pvtp 

25)  ^-y'^sin*, 

-  Vip  sin(60°  -  €), 

wie  oben  angegeben. 

Der  ( 'usus  irreductibilis  der  kubischen  Gleichungen  kann  demnach 
vermittelst  einer  Lemniskate  in  folgender  Art  geometrisch  aufgelöst 
werden. 

Man  construire  gemäss  21)  den  Hülfswinkel  3e  als  Centriwinkel 
des  durch  die  beiden  Brennpunkte  gehenden  Focalkreises.  Durch 
den  diesem  Winkel  entsprechenden  Kreispunkt  ziehen  wir  gemäss 
e 

~  —  cos  3«  eine  Tangente  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Jt-Achse 


118 


Oekinghaus:  Eigenschaften  der  Lemniskate. 


und  von  hier  aus  2  Tangenten  an  die  Lemniskate,  dann  sind  die 
vom  Centrum  O  auf  dieselben  gefällten  Normalen  2  Wurzeln  der 
Gleichung,  wie  sie  in  25)  angegeben  sind.   Das  Mass  für  die  Einheit 

bestimmt  sich  aas  n,  -  % 

P 

Liegt  m  zwischen  a  und  <?,  so  existirt  nur  eine  Normale.  Ist 
dagegen  m  <  <?,  so  nimmt  16)  eine  andere  Form  an.  Wir  errichten 
in  dem  betreffenden  Punkte  eine  Normale  bis  zum  Durchschnitt  mit 
dem  Focalkreise  und  verbinden  diesen  Schnittpunkt  mit  O,  der  von 
diesen  Geraden  gebildete  Winkel  sei  a  —  90°  —  2<p,  dann  ist 

26)  cos2i/>3  +  }tga2.cos2i/>  —  ^tgaf  =0, 

und  die  Normale  auf  die  Tangento  ist 

x  —  rcos2»|>. 

Wir  werden  auf  diesen  Fall  nachher  wieder  zurückkommen. 


§  3. 

Um  dio  übrigen  Fällo  der  kubischen  Gleichungen  mit  imaginären 
Wurzeln  zu  bchaudeln,  gehen  wir  zurück  auf  2),  setzen  darin  aber 
voraus,  dass  R((p)  sich  auf  dio  Lemniskate  bezieht,  und  nehmen  5  =  90° 
an.  Die  Secanto  steht  also  auf  dem  Radius vector  R  =  r  senkrecht. 
Da  eine  Wurzel  verschwindet,  so  resultirt  aus  diesen  Voraussetzungen 
die  kubische  Gleichung; 

27)  *3+3r*.s-2r3tg2<p  =  0. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen  der  Tangento  und  dem 
Radiusvector  mit  a,  so  ist  a  =  90  —  29».    (Fig.  2.) 

Nach  den  Methoden  der  trigonometrischen  Auflösung  ergeben 
sich  nun  folgende  Formeln: 

28)  tgio  =  tgja3) 

x  >=*  y  ^pcotS  =  2rcotfl. 

Verbinden  wir  der  letzten  Formel  gemäss  die  Mitte  der  Lemnis- 
katensehne  x  mit  dem  Mittelpunkt  der  Curvo  durch  die  Mittellinie  y, 
so  ist  5  der  Winkel  zwischen  x  und  y.  Danach  haben  a  und  6  ihre 
geometrische  Bedeutung  erhalten. 
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Die  geometrisch-trigonometrische  Auflösung  der  kubischen  Glei- 
ch uag 

29)  x9-\-px  —  9  =  0 

gestaltet  sich  also  nach  Obigem  folgendermassen : 

Der  aus  den  Parametern  />,  q  berechnete  Winkel  a,  oder  dessen 
betreffender  Polarwinkel  <p  bestimmt  auf  der  Lemniskate  einen  Punkt, 
in  welchem  wir  senkrecht  zum  Radius  r  eine  Normale  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  der  Curve  errichten.  Diese  Sehne  oder  Normale  ist  die 
reelle  Wurzel  der  Gleichung,  und  das  Mass  für  die  Einheit  ergiebt 
sich  aus  3r2  =  p. 

Die  Tangentenziehung  von  einem  Punkte  der  Jf-Achse  innerhalb 
des  Focalkreises  ist  nach  dem  Obigen  leicht  durchführbar. 

Wendet  man  nämlich  auf  26)  die  vorhin  entwickelte  Methode  an, 
bo  resultirt  schliesslich  der  Wurzolausdruck 

30)  cos2v,  =  !^ 

Man  hat  demgemäss  den  für  26)  betreffenden  Winkel  2<p  —  90°  —  a 
za  halbiren,  die  Halbirungslinie  bis  zur  Curve  zu  verlängern  und  da- 
selbst senkrecht  zur  Linie  cino  Normale  bis  zum  Durchschnitt  zu 
errichten.  Die  Halbirungslinie  y  giebt  den  Winkel  Ö,  uud  damit  kann 
cos2i/>  vermöge  30)  leicht  construirt  werden. 

Bezüglich  des  letzten  Falles  der  kubischen  Gleichungen  beziehen 
wir  uns  auf  die  Gleichung 

/       c2         \  c2h 

31)  Ä3  —  /  h2—  g  cos 2<p\  R  +  y  -  0, 

welche  wir  durch  die  Annahme,  dass  der  Punkt  h(<p)  auf  der  Lem- 
niskate liegt,  oder  dass  A2  =  a*cos2<p  ist,  vereinfachen  in 

32)  ys—ir*y  +  a*r=  0. 
Dabei  ist  R  <=  y  gesetzt. 

Vermöge  der  bekannten  Formeln  zur  Auflösung  der  Gleichung 

33)  y*-py+Q-0 
erhalten  wir  die  Relationen 

sina  =  cos2qp  =  g^Vib, 

3» 

34)  tgja  =  tg2-, 

=  Vipcosecö. 


sind 
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Die  Methode  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichung  33)  ist 
demnach  der  vorhin  entwickelten  analog.  Die  reelle  Wurzel  wird 
durch  die  Mittellinie  y  =  R  eines  rechtwinkligen  Lcmniskatendreiecks 
bestimmt,  in  welchem  die  eino  Kathete  durch  einen  Radiusvector, 

dessen  Polarwinkcl  vermittelst  cos2<p  —  fy^iP  berechnet  wird,  be- 
stimmt ist.  Die  Mitte  der  andern  Kathete,  verbunden  mit  dem  Cen- 
trum der  Curve  ist  als  Mittellinie  des  Dreiecks  die  betreffende  Wurzel, 
für  welche  aus  r2  =  $/>  da*  Mass  der  Einheit  hervorgeht  Wie  vor- 
hin ist  ö  der  Winkel  zwischen  der  Mittellinie  und  der  andern  Kathete. 

Die  Gleichung  27)  wollen  wir  noch  etwas  transformiren,  indem 
wir  tg±v  =  -  einführen.  Jw  ist  der  Winkel  zwischen  der  Kathete  r 
des  genannten  Dreiecks  und  seiner  Hypotenuse  r'. 

Demgemäss  ist 

35)  tg$ü3+3tgit;-2tg2<p  =  0. 

Führen  wir  hierin  statt  tgjv  den  Ausdruck 

,       Vi  —  cobIv* 
CO,  fr 

ein,  und  entwickeln  nach  Potenzen  von  cos  Jv2,  so  resultirt  schliesslich 

36)  (cos  fr*)>  -  4(1+t82y>)  (cos  fr«)  -  m+wrf  -  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  werden  uns  im  Folgenden  von  Nutzen  sein. 

Auf  der  F-Achse  der  Lemniskato  ziehen  wir  von  einem  Punkte 
y  =  n  Tangenten  an  dieselbe,  ein  Berührungspunkt  habe  die  Polar- 
eoordinaten  r(t/>),  der  Winkel  zwischen  den  bezüglichen  Brennstrahlen 
sei  v.    (Fig.  2.) 

Zunächst  ist  leicht  die  Relation 

37)  cos2t{/ =  cosjv* 
abzuleiten.   Ferner  ist 

38)  r  "  siu^' 
wo 

r*  —  a2COs2tf/. 

Entwickeln  wir  38)  nach  Potenzen  von  cosj«1,  nachdem  wir  vorher 
darin  cos2u>  durch  cos^i»2  ausgedrückt  haben,  so  gewinnen  wir  die 
Form 
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39) 


(COS$l>2) 


3 


(COS  Ji>*)  — 


1 


=  0. 


«(•+5) 


«(■+5) 


C 


Diese  Gleichung  wird  mit  36)  identisch,  wenn  -  =  tg2g>  ist. 

Das  Problem  der  Tangentenziehung  von  einem  Punkte  der 
K-Achse  ist  damit  gelöst  Man  verbinde  nämlich  den  betreffenden 
Punkt  y  =  n  mit  einem  Brennpunkt  durch  eine  Gerade,  deren  Nei- 
gung gegen  die  X- Achse  2g>  sei,  betrachte  alsdann  <p  als  Polarwinkcl, 
dessen  Radiusvector  r  mit  der  Hypotenuse  r  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  rrr'  den  Winkel  {v  einschliesst.  Der  entsprechende  Winkel 
v  zwischen  den  Brennstrahlcn  ergiebt  als  Focalwinkel  der  Curve  den 
Berührungspunkt  der  Tangente. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  für  die  Hypotenuse  r'(qp')  des  ge- 
nannten Dreiecks  folgende  Gleichung  aufstellen: 

40)  cos2g>'»-f  3cos2qp.cos2<p'*  — 4cos2qp  =  0, 

oder  auch 


Demnach  ist  der  Winkel  zwischen  r  und  der  zugehörigen  Tangente 
gleich  dem  Winkel  ö  zwischen  der  Kathete  x  nnd  der  Mittellinie  y. 
Macht  diese  mit  der  X- Achse  den  Winkel  Ö,  so  ist  noch  g>  —  0  =  2g>'. 

Wir  werden  später  die  soeben  entwickelten  Resultate  noch  auf 
einem  andern  Wege  ableiten. 

Bemerkung.   Die  Formel  37)  ergiebt  sich  in  folgender  Art: 

Heissen  die  beiden  Brennstrahlcn  p  und  qy  so  hat  man 


Die  trigonometrische  Auflösung  giebt  die  Relationen: 


4c*  «-»  p* + g* — 2pq  cos  vy 
p*+q*~  2r»+2c», 
pq  =  C*, 
r8  —  a*C0S2g>. 
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Hieraus  erhält  man  leicht  durch  Subßtitution  der  letzten  3  Gleichun- 
gen in  die  erste  die  Bedingungsgleichung. 

Ferner  bestehen  noch  die  Relationen 

V2q  =  Va*  +  r*  —  r 


uud 


p      sin{\v  —  qp) 


§  4. 

Die  theoretische  Astronomie  zeigt  bekanntlich,  dass  die  Formel 
35)  oder 

43)  tglü+jtgj*»  =  $tg2<p 

mit  der  parabolischen  Bewegung  der  Kometen  in  Verbindung  steht. 

Da  es  von  Interesse  ist,  zu  untersuchen,  in  wie  fern  die  Lemis- 
kate  mit  diesem  Bewegungsproblem  Verknüpfungspunkte  hat,  wollen 
wir  in  Kürze  die  allgemeinen  Bowegungsgleichungen  für  den  spe- 
cialen Fall  der  Parabel  entwickeln. 


Nach  dem  Newton'schen  Gesetz 


jfc* 


.2  » 


wo  k2  die  Constante  des 


Sonnensystems  ist,  sind  die  Componenten  der  auf  den  Kometen 
wirkenden  Kraft  parallel  zu  den  Coordinatenachsen 


44) 


Jfc* 

X  =  —  -2COS(arr)  — 
F  —  —  ~s  COs(yr)  = 


r3 

— T  * 


Die  Differentialgleichungen  sind  demnach,  da  die  Kräfte  dem 
zweiten  Differential  nach  der  Zeit  gleich  gesetzt  werden  können 


45) 


0. 


Hieraus  erhält  man  ohne  Mühe 
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X  di*  ~  V  eft«  M  °'  °der 

46) 

Die  Integration  ergiebt 
47) 

Da  nun  bekanntlich 
so  ist 

48)  .  r*dv  =  cdt. 

Die  Constante  c  ist  nnn,  wenn  die  Masse  des  Kometen  =»  0 

angenommen  wird,  gleich  k^p  und  weil  r  =  Jcwjp'  80  or^alten 
wir  schliesslich  den  Ausdruck 

49)  r* *  ra  jüoTp  *  =  i;,2(1 + tg  y2)  rf  *  *v* 

Die  Integration  ergiebt  also 

50)  *PÄ(tgl»+itgM-*<Vi>. 
d.  i 

2  b 

51)  tgjt,+  jtgp= 

Hierin  bedeutet  ?■  die  Anomalie  und  t  die  seit  dem  Perihcldurchgang 
verflossene  Zeit. 

Die  Identität  der  Gleichungen  43)  und  51)  verlangt  die  Bedingung 

52)  tg2<p-^='c. 

s 

I 

Wir  setzen  ~k  =>  c  gleich  dem  Abstand  eines  Brennpunktes  vom 

Mittelpunkt  einer  Lemiskate.  Es  ist  k  —  0,017202 ,  und  />  wird  in 
Einheiten  der  halben  grossen  Axe  der  Erdbahn  ausgedrückt. 

Um  also  mit  Hülfe  dieser  Lemiskate  für  jede  Zeit  die  Anomalio 
oder  den  Ort  eines  sich  in  einer  Parabel  bewegenden  Kometen  zu 
m,  errichte  man  im  Brennpunkte  der  ersteren  senkrecht  zur 
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1  Tltfc*»  IJ-_ 


r  -  ^nt»  SeorOtcixe  bis 


as  I^g^äaranTr:  ac:  i*tr  Csn*  irrjiäcea  hui  äfa.  Srrn  '.ZuW&kl  mit 


h&s*  Otters 

A  -    *     'S  ~  .'£  *i  IjT^L.    — *  ^- 


TL  IX  T2ti?1L .    tft  &  die 


Soll  dwr*~i  T-üraÄtcifi  der  Lernns 
die  ewupreebeade  Zeit  dnrth  Constractio&  gefnnef- 


b  Ort  des  Ki  zieten 


3  1 

(Cotiv*)*—   ^  (COS  $r*)J  — 


(■+5) 


-0. 


Wie  wir  gezeigt,  gebt  die  erste  ans  einer  Transformation  von 
51)  berror.  Die  zweite  ist  die  Tangentengleichnng  der  Lenmiskate 
bezüglich  der  > -Achse. 


Da  nun 


and 

so  folgt 

o<ter 
hl» 


-  =  tg2<p 
t 

tg2<p  —  -» 

n  c 
c*  =  n*\ 
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Dieser  einfache  Ätzdruck  gestattet  eine  leichte  Construction  für  den 
Fall,  die  Zeit  t  durch  v  zu  bestimmen  (Fig.  2.). 

Wir  ziehen  nämlich  durch  den  Lemniskatenpuukt,  dessen  Brenn- 
strahlen den  gegebenen  Winkel  v  einschliessen,  eine  Tangente  bis 
zur  V- Achse,  verbinden  den  Durchschnittspunkt  mit  einem  Brenn- 
punkt durch  eine  Gerade  und  errichten  auf  derselben  gemäss  55) 
eine  Normale  bis  zur  F-Achsc.  Die  Entfernung  dieses  zweiten 
Durchschnittspunktes  vom  Centrum  der  Lemniskate  ist  das  Mass  der 
seit  dem  Durchgang  durch  das  Perihcl  verflossenen  Zeit. 

Wollen  wir  dagegen,  bei  gegebener  Zeit  die  Anomalie  des  Ko- 
meten suchen,  so  kommen  wir,  den  angegebenen  Weg  rückwärts  vor- 
folgend, auf  eine  Taugentenziehung  zurück,  welche  den  gesuchten 
Winkel  v  als  Winkel  zwischen  zwei  Brennstrahleu  der  Lemniskate 
liefert 

Die  Theorie  der  kometischen  Bewegung  läset  noch  die  Ge- 
schwindigkeit des  Himmelskörpers  in  folgender  Art  findon: 

Aus  45)  erhalten  wir 

d*x  d*y  k* 

56)  dx       -f  dy       +  ^(ztte  +  ydy)  —  0, 

welche  Gleichungen  wegen 

r*-x*  +  y\ 

rdr  «=  acc/x  +  ydy, 

übergeht  in 

d(dx*  +  dy*)  .  2k* 

Integrirt  man,  so  resultirt 

dx*+dy*  2k* 
59)   r' 

Die  Integrationsconstantc  ist  in  unserm  Falle  =-  0.  Die  Ge- 
schwindigkeit g  ist  demnach,  wenn  R  anstatt  r  gesetzt  wird 

eo)  g-y  y 

wo  K  den  Radiusvector  der  Parabel  bedeutet. 
Die  letzte  Formel  geht  nun,  da 
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so  reducirt  «ich  der  obige  Ans  irack  für  A*  nach  einigen  Transfor- 
mationen auf 

72)  A=     =  ^ 

Da  der  Krümmungsradius  ?  =  —  ist.  so  ist  die  Normal  com- 


73)  A=Ü^ 


Also  ist  auch 


2rP  3r* 


mithin 
oder 

74)  r  =  VP* 


Wir  haben  demnach  folgendes  Resultat: 

Ein  Punkt  beschreibt  unter  der  Einwirkung  der  Anziehung 
k* 

f  =  -  zweier  gleichen  in   den  Brennpunkten  einer  Lemniskate 

sich  befindenden  Massenpunkte  diese  Curve  mit  gleichförmiger  Be- 
wegung, wenn  man  demselben  in  der  Mitte  der  Verbindungslinie  der 
Brennpunkte,  deren  Abstand  vom  Centrum  c  —  1  ist,  eine  Geschwin- 
2k 

digkeit  v  =  y  ^  erteilt,  welche  in  ihrer  Richtung  mit  der  Achse  den 
Winkel  von  45°  einschliesst. 

Da  k*  der  anziehenden  Masse  proportional  sein  muss,  so  folgt, 
dass  die  constante  Geschwindigkeit  der  Quadratwurzel  aus  der  an- 
ziehenden Masse  direct  proportional  ist 

* 

Die  gleichförmige  Bewegung  in  der  Lemniskate  steht  in  eigen- 
tümlicher Beziehung  zur  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  im 
Kreise.  Steht  die  Achse  der  Lemniskate  lotrecht,  so  hat  auf  dem 
die  Lemiskate  einschliessenden  Berührungskreis  vom  Radius  a=<?>/2, 
derjenige  Punkt,  dessen  Polarwinkel  2q>  dem  Lemniskatenpunkt  r(<p) 
in  seiner  gleichförmigen  Bewegung  entspricht,  eine  mit  der  Pendel- 
beweguug  übereinstimmende  Bewegung,  insofern  die  Geschwindigkeit 

in  der  enteren  im  tiefsten  Punkte  der  Bahn  durch  t>'  «=  Y%ga  aus- 
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gedrückt  ist.  Halbirt  man  also  den  Ausschlagswinkcl  des  Pendels 
and  trägt  auf  der  Geraden  eine  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  im 

Kreise  proportionale  Strecke  r  =  |/-.»  ab,  so  beschreibt  ihr  End- 

punkt  in  gleichförmiger  Geschwindigkeit  k  eine  Lcmniskate.  Diese 
Satze  folgen  aus  den  leicht  abzuleitenden  Relationen: 

1  /  ag  v 

75) 

v  =  Y%ga cos  am«  =  )/^f  • r» 
worin  u  der  dem  Punkte  r((p)  entsprechende  Lemniskatcnbogon  ist. 


§.  6. 

Wir  wollen  jetzt  die  Anziehung  eines  Bogens  einer  Lemniskatc, 
in  welcher  eine  gleichförmig  verteilte  anziehende  oder  abstossende 

nach  dem  Newton'schen  Gesetze  f  =  ^  wirkende  Masse  angenommen 

ist,  in  Beziehung  auf  die  Brennpunkte  berechnen.  Die  Masse  in  der 
Längeneinheit  sei  m. 

Da  das  Bogondiffereutial  gleich 


ad(p 
Vcos2qp 

wirkt  es  mit  der  Stärke 

madtp 
<7,ycos2qp' 

Masseneinbeit  im  Brennpuukt  Q  ein.    Di**  (  oraponente  in 
|^ST  JC-Achse  hat  also,  da  der  Brennstrahl  q  mit  der- 
2f+iy  einscbliesst,  die  Int*  nsitüt 


tJlÜ  (f(p 


COS(2qp-f 


C0s2g> 

.ndernJJrennpuukt  dio  entsprechende  Com- 
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79), 

q  e 

-  —  -  —  V2cos  g? — cos^r, 
nehmen  die  Componenten  die  Form  an: 

2m    COS(2<p  +  jp) 

^~  '  "  Vco^  "  (V2cos?+cos  **)</?, 

80) 

Die  Anziehung  des  vom  Scheitelpunkt  r(0)  bis  zum  Punkte  r(qp) 
gehenden  Bogcns  ist  demnach  für  die  beiden  Brennpunkte  zugleich 
ausgedrückt  in  der  vereinfachten  Form 

9 

2m  /' cos  (2<p  ±  $t>) 
81)  --,/      y^0-  (V2cosyxcosig)rfy 

Führen  wir  die  Multiplication  unter  dem  Integralzeichen  durch, 
so  resultirt  schliesslich  bei  Berücksichtigung  von  cos^t»2  =  cos2<jp 


82)  (— 2+cos2<p+4cos<^2X^^^^l+cos2qp-4cos2()Pl)y9- 

Wird  die  Integration  ausgeführt,  so  resultirt  als  anziehende? 
Kraftcomponente  in  der  Ar-Achsc 


-  (sin2<p  (cosi>  -f-  2)  ±  siu  v  (1  -f  cos2?)), 


83) 


tu 

=  -  (sin  (2<p  ±  v)  ±  sin  u  +  2  sin2g>), 


m 


(2sin  (qp  ±  t?)  cos  <p  +  2  sin  2qp), 


=  -  sin  2qp  (V  2  cos  9  ±  cos  Jt>)» 

Hieraus  ergiebt  sich  bei  Berücksichtigung  von  79»),  wenn  wir  noch 
den  doppelten,  also  zur  Achse  symmetrischen  Bogen  einführen  ^ 
anziehende  Kraft  desselben  auf  die  Brennpunkt*  ilJittft*fliftqjflflljqfc « 
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Bitl  2qp 

84) 

sin  2qp 

Ans  der  Proportion 

85)  P,Q  =  \:\ 

P*  <1 

folgt  demnach,  dass  sich  die  Anziehungen  oder  Abstossungcn  eines 
mit  Masse  gleichförmig  belegten  zur  Achse  der  Lemniskatc  symme- 
trischen Bogens  auf  die  beiden  Brennpunkte  umgekehrt  wie  die  Qua- 
drate der  bezüglichen  Brennstrahlen  verhalten. 


Für  <p  =  45u  d.  i.  für  die  halbo  Lemniskatc  wird  P  =  Q  =     ; , 

woraus  wir  schliessen,  dass  die  Anziehung  der  halben  Lemniskatc  auf 
den  innern  Breunpunkt  dieselbe  Wirkung,  wie  auf  den  äussern,  aus- 
übt, und  dass  der  innere  Punkt  in  diesem  Falle  sich  im  Oleich- 
gewicht befindet,  wenn  im  Centrum  eine  Masse  ma  coucentrirt  ist. 

Endlich  erhalten  wir  aus  dem  Vorstehenden  den  merkwürdigen 
Satz  : 

Die  Anziehung  einer  mit  Masse  gleichförmig  belegten  Lemniskatc 
auf  jeden  Brennpunkt  derselben  ist  gleich  Null. 

Die  Wirkung  eines  Bogens  auf  einen  Brennpunkt  wird  also  durch 
die  Gegenwirkung  des  andern  aufgehoben. 

Diese  Sätze  haben  aber  nur  für  das  Newton'sche  Gravitations- 
gesetz Gültigkeit. 

Der  durch  das  Centrum  der  Curve  und  einen  Breunpunkt  gehonde 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Achse  liegt,  schneidet  von  der 
Lemniskate  einen  (äussern)  Bogen  ab,  welcher  das  Maximum  der 
Differenz  />—  Q  der  betreffenden  Kräfte  repräsentirt.  Die  von  dem 
andern  Brennpunkt  au  die  Lemniskate  gezogenen  Tangenten  gehen 
durch  die  bezüglichen  Durchschnittspuukte  beider  Curven. 

Zusatz  zur  Tangentenziehuug. 

Will  man  von  einem  Punkte  r(a)  einer  Lemniskate  Tangenten 
an  dieselben  ziehen,  so  hängt  die  Lösung  dioser  Aufgabe  von  der  fol- 
genden biqnadratischen  Gleichung  ab: 

cos  2<p* + 2  cos  2o .  cos  2g>3  —  cos  2a .  cos  2<p  +  {  cos  2a»  =  0. 

2  Wurzeln  derselbon  sind  imaginär,  die  andern  sind  reell  und 
gfe  Polarwinkel  <f>x  und  <jp8  für  die  Berührungspunkte. 

9* 
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Diese  Winkel  können  vermittelst  einer  Parabel  in  folgender  Art 
gefunden  werden. 

Setzen  wir  in  der  auf  S.  188  des  69.  Teils  d.  Zeitschrift  ge- 
gebenen Gleichung  für  die  Durchschnittspunkte  von  Parabel  und 
Kreis,  d.  i.  in 

R*— 8* 

r4-f-4/teosger3+4(/?2cos<jD2— TfycosgH  ö — 

+(<LR(R*-s*)coa(P-8R*P)r+(R*-si— 2Ä7>cos<p)S+4/^yBin<p,  =  0, 

R  =  8i    4q  =  2p  =  COS  2«,    2R  =  1, 

so  geht  sie,  wenn  wir  a  statt  y  schreiben,  über  in 

r4-f-2cos2a.r3—  COS  2er .  r -f- £  COS  2a*  =  0. 

Für  r  =  cos2(p  wird  dieselbe  mit  der  obigen  identisch. 

Demnach  betrachte  man  2«  als  Polarwinkel  einer  Parabel,  ver- 
längere den  betreffenden  Schenkel  bis  zum  Durchschnitt  Y  mit  der 
auf  der  -Y-Achse  stehenden  Normalen,  welche  vom  Brennpunkte  der 
Parabel  den  Abstand  4q  =  2p  hat  und  beschreibe  über  FY  einen 
Kreis,  dann  schliessen  die  vom  Brennpunkt  F  nach  den  Schnitt- 
punkten von  Kreis  und  Parabel  gehenden  Leitstrahlen  mit  dem  Durch- 
messer FY  die  gesuchten  Winkel  2yl  und  2<p8  ein. 

Zu  vorstehender  Abhandlung  möchte  ich  noch  nachträglich  eine 
Bemerkung  machen: 

Eine  Gerade,  deren  Abstand  vom  Mittelpunkt  Q  einer  Cassini- 
scheu Liuie  h  ist,  schneide  diese  Curvc  in  4  Punkten.  Die  Mitte  S 
einer  der  hierdurch  entstehenden  6  Sehnen  verbinde  man  mit  Q  und 
es  sei  a  der  Winkel  zwischen  h  und  der  Achse,  dann  ist,  wenn  (IS  —  II 
gesetzt  wird,  die  folgende  Gleichung  leicht  abzuleiten: 

R6  —  7?*(2A*  —  c*cos2«)-f- K2A2  — c*C08  2o)2+94  —  c*)R*  —       -  0. 

Aus  dieser  bikubischen  Gleichung  folgt  der  Satz,  dass  die  zu 
einander  gehörigen  Sehnen  entsprechend  gleiche  Radien  R  =  R'  be- 
sitzen, wodurch  also  der  zu  Anfang  aufgestellte  Satz  verallgemeinert 
wird. 
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X. 

Trigonometrische  Auflösung  biquadratischer 
Gleichungen  in  geometrischer  Darstellung. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 


Die  vorliegende  Abhandlung  wird  eine  neue  Methode  der  trigo- 
nometrischen Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen  entwickeln, 
welche  den  Zweck  verfolgt,  diejenigen  mathematischen  Probleme, 
deren  Lösung  von  einer  derartigen  Gleichung  abhängt,  einer  geome- 
trischen Interpretation  zugänglicher  zu  machen,  als  es  nach  den  bis- 
her bekannten  Methoden,  so  vorzüglich  dieselben  auch  in  analytischer 
Hinsicht  sind,  möglich  ist.  Diese  letztern  leiten  aus  den  verschiedenen 
zu  Grunde  gelegten  Wurzeltypen  dio  entsprechenden  Resolventen  ab, 
mit  deren  Hülfe  die  Unbekannten  sich  berechnen  lassen;  aber  die 
Wurzeln  dieser  Gleichungen  dritten  Grades  stehen,  geometrisch  auf- 
gefasst,  mit  dem  betreffenden  Problem  oft  nicht  in  recht  ersichtlichem 
Zusammenhang  und  gewährt  mithin  die  Bearbeitung  desselben  nach 
dieser  Richtung  hin  nur  geringe  geometrische  Ausbeute. 

Unsere  Methode  dagegen  ist  im  Stande,  alle  diejenigen  geome- 
trischen Beziehungen,  welche  allgemein  jener  bestimmten  Classe  von 
Aufgaben  eigentümlich  sind,  analytisch  in  solchen  Formen  darzustellen, 
dass  dieselben  auf  jeden  speciellen  Fall  direct  übertragbar  sind  und 
die  ganze  Geometrie  des  Problems  innerhalb  der  angegebenen  Gren- 
zen ohne  Mühe  ableiten  lassen. 

Die  aus  diesen  allgemeinen  Formen  entwickelte  Cosinusresolvcntc 
führt  in  ihrer  Auflösung  auf  sehr  elegante  Wurzelausdrückc  der 
^Gleichungen  4.  Grades. 


154  0*it*fi**< 


Amt  «i*er  aadern  For=  -icr  t:  r^irri^kea  Gtekbnng.  welche 
wir  m  Zw*<ke  «a£x^^*r3  AM»rhIi3Srs  *a  revmrtrische  Aufgaben 
enfeftfcrt  habe*.  r<sa^re«  a*sser  eiafr  ^esiea  ceosetriscben  Bedeu- 
tsam der  Wurzeln  unserer  Rescheite  b^aerkesswerte  Satze  und 
Relationen  zwischen  den  Seiten.  Diagonalen.  Winkeln  etc. 

Für  die  Pole  und  Polare  enden  ach  gleichfalls 

und  Sätze,  die  sich  aus  der 


Die  Anwendung  der  Theoreme  auf  die  Kegelschnitte  löst  in 
mehrfacher  Art  das  Problem  der  Trisection  des  Winkels.  Ferner 
sind  die  geometrische  Auflösung  der  reducirten  kubischen  Gleichungen 
nebst  der  Bedeutung  der  in  der  trigonometrischen  Auflösung  vor- 
kommenden Hälfewinkel,  sowie  einige  neue  Satze  über  Kegelschnitte 
wettere  Conscqaenzen  der  entwickelten  Methode.  Endlich  haben  wir 
das  bis  jetzt  noch  nicht  vollständig  durchgeführte  Problem  der  Nor- 
malen der  Ellipse  und  Hyperbel  allgemein  behandelt  und  erledigt. 

Die  weiteren  Anwendungen  der  entwickelten  Methoden  auf  Kegel- 
schnitte, Lemniskaten,  etc.  werden  wir  in  den  folgenden  Teilen  weiter 
erörtern. 

I.  Teil. 
§  1. 

Die  biquadratische  Gleichung 
\)  tgOJ4  —  atg<jp5-f  Atgqp*— ctgqp  +  rf  —  0, 

welche  durch  Substitution  von 

2)  x  =  tg<p 
aus 

3)  x4  —  ax3  +  bx*— cx  +  d=>0 

hervorgeht,  wählen  wir  im  Folgenden  zum  Ausgangspunkt  unserer 
Untersuchungen. 

Vermittelst  der  bekannten  Relationen 

2tgg>  1— tgg-31  .«d 
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lassen  sich  noch  leicht  die  folgenden  Gleichungen  ableiten 

4)  sin27J*((a--c)8+(l-Ä+</)»)-2(a(l+*-3rf)+<;(--3+Ä+rf))8in2(?)3 
+4(«?+Ä  +  M— 4rf)siu2<p*+8(a</+c)Bin29>  +  16rf  =  0, 

5)  ((a-c)*  +  (1— b+d)*)  cos2<p4  —  2(a*— c*  +  2(l—rf)(l— b+d))  COs2<p8 
-j--(3-f-2ac — — 2d-f-3ef*)cos2(pf-)-2(a* — c2 — 2(1 — d)(l-\-b-{-d))cos2(p 

wofür  wir  bezüglich  schreiben 

sin  2<jd*  —  A  sin  2«p3+    sin  2<p*  —  Csin  2<p  +  D  —  0, 

6)  cos2<p4  — ^'cos2<p3-fü'co82<p2  — C'cos2(p  +  Z>'—  0. 

Nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel  ist  ferner 

^tg<p1+tgy>+tg<p3+tgy4-tgy1tgyt(tg(P3itgy4)~tg^ 
l-tg9itg<P*— tg<P8tg94-(tg<p,+^ 

Führen  wir  ein 

8)  Tl  +  9>2  +  <P3  +  <P4  — 

so  geht  die  letzte  Formel  bei  Berücksichtigung  der  Bodeutung  der 
Constanten  der  Gleichung  1)  über  in 

9>  *•  =  i=Tfd 

Man  kann  diese  wichtige  Formel  erweitern  auf  Gleichungen  uten 
Grades. 

Indem  wir  nämlich  in 

10)  x*  —  axn~1  +  bx»~2  —  cx»-3+  dx»-*  . . .  =  0 

11)  x  =  tg<p 

sobstituiren,  verallgemeinert  sich  nach  Analogio  der  vorigen  Ent- 
wickelung  die  Gleichuug  9)  zu 


12) 


tg(<Pi  +  9>t-h 9*+---  9*)  —  fZ^XJZ/TTi' 


worin  das  Gesotz  des  Fortschreitens  der  Coefticienten  der  Gioichung 
leicht  zu  ersehen  ist.  Wir  werden  später  auf  diese  Formel  und  ihr 
ähnliche  wieder  zurückkommen  und  neue  Eigenschaften  der  Curvcn 
bis  nten  Grades  daraus  herleiten.  Die  speciello  Form  9)  wird 
ier  fttr  die  Aufstellung  einer  neuen  trigonometrischen  Resol- 
te  Gleichungen  4ten  Grades  von  Nutzen  sein. 
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§  2. 

Aus  der  Formel 

sin  2q>i  +  sin  2q>s  -f-  sin  2gp3  -|-  sin  2q>A  —  A 

folgt  mit  Hülfe  goniometrischer  Beziehungen,  wenn  wir  noch  der 
Einfachheit  wegen  die  folgenden  Abkürzungen  cinführon 

<Pi  +  «Pa  =  ff> 
<Pi  —  <Ps  = 

9>S  +  ()C,4  =  a\ 
<P*  —  <i>A  — 

14)  sin  ff  cos  S  -f-  sin  ff'cos  <5'  =  ^, 

und  ähnlich  ergibt  sich  aus 

C08  29J  +  cos2<p2-f-c082<P3  +  cos  2<pi  =  A' 

15)  cos  ff  cos  6  -f-  cos  ff'cos  d'  =  -s- 

Beachten  wir  die  Formel 

.  sinCyj  +  y,) 

tg  QP«  +  tg  qD2  =>  » 

8T1  1  cos  <p,  COS  <JPS 

so  folgt  nach  einigen  Transformationen  aus  der  Doppelgleichung 

«  ±  c  =  tg  <pl  +  tg  (fi  +  tg  <p3  -f  tg  qp4  ±  tg  g>,  tg  (JPS  ( tg  qp3  -f  tg  94) 

±  tg  <j>3  tg  (je4(tg    -f  tg  <p2) 

durch  Division  der  einen  durch  die  andero 

(i  -i-  ^ 

16)  sin  o  cos  o"+ sin  ff'cos  <5  = — - — siuw. 

Dabei  ist 
17) 

a  —  c  1  —  b-{-d 

sin  q)  =»    ,   j.  cos  (o 


V(a  —  c)1  +  (1  -i  +  rf)1  y(a_c)«_(-  (i  —  &  + 

Multipliciren  wir  14)  mit  cos  ff'  und  15)  mit  sina'  und  subtrahiren, 
so  folgt 

<ov  s     A  cos  ff'—  ^4'sin  d' 

18)  cosö  =  — »  .  ,  r, — » 

2sin(ff  — ff) 

Ebenso  folgt 

—  j4eosff-M'sinff 

19)  cosö  —  — 0  .      '    ,x  -• 

2sin(ö— ff) 
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Durch  Combination  der  bis  jetzt  dargestellten  Formen  erhalten  wir 
noch 

cos6sin(tf—  Osinw  =  4"  sina—  -"^sinwsina', 

20) 

cos d sin(a — a') cos  a>  =  4~  sin a  —        sin  g> cos a'. 

2  a  —  c 

Um  noch  andere  Formeln  zu  gewinnen,  erinnern  wir  an  die 
Bedeutung  von  B  und  B'  und  ohne  Mühe  lassen  sich  folgende  Re- 
lationen ableiten 

— 2~  =cos(d+d)cos(d-  <5')+cos(<f  -ff')cos(^  -  o")+cos(<j-ö')cob(<j+3') 
21) 

B  £$* 

~2CÖT«~  ~  <»8(«-«')  +  C08(«+a')  +  C08(«-Ä'). 

Eliminiren  wir  in  beiden  Formeln  cos(tf  —  0')»  so  erhalten  wir  eine 
bemerkenswerte  Beziehung  zwischen  d  und  o" 

22)  cosa*  —  4cosä*co8d"*+coBo"*—  ^^cosöcosd'- t(A*+A'*)  =  R. 

COS  CO 

Hierbei  ist 

\{A  +A     =»      2      +  1  -  (__-_-_^f  Ä. 

Der  Ausdruck  R  hat  eine  merkwürdige  geometrischo  Bedeutung,  wie 
wir  nachher  zeigen  werden. 

Wegen 

B' —  B  2(3-H  +  3d) 


geht  22)  über  in 

23)  cosö,*-4cosd'co8d'*  +  cosä'M--—  i(3i^t^?L^_co8<Jcos6'  - 

(q+c)»-f  4(1— d)2 

Wir  bilden  ferner  aus  14)  und  15) 

-4  .  A' 

2  sinea-f-  2  cosü) 

und  erhalten 

24)  cos  a  cos  «5' f  cosff'cos*  =  g_(l_-rf) 


y(«-c)«  +  (l-6  +  rf)»' 
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ferner  ist 

cos  <j  cos  <j'+  cos  6  cos  d'  =  ~^~^£L 


25)  V<a-«)«+U -*+«*)»' 

cosdcosd'+sin  asina'  =  — —  =  /> 

V(a-«)»+(l-*+d)« 

Bevor  wir  dio  Resolvento  der  Gleichuug  1)  entwickeln,  wollen 
wir  noch  einige  Formeln  aufstellen,  die  sich  aus  dem  Vorstehenden 
leicht  ableiten  lassen. 

A  a-{-c  . 

o  cos  o  sinw  cos  <5' 

*  a  —  c 

8111  0  =   jr  —  

cos<5'  — cos<5  * 

—  ^co8<5'-r--~tC8inwcos5' 

sina'=  ~-  _.. 

cosö2  —  cos  d  38 

2  sinjw+y  cos$o> 

cosd-f-cosd'—   —  1 

C08i(ff—  a') 

A  Af 
.ycosjoj — 2"  Bin)« 

cos  (5  —  cos  d'=  -  — -,-  

sin$(ö  — ö  ) 


26) 


A  .  a-f-c 

_^  L_  gm 

2    1  n  —  c 


2sin}<BcosKg-g')  =  -c09j  +  cosa-7- 

-4      a-f-c  . 

2"  —  a  — cSm<ö 

2cosiüJsin  h(a  —  o')  =•  5  * 

*v        7        cosd  — cosd' 

/Msin     +  ^4 ' cos  fo\ 8     /yjcosjo)  —  ^'sinjaA2 

\  2(cosd  +  co8o")    )  +  \  2(cos(5  — cosd7)/  "  *■ 

 1_  

V  fa  —  c)T+(i-d+^p 


cos  (pt  cos  qt>2  cos  <p3  COS  fp4  — 


Es  liesso  sich  noch  eine  Gleichung  für  cosd  aufstellen,  dieselbe 
würde  indessen  etwas  weitläufig  ausfallen,  weswegen  wir  sie  hior 
nicht  geben. 


§  3. 


In  der  zweiten  Formel  von  25)  substituireu  wir  für  cosd  und 
cos 6'  die  in  18)  und  19)  berechneten  Ausdrücke  uud  beachten,  dass 
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ff-ö'=  2(1 —  m  ist.  Die  Wurzeln  der  hieraus  hervorgehenden  ku- 
bischen Gleichung  sind 

°>i  —  Vi  +  Vi  —  <P3  ~  Vi  «=  <!  —  <s', 

«2  —  ^1-^2  +  93  —  ^4  —  + 
w3  *="  Vi  —      —  9*8  +  94  —  J  — 

die  Resolvente  selbst  ist 

27)  cos  w'3  +  (cos w  +  2/>) cos o>'8  +  (if - 1) cos w'—  (Ä-l)  cosa)  +  2P 

~  ^TC)  W  +  h  -  Sd)  +  c{-  3  +  b + d))  -  0 

Hierin  ist  der  Abkürzung  wegen 

28)  Q*  =  (a-c)*-f-(l— 6+rf)1 
gesetzt  und  besitzt  geometrische  Bedeutung. 

Aus  den  Wurzelformen  a>'  resultircn 

Vi  —  »t+  w2+ 

<?2  —  KW  +  Wl  —  W2  —  «3)» 

<T3  =-  J(«  — +  Ms)» 
qp4  —  i(oj  —  o),—  cöj  +  a>8). 

Wir  geben  noch  andere  Darstellungen  der  Resolvente 

30)  cos*'1  cosw'2+(ä-1)cosq)'+-i-^i:  Q 

-  3rf) +e(-3+Ä+*0)  -  0, 

31)  C09G>'S—  — -  L  -    C0Sü),a4-l  /   TTj^^1  )C08a} 

_    3—  8(a*d+c*)+bd(  1 8-H-^)+ 
((a~c)*+(l-6+rf)«)X 
~(&-l)(&+l)a+4a£(_l+fc+rf)-13</(l+^)  _  Q 

32)  cosw'3  — ^coso'+ifcos«'— 

(1  +  6  +        -  rl)»  +  (q  +  c)(qrf  +  c)  _ 

33)  (cosw'-cosa>)'-^(c<>8w'-cos^ 

+8 — ~q  =  °> 

♦ 


'  "L 
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welch'  letztere  auch  aas  dem  Typus 

V  =  (tg?i+tgy,)(tg<ps  +  tg«p4) 

hervorgeht 

Wir  führen  in  30)  ein 

l  +  |+tf-4. 

34)  cos  a>'  =  -  

und  entwickeln  nach  Potenzen  von  »,  wir  erhalten  alsdann  die  Car- 
dinalresolvente  der  biquadratischen  Gleichungen 

35)  z3-  1J2(Ä*-3ac+12r/)s+,}ß(72W+9a^-27^-27a»rf— 2b9)  =0, 

welche  auch,  wenn  wir  für  die  quadratische  und  kubischo  Invariante 

12J-  &2-3o*  +  12r/, 
432 K  -  72M  +  9oZ*  -  27c«  —  27aM  -  2b\ 

die  typischen  Zeichen  einführen,  wie  folgt  geschrieben  werden  kann 

36)  z*  —  Jz  +  2K-=0. 

Dieselbo  kann  bei  reellen  Wurzeln  nach  der  Methode  der  Dreiteilung 
eines  Winkels  aufgelöst  werden. 

Dcmgcmäss  ist 

K 

cos  3i  =  •  >.. — -» 

«!  — —  y^J.cos«,  «J  =  +  V4J.cos(60°— f),  *3"  +  Vp.cos(60°-r-e). 


§  4. 

Wir  stellen  die  eben  entwickelten  Formeln  übersichtlich  zusam- 
men und  gelangen  damit  zu  folgender  neuen  Methode  der  trigono- 
metrischen Auflösung  biquadratischer  Gleichungen: 

Um  die  Gleichung  mit  reellen  Wurzeln 

37)  a4  —  ax*+bx*  —  cx+d  -  0 

aufzulösen,  berechne  man  zunächst 

72bd+  dabc  —  27c2  —  27a2<*  —  2b9 
eos3i~  2(&2-3ac  +  12</)l 

38) 

a  —  c 
tgwra  ______ 
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nnd  ferner 

cos  (Ol 

39)  cos  ü)8 

cos  to3 


3 + b  +  3tl  -f  4  V&1 — 3ac + 1 2d  .cosf 
3V  (a  -  *)*  +7f-  *  +  '0* 

3 + 6  -f  3</-f  4V&*— 3ac  +  12tl.  CQ8(60°—  c) 
3V(a  —  c)»+(l  —  b+tl)* 

3  -f  &  -}-  3<i  —  4V&»  —  3ac+12rf .  cos(6QQ + f ) 
3V  (a  ^e)»H-  (1 — Ä-f-  c/)1 

dann  resultiren  hieraus  die  folgenden  eleganten  Wurzelausdrücke 

x\  =  tgiCoo  +  coj  +  eöa+Wa), 
xi  =  tg  Kw  +  wi  —  <°*  —  ws)» 

40) 

2g  =  tg  \  (CO  —  0),  +  0),  —  Q)a), 
^4  =  tgi(tö  —  0»!  —  Q),  -|-  0)8). 

Diese  bisher  entwickelten  Gleichungssystemc  umfassen  innerhalb 
bestimmter  Grenzen  formell  und  allgemein  die  Geometrie  derjenigen 
mathematischen  Probleme,  deren  Lösung  von  einer  trigonometrischen 
Gleichung  vorbestimmter  Art  abhängt,  so  dass  im  coucreten  Fall, 
etwa  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  der  Lemniskatcn  etc.,  die 
betreffenden  Formeln  gleich  niedergeschrieben  werden  können.  Wir 
werden  nachher  einige  Beispiele  geben. 


§  5- 

Man  kann,  wenn  x  -=  Artg<p  in  3)  substituirt  wird,  über  die  Con- 
stante  k  nach  Willkür  verfügen  und  dadurch  die  Resolvento  verein- 
fachen. So  erhält  man  für  die  Annahme  R  —  1  eine  reeiproke 
Gleichung  4.  Grades  für  k. 

Wir  wollen  hier  noch  die  Auflösung  der  reeiproken  Gleichungen 
4.  Grades  nach  unserer  Methode  in  Kürze  skizziren. 

Die  Resolvente  der  gegebenen  reeiproken  Gleichung 

**  —  az*  +  bx*  —  ax  +  1  =0 

geht  wegen  coso>3  =  1  über  in 

41)  cos  »' -  ^2  cos o)  +  -  ^  -  0. 
Die  Wurzeln  sind 

191  a  4  ±VV>  +  W-*** 

42)  cosw,  uud  cosa>3  =  h-—2 —  — ' 
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Wegen  q>2  =  90  —  <px  und  <p4  =  90  —  <jp3  ist 

»i  =•  2^  +  ^) -180°, 
a>2  =.  2(<p,  — qp3). 

Hieraus  ergeben  sich  <p,  und  <p,  und  damit  die  Wurzeln  x  =*  tgqr>. 
Liegt  dagegen  die  Gleichung 

vor,  so  ist  wegen 

COSO)8  =  +1, 
C08£Os  —  —  1, 

cos2((pj  —  <pt)  — 

43) 

2« 

tg2(9i  +  Vi)  =  2  —  // 
Ans  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  qr,  und  qr*  und  damit  die  Wurzeln. 

Auf  ähnliche  Art  werden  die  Gleichungen 

x*-bx*  +  d  _  0, 
jcs  —  ax  +ä  —  0 

erledigt. 

Die  Auflösung  der  letzten  Gleichung  würde  auf  die  bekannte 
Grunert'sche  Methode  geführt  haben. 

Die  entwickelte  Methode  umfasst  also  alle  Fälle  und  besitzt  mit- 
hin den  Vorteil  der  Allgemeinheit  und  Einfachheit. 


§  6. 

Wir  haben  bisher  die  Recllität  der  Wurzeln  der  biquadratischen 
Gleichungen  vorausgesetzt,  wir  nehmen  jetzt  an,  dass  alle  Wurzeln 
conjugirt  complex  sind,  und  bezeichnen  sie  in  folgender  Art: 

*i  =  tg(i*  + «?), 

x9  =  tg(u  —  w), 
44)  *3  -  tg(u'+.V), 

*4 -*(«'-«.'). 
Dann  bestellen  die  Ausdrücke 
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Aus  den  beiden 


co§     —         —  - '  ?. 


46) 

In  der  bekannten  Formel 

sn.     —  ?      —  r-*  j 
fuhren  wir  46)  ein  und  terocksjcnuceL 


48) 


Bei  der  Einführung  der  brneri.i.ii&iii-Ti  Fm 
haben  wir  zu  setzen 

cos  ö.  =      »•  =  c  j$   —  ?  - 

^  cos  »,  =  (aV  «j,  =  cos  i  t  —  r 

Substituten  wir  diese  Ausdrücke  in  47  .  *■  ergiirt  s:rh 
?ammenziehung  zweier  Worzein  in  eine  bei 


schliesslich  folgendes  Resolut   Die  eompleien  Wurzeln  sind 

sin  i(o -}-«,)  — 


50) 


x,  und  jt, 


ars  und  ar4 


cos  $<•+•,)  +«ofJf»»  +  ■») 
sini(o  — — 6ini(o»,  — «j)>  — 1 


cosJ(»-«l)  +  Cofi<»f-^) 

nud  es  gelten  hierfür  die  in  38)  und  39)  berechneten  Formeln,  bei 
welchen  Ein  Cosinus  die  Einheit  nicht  übersteigt. 


§7. 

Die  Formeln  50)  und  47)  gestatten  eine  Anwendung  auf  dt« 
Theorie  der  conformen  Abbildung 

51)  JT+iF-  tg(u  +  ,V). 
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Die  Complexität  der  Wurzeln  vorausgesetzt  haben  wir  demnach 

sin$(a>-f- 


52)  X~ 


co9j(o>  +  ü),)  +  ©o|  i^sHh  »3)' 
©in  J(o)s-f-  o)3) 


'  COS$(»-f  WjJ+So)  4(o>s  +  G)s) 

Betrachten  wir  in  der  «-Ebene  u  and  v  als  Coordiuaten  eines 
Punktes,  so  beschreibt  derselbe  bei  variabeln  Werten  der  Coefficienten 
der  Gleichung  eine  Curve.  Durchläuft  nun  der  Punkt  1»,  v  eine  iu 
der  Entfernung  u  =  Con9t  parallel  zur  y-Achsc  liegende  Gerade ,  so 
beschreibt  der  Punkt  XY  in  der  #-Ebeue  einen  Kreis,  dessen  Glei- 
chung 

53)  X*+  K«  +  2cot}(w  +  o)J)-JT— 1  =  0 
vermöge  der  Bedingung 

2u  =  J(co  +      =  Const 

durch  Elimination  von  j(o)2-f- to3)  aus  52)  abgeleitet  wird,  wie  be- 
kannt ist.   Der  Mittelpunkt  hat  die  Äbscisso  —  cot  }(fi>+  e^),  der 

Radius  ist      ..  1  , 

sin  $(&)-{-  m  ) 

Da  diese  Darstellungswcisc  der  Wurzeln  uns  in  das  Gebiet  der 
isogonalen  Verwandtschaften  geführt  hat,  so  wollen  wir  die  bemer- 
kenswertesten daraus  entflicssenden  Formeln  und  Sätze  hier  ableiten 
und  werden  uns  mit  den  bekannten  Functionen  tg(x-f-*y),  sin(:r-}- iy), 
cos(x-f-t»  im  folgenden  beschäftigen. 

Zunächst  müssen  wir  die  oben  gegebeno  Bedingungsgleicbung 
(0  +  0)!==  Const  in  geeigneter  Form  entwickeln  um  für  die  Glei- 
chungen 4.  Grades  mit  wenigstens  einem  complexen  Wurzelpaar  die 
Relation  zu  finden,  unter  welcher  imaginairc  Wurzeln  durch  Kreis- 
coordinaten  in  der  Z-Ebenc  eingedrückt  werden. 

Dieselbe  erhalten  wir  ohne  Weiteres  aus  33),  in  wolcher 
cosco'—  cos»  —  28ini(eo+ o>')8i°i(w  — »')  —  28in2usin(o> — 2«) 

iBt.   Demnach  ist  auch 

54)  sin  2»1  sin(  a>  —  2«)3  —  ^  sin  2u*  sin(«  —  2m)* 

H  L-q»  sin2uBin(o)-2u)-(  Qi  =0, 

oder  wegen  17) 
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55)  sin  2u3((a — c)cos  2u  —  ( 1  —  b  -f  ci)sin  2u)3 

-  2b  sin  2u*  ((a  —  e)  cos  2u  —  ( 1  -  b  -f  </)  sin  2u)* 

-f-  sin  2u  (b* -\-ac  —  Ad)  ((a  —  c)  cos  2t*  —  (1  —  b-\~  d)  sin  2u) 

+  a*d  —  abc  +  c2  =  0. 

Dies  ist  die  Bediugungsgleicbung  zwischeu  den  Coustanteu  der 
biquadratischen  Gleichungen,  wenn  complexe  Wurzelpaare  JT-f-tF 
derselben  bei  der  Voraussetzung  2u  =  Coust  durch  Punkte  'A  eines 
Kreises  charakterisirt  werden  sollen. 

Die  Bedingung  55)  wird  durch  die  Annahme 

2u  =  i(o»  +  w,)  =  90° 

zu 

56)  (1—  <0f  —  («  —  •)(•*—  <?) 
vereinfacht  und  entsprechen  die  Wurzeln  dem  Kreise 

A'*-f  K*  -  1. 

Die  Gleichung  56)  würde  auch  durch  Elimination  von  (y  zwischen 
den  Relationen 

cos  Atp  —  a  cos  3qp  -f-  b  cos  2<jp  —  e  cos  <p  +  r/  =  0, 
sin4qp —  as\u3q> -\-b  sin  2q>     c  am  rp  =0 

hervorgehen. 

Wir  entwickeln  56)  nach  Potenzen  von  cot  2«,  es  resultirt 

cot  2u7(abc  —  a*d  —  c*)  —  cot  2u*(a  —  c)  (b*  +  ac  —  4*/) 
-f  cot 2u«(2Ä(a  —  c)*  +  {b--\-  ac  —  Ad)  ( 1  —  b  +  d)  —  3(a*d  —  ab  c-f  r»)) 

—  cot  2u3(a  —  c)((a —  c)*-\-Ab(l  — A-f- ,/)  +  2(A*  -f  ac  —  Ad)) 
57) 

+  cot  2u*((a  —  <r)*  (3  —  b  +  3rf)  +  2b(\  —  b  +  rf)* 
+  2(1  — b  +  d){b*+a*  —  Ail)  —  3(a*d  —  abc+c*)) 

—  cot  2u( a  —  c)  (b 1  +  ac  —  4//  -f  ( 1  —  b  +  d)  (3  -f-  b  +  ) 
-f  (1  —  &-f-«Z)(l  —  '0*—  (ö  —  <*)  —  0. 

Bemerken  wir  nun,  dass.  wenn  aus  der  Gleichung 

2b 

58)   sin2u3sin2ti'5-     rin2«,sin 2*  * 

H  ■m2«sin2u-f         / &t  -----    —  U 

der  geeignete  WorzeJwert  bestimmt  ist  dann  au  b  aus  dieser  W 

T*ü  I  II  1*' 
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59)  TK-  (a  — c)sin2wCOs2u  — (1  — &+rf)sin2tif, 

zwei  Wnrzeln  2u  und  2u'  hervorgehen. 

Indem  wir  also  hiermit  das  2.  complexe  Wurzelpaar  der  biqua- 
dratischen Gleichungen  berücksichtigen,  für  welches  —  <ox)  =2u' 
—  Const  zu  setzen  ist ,  so  ergibt  sich  aus  58)  ohno  Weiteres ,  dass 
für  beide  Wurzclpaare  dieselbe  Bedingungsgleichung  besteht,  dass 
demnach  die  den  conplexen  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 
entsprechenden  beiden  Wurzeln  der  Bedingungsgleichung  zwei  der 
Lage  nach  bekannte  Kreise 

X*+Y*+2cot2uX—  1  =0, 

60) 

F*-f2cot2u'jr— 1  —  0, 
aU  geometrischen  Ort  der  Wurzeln  der  Hauptglcichung  bestimmen. 


§  8. 

Wir  discutiren  jetzt  den  Fall  »2  +  g>8  =  Const,  wobei  wir  also 
voraussetzen,  dass  der  Punkt  uu  der  2- Ebene  auf  ciuer  in  dem  Ab- 
stände v  parallel  zur  z-Achsc  liegenden  Geraden  fortrückt.  Aus  den 
Gleichungen  erhalton  wir  nach  Elimination  von  i(«+w,)  die  be- 
kannte Kreisgleichung 

61)  X'+  r'-2(£oli(«>i  +  »8)  Y+1  =  0. 

Wir  führen  ein 


(£o| (»,+  «,)  =g  =  fcof  o>,(£of  co5  +  V((M  0,»—  l)(He\n5*— 1) 
woraus  folgt 

g*  —  2 Gof  0, 1&o\  a6g  +  Gof «,«  +  (£of  w82— 1  =  0, 

und 

cos0l8~(^+^2~2Z?  — I)cos0,  +  2C^  -  0. 
Aus  dieser  und  der  Resolvente 

CO80,3  —  ^cosw,a+  -Wcos©!  —  C«=  0 

geht  durch  Elimination  von  cosw,  die  Resultante,  geordnet  nach 
Potenzen  von  g  hervor: 

g6-2Bg*^2A*+±AC-4cB-Z)g*-2(A*B-2B*+AC-2B^C*)g> 
+(A*—4A*—tA*B+bB*+iABC—SAC—12C*+8B+3)g* 
63) 

— 2(A*C—  A*B*—  A%B— 3ABC—  ZAC+ZC*+B{B+\y)g 
+(A*-2ä-1)M»-^-1),~U(.12-2ä-1)+C7)8  -  0. 
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inderlicher 
2(g>i—  <jp2) 

die  Ellipse 


-!=£.* 


ingungs- 

p,  5  die 
'Tisircn, 

,  und 


-  X 


~  i. 
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59)  W=  (a  — <0  sin  2u  cos  2u  —  (l  -&+</)  sin  2ua, 

zwei  Wurzeln  2«  and  2u  hervorgehen. 

Indem  wir  also  hiermit  das  2.  complexe  Wurzelpaar  der  biqua- 
dratischen Gleichungen  berücksichtigen,  für  welches  J(a>  —  cox)  =  2«' 
=  Const  zu  setzen  ist ,  so  ergibt  sich  aus  58)  ohne  Weiteres ,  dass 
für  beide  Wurzelpaare  dieselbe  Bedingungsgleichung  besteht,  dass 
demnach  die  den  conplexen  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 
entsprechenden  beiden  Wurzeln  der  Bedingungsgleichung  zwei  der 
Lage  nach  bekannte  Kreise 

X*+Y*+2cot'2uX—l  =0, 

60) 

X*+  F*-f-2cot2tt'jr—  1  —  0, 
aU  geometrischen  Ort  der  Wurzeln  der  Hauptglcicbung  bestimmen. 


§  8. 

Wir  discutiren  jetzt  den  Fall  w8  +  tö3  =  Const,  wobei  wir  also 
voraussetzen,  dass  der  Punkt  ?*»  der  s-Ebcne  auf  einer  in  dem  Ab- 
stände v  parallel  zur  or-Achsc  liegenden  Geraden  fortrückt.  Aus  den 
Gleichungen  erhalten  wir  nach  Elimination  von  i(a)+w,)  die  be- 
kannte Kreisgleichung 

61)  X'+  F8-2(5oti(o>>  +  »3)  r+1  ~  0. 

Wir  führen  ein 

<£of  («,+  0)5)  =  g  =  m  »t(Eof  «5  +  V (Soj  «T^  1)  (ttüf  «a*  —  1) 
woraus  folgt 

0»  —  2 6of  o>,  (S of  (o3g  +  gof  a>2*  +      w82  —  1  =  0, 

und 

CQ*al*-(g'+A*-2B  —  l)cosa>J  +  2C&  =  0. 
Aus  dieser  und  der  Resolvente 

COS  OD,3  —  A  COS  «V-f  2*0)8  0),  — 6'  -»  0 

geht  durch  Elimination  von  cosca,  die  Resultante,  geordnot  nach 
Potenzen  von  g  hervor: 

-f(yl*-4/l*— 4A'B+bB*+iABC-&AC—  12C'+SB+3)g' 
63) 

-2(X8C— yl8i?l-^*^-3^ÄC-3ylC+3C'S!+Ä(Jö+l)2)<7 
+(^*-2iJ-l)(^,-^-l)*— (A(A*-2B-1)+C)*  -  0. 
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Demnach  haben  wir  aucb  hier  folgendes: 

«tenieniiren  bi  quadratischen  Gleichungen 
Betrachtet  man  bei  allen  ae  j    s  ^  coeffidenten  bei  bestimmten 

H  complexen  J+^;kh«^  62:  g«*«u  die  ^*en* 

Werten  von  </  der  BcaiDr7pnnkteg  ^  so  ist  d,r  geomemtche  Ort 
nnd  Y  als  Coordinaten  v™*™""^  nm 
dieser  Punkte  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunxi 


«ntfprnt  auf  der  I-Achse  liegt,  und 
vom  Coordinnteuumfang  entfernt  aui 

Radius  -  \/  jh\  ist 

Da  die  dem  zweiten 
Bedingung  »*~  w3  -\ons'  *   Utirt  üw  ein  zweiter  Kreis  in  ahn- 
gQDg8gle« :  G2)  «^»JS,  vom  ^.paak*  an,  »  die 
«eher  Lage,  und  «f  ^  ^  _       Die  dnrcb  die 


Heber  Lage,  nn «"  —  von  dCT  Unge  -  1.    Die  doreb  d» 

Kreise  ^°«c";"  S^dingangsgleicioagen  beaümmte»  «.».der 
Wurzeln  der  aafgcstenten       £      ^  jn  nt. 

ÄS».^  *  -P-nWnrzein  der  b,q«a- 
dratischen  Gleichung. 

§  9. 

,      i    ™  zweien  complex  und  die  übrigen  reell ,  so 
Sind  die  Wurzeln  zu  zweien  comp* 

nehmen  sie  die  Form  an 

*i  —  tg  9i, 

x,  =  tgqPti 

63)  H  «tg(u  +  r»), 

sf4  — tg(u-w). 

Demnach  ist  ^  _ 

m,  =  <Pi  +  Vi  —  2u» 

64)  Wj  «     — <j>s  +  2t>»\ 

w3  ö  9i  — Ti  — 2t,<* 

wo  cos  »' 8  -  ^  cos  a>"  +  ^ cos       C  -  0. 

Ferner  ist,  wenn 


65)  C08M'~ 

10* 
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66)  ss— i(b*— 3^+l2r/)3+^(72Ä</+9a^-27c«-27aM-2Äs)-0. 

Die  complexen  Wurzeln  dieser  Gleichaug  besitzen  eine  bemer- 
kenswerte geometrische  Eigenschaft,  welche  wir  entwickeln  wollen. 

Die  Wurzeln  der  Resolvente  sind  zu  zweien  complex,  wir  schreiben 

sie 

67)  cosw,  =  X'+iY'  =  cos^  —  (pt+2vi). 

Dieser  Function  complexen  Arguments  entspricht  aber  eine  bekannte 
conforme  Abbildung,  und  es  ist,  wenn 

<Pi  —  <ps  =  ü 

68)  X'  ^  cos  6,    r'-  Bin  6. 

Vormittelst  einfacher  Eliminationen  erhalten  wir  hioraus  zunächst 

X'*  yt 
^  cobö*  ~~  sin  d*  ° 

Diese  Hyperbel  in  der  Z-Ebcne  entspricht  den  Linien  ar— q>x— <ps±2nn 
in  der  «-Ebene. 

Die  complexen  Wurzeln  der  Gleichung 

z  =  p  "f"  qi 

eingesetzt  in  65)  ergeben 

_p 

70)  x'=  V- '  r'°Q' 

mithin  wird  aus  69): 

Wir  gewinnen  damit  folgendes  Resultat: 

Betrachtet  man  die  Grössen  p  und  q  der  complexen  Wurzeln 
z=p-\-qi  der  Cardinal  resolvente  der  biquadratischen  Gleichungen, 
welche  2  reelle  nnd  2  complexe  Wurzeln  besitzen,  als  Coordinatcn 
eines  Punktes  Z  in  der  entsprechenden  Ebene,  so  ist  der  geometri- 
scher Ort  dieser  Punkte  für  alle  diejenigen  Gleichungen,  welche  der 
Bedinguug  d  =  Const  genügen,  eine  Hyperbel,  deren  Excntricitat  =  Q, 
deron  Asymptotenwinkel  =  2ö  ist,  und  deren  Halbachsen  bezüglich 
Qcosd  und  QslnÖ  sind.  Bei  variabeln  Werten  von  d  =  — 
aber  constantem 


) 


72) 
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Q»  =  (a-c)*  +  (l-Ä+rf)* 
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tritt  eine  Folge  von  confocalen  Hyperbeln  mit  unveränderlicher 
Exentricität  Q  auf,  in  welchen  die  Asymptotcnwinkcl  durch  2(<p,—  <p,) 
definirt  sind.  Der  Coordinatenanfang  hat  die  Abscisse  —  $(3+&-f-3</). 


Ferner  setzen  wir  y  =  Const  voraus.   Dem  entspricht  die  Ellipse 


73) 


=  1. 


Wir  setzen 


wo 


2 


2A«-1  =g, 


und  analog  dem  vorigen  ist 

(,- 


74) 
75) 

Hierin  ist 


3  +  6+3rf\» 
3 


l. 


g-i  a* —  i 
s+i  a2 


tg«1 


und  f  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung. 
Demgemäss  haben  wir  den  Satz: 

Bei  der  Annahme  v  =  Const,  welche  wie  d  auf  die  Bedingungs- 
gleichung 62)  führt,  liegt  der  Punkt  Z,  dessen  Coordinatcn  p,  q  die 
complexe  Wurzel  Z  =  p  +  qi  der  Cardinalresolvente  charakterisiren, 

auf  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  AQ  und  Yh*~lQ  sind,  und 
deren  Exentricität 

(a-c)*+(l-i+rf)» 

• 

ist.  Bei  con8tantem  Q  tritt  eine  Folge  von  confocalen  Ellipsen  auf. 
Verbindet  sich  hiermit  v  =  Const,  so  erhalten  wir  eine  feste,  für  die 
biquadratischen  Gleichungen  vorbezeichneter  Art  charakteristische 
Ellipse  als  geometrischen  Ort  der  complexcu  Wurzeln  Z  der  Car- 
«olvente  jener  Gleichungen,  deren  complexe  Wurzeln  selbst 
'iederum  in  ihrer  Aufeinanderfolge  durch  Punkte  eines  Kreises, 
dessen  jfljggumg  75)  ist,  derinirt  sind. 
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Bei  Erfüllung  der  genannten  Bedingungen  geht  also  ein  Wandern 
in  drei  einander  entsprechenden  Curven,  in  einer  Geraden,  in  einer 
Ellipse  und  einem  Kreise  vor  sich. 

Die  Bedingung  6  =  Const  setzt  für  die  Hyperbel  g  <  1,  dagegen 
die  Bedingung  ö  =  Const  für  die  Ellipse  g  oder  h  >  1  voraus. 

Die  durch  die  quadratische  und  kubische  Invariante  ausgedrückten 
p  und  q  sind: 

76) 

In  wie  fern  die  Parabel  als  geometrischer  Ort  der  reellen  und 
complexon  Wurzeln  der  Gleichungen  4.  Grades  betrachtet  werden 
kann,  haben  wir  Teil  69,  2.  Heft  gezeigt. 


§  10. 

Um  noch  zum  Schluss  für  die  Gleichungen  4.  Grades  mit  reellen 
Wurzeln  ähnliche  Relationen,  wie  die  vorhin  entwickelten  abzuleiten, 
gehen  wir  auf  dio  Formeln  30)— 40)  zurück. 

Die  Resolvente 

cos  cö's  —  ^C08a>'*  +  B cos a>'—  C  =  0 

oder 

cos(<5  ±  <T )s — A  cos(6  ±  d')> +  ß  cos(d  ±  ö')  -  C  «=  0 
gibt  aufgelöst,  wenn 

cos  d  cos  V  =  x,    sin  ö  sin  i'  =  y 

dio  Beziehungen 

xs  —  Ax*  +  l(A*  +  B)x  —  l(AB-C)  -  0, 

Beachten  wir,  dass 

4.  _   l 

coso"'  '  sind'  ' 

so  ist  dio  Resultante  von 
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.    3  +  6-f3<*  ,  ,  3  +  3</*-f  2d+2b  +  2bd+ac 

Z  ~Q   **+  Qi  * 

_  (!+&  +  <*)(!  -d)*+(a  +  c)(ad  +  c) 

^  a.  _  S)+8<1±^+  cos  a>  -  40-*'+(«+*  _  0 

eine  Gleichung  6.  Grades  für  tgd2  oder  cos  d8. 

Eb  ist  nun  gemäss  der  Bedeutung  von  <os  und  q>3 

3+*  +  3rf 

 3  H 

cosw2  ==•  cos d  cos 6'—  sind  sind'  —   g  

78) 

3+*+3d 
 3  8 

coso)s  s=  cos  d  cos  d'+  sind  sin  d'  =   g  » 

die  i  folgen  aus 

79)         $(6*— 3ac+12rf)s-r^r(72W+9oÄc— 27<?2— 27a*rf— 2QS)«=0. 
Aus  den  obigen  Formeln  resultirt 

3+b  +  Zd 

 3  i(*i+*3) 

cos  d  cos  d'  =   


sind  sind  «=  s— ^ — — , 


und  hieraus  folgt  durch  Elimination  von  d  oder  5'  die  Ellipse 

Q*co8~d*  ^~  C^sind* 

mit  den  Halbachsen  Qcosd,  Qsind. 

Der  Coordinatenanfang  hat  die  AbscisBe  ~  J(3  +  &+3<i). 

In  der  letzten  Gleichung  kann  statt  d  auch  d'  eingesetzt  werden, 
so  dass  allgemein  3  Paar  Ellipsen  vorhanden  sind,  deren  Achsen  an 
die  Bedingung 

81)  A*+B*  -=  A'*  +  B'*  -  .  .  .  «=  Q* 

geknüpft  sind.    Der  durch  -  =  tgd  detiuirtc   Winkel   d   ist  somit 
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Betrachtet  man  demnach  für  die  bestimmte  Gasse  der  biquadra- 
tischen Gleichungen  mit  reellen  Wurzeln ,  welche  der  Bedingung 
<5  =  Coust  und  Q  —  Const  genügen ,  die  aus  der  Cardinalresolvente 
entnommenen  Wurzelausdrücke 

als  Coordinaten  oinos  Punktes,  so  ist  der  geometrische  Ort  dieser 
Punkte  eine  Ellipse. 

Den  betreffenden  Gleichungen  können  wir  uun  folgende  Form 

geben,  wenn  wir  zur  Abkürzung  c  =•  ^~^~b^~—  setzen : 

(^.co»-«)'     (4^. sine)' 

Qxcos3*         +      iQ'sinJ*    ~  l% 

(4  Y\  .  cos(60»+ *)+«)*     (4  j/£ sin  (60»  +  i))' 
81a)  Ö^cösV  1  iQ«finV         =  *' 

(4  j/^.cos(600-  «)+«)*     {^Vi  ■  8iu(60°~  f))2 

Q'cosV  1         JQ'sinV    —  = 

Hierin  ist  £  =  qp,  —  <p2  oder  <p3  —  <p4  etc. 

Ein  um  den  Coordinatenanfang  mit  dem  Radius  4 beschrie- 
bener Kreis  trifft  demnach  diese  Ellipsen  unter  andern  in  drei  be- 
stimmten Punkten,  deren  Polarwinkel  f,  120°  —  t  und  120°+«  sind. 
Diese  Punkte  bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck.  Die  Achsen  der 
Ellipseupaaro  haben  die  Beziehungen 

82)  A*+3B*  =  A'*+3B'*  etc. 


§.  11. 

Eine  weitere  Rclatiou  zwischen  den  Wurzeln  der  Itcsolvente  lässt 
sich  in  Form  einer  Gleichuug  aufstellen. 

Wir  führen  ein 

83)  cd,  +        w3  =»  t. 

Die  Eutwickeluug  von  cos(w,  +  a>3)  «=■  cos(r  — »,)  ergibt, 
wir  setzen 
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c 

COS  Wo  COS  O)»   =  f  ♦ 

*  ■        COS  O)1 

C2 

sin  cü,s sin  o)3.  =»  1  —  A2A-'2IJ-\  i-f-cosw,8 

■  1        1  cosov  1  1 

die  Gleichung 

84)  cosoj,*  —  (A*  —  2fl)cosG>,4 

,    /C0ST,  +  2CC08T-42  +  2Z?)*  .  A 

+  V   4Binr»   --+^cosr+C'8jcosa)1»-Cjl  -  0. 

Bilden  wir 

C08  0)!2  =  a-, 

so  resultirt  aas  der  letzten  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Glci- 
chang  der  Wurzelquadrate  durch  Vergleichung  der  beiden  dio  Be- 
dingung 

85)  (cos  t*  +  26' cos  t  —  A*  +  2tf  )*  —  4(2* 8  —  2A C—  C*  —  2Ccos T)sinrf 
wird  dieselbe  nach  Potenzen  von  cosx  geordnet,  so  kommt 

86)  cos  t*  —  4G'cosT3+  2(  -  A*  +  2Z/+  2/**  —  446') cos  t* 

—  — — 2)cost  +  4*  —  4.1^+  8AC+<kC*  «  0 

und  die  Wurzeln  sind 
87) 

T3  -  —  WS- 

Von  diesen  Kntwickelungen  werden  wir  nachher  Gebrauch  mache  n 

§  12. 

In  ciuigen  geometrischen  Anwendungen  der  in  den  ersten  §§  ent- 
wickelten Methoden  kommt  der  Fall  vor,  dass 

88)  a  +  <?  — 0 

ist.   Mit  dieser  Bedingung  ist  auch  die  andero  A  -f-  C  «-  0  verknüpft. 

Einige  der  dort  augeführten  Formeln  vereinfachen  sich  dadurch 
bedeutend,  so  ist 

ayjKua»—  A,   2Väcosw  —  .1', 

OAX    cosd  sinö  cos(<P]     <r^ )         sin^  +  qp,) 

89)   ji  °  —  Ut       —   =  —  t  j  

>S(qps — qpj  81U(<JP3-[-  <JP4) 
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Ferner  bestehen  die  Relationen 

co8jft>*    sinjo)2  ^ 

(cosä+cos*')2"*"  (cos<5— cos<T)2  ~~  R*' 

wo 

Rmm        4(1 -<*)2 


4a»  +  (l  — i+rO2* 
Ä+cosi'2— cosd2  ,     .     R — cosd^+cosä* 

90)  co8tfcosd'  = — 5 — 2V~R  '    C08ÖC08<5  =  2y\S  ' 

cos<5sin(<j—  <*')  =  VRsinc. 
Die  Resolvente  ist 

91)  cos»'»  —  ^±^t?^cosa)r2+(i?  —  l)cos»' 

3-f6+3rf-/Z(l-6  +  rf) 

und  diese  ist  es,  welche  in  der  Geometrie  der  Lemniskate,  welche 
wir  später  behandeln  werden,  auftritt. 


II.  Teil. 
§  13. 

Die  im  I.  Teil  entwickelten  Formeln  nehmen  ihren  Ausgangs- 
punkt von  der  biquadratischen  Gleichung  für  tg<j>.  So  einfach  auch 
im  Allgemeinen  die  daraus  entwickelten  Formeln  sind,  so  lassen  sich 
dicselbdn  in  noch  kürzerer  und  eleganterer  Weise  aus  einer  andern 
Gleichungsform  ableiten,  welche  den  Vorteil  bietet,  ohne  Aufstellung 
einer  Gleichung  durch  die  blosse  Ansicht  der  Constanten  die  Glei- 
chungssysteme und  Formeln  niederschreiben  zu  können.  Diese  Form 
ist 

1)  a+*Binqp-r-ccos9+dsin2<jp+«cos2g)  —  0, 
welche  wir  den  folgenden  Entwicklungen  zu  Grunde  legen. 

Aus  ihr  resultirt 

2)  (a — c  -  e)  tg  fjp*  +  2(Ä  -  2d)  tg  i<p* + 2(a  -  3c)  tg  |  <p 2 

+  2{b  +  2d)tgi<p  +  a+c+e  =  0, 

Ferner  ist 


3)  t«i(9>i+<P*+qPs+9>4)  —  "* 


ehrend  die  Resolvente  sich  umformt  in 


| 
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a  /  b*-Lc*  \ 

4)  ^^ira^^W1"1)001' 


Vd>+, 

Die  Wurzeln  derselben  sind 

Yi  0=3  iCVi+Vi  —  9s  —  9t)  —  4(tf  — <0 

5)  y,  =-  i(g>j  —  9>i+<p3  —  9i)  —  + 
r3  =  i(9j—  9»  —  Vs  + 9a)  =  — 

Der  Abkürzung  wegen  schreiben  wir  2) 

6)  tgi94-^tg4qps4-JBtgJ(p8-Ctgi<jp  +  Z>  =  0. 

Demnach  ergibt  sich  durch  Vergleichung  von  2)  und  6)  nach  Gleich- 
setzen der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  tgjg> 

a  *=  3  +  2*  +  3Z>, 
b  2M  +  C), 

7)  c  =  4(D-l), 

d  =  A  —  C, 

c  -  1  —  B  +  D. 

Man  kann  demnach  die  eine  der  Gleichungsformen  1)  und  6)  leicht 
ans  der  anderen  ableiten. 

Ferner  ist 


a  +  V4af  —  3(6"  +  c1)  + 1 2(d*  +  «•) .  cos  « 
cos  y,  =  .   1 

a  —  V 45*^3(6«  +  e")  +  12(dt  +  ct) .  cos(60°  —  t) 

8)  cos  y,  «=  — —   j  i 


a — y  4o*  —  3(6*  +  c»)  + 1 2(rf*  +  «*) .  cos  (60°  + 1) 
cos  y3  =   .  m  • 

Die  Beziehung  zwischen  ö  und  ö'  ergibt  sich  aus 

9)  cos$<5* —  4 cos  Jo*eos  ^''-f-cos  J3 '* 

2a  £8  4- 

H — ;  cos 4(5  cos  Jo'—  1       -  ■„  =  0, 

und  es  zeigt  eich  somit,  dass  die  typische  Form  1)  die  Gleichungen  sehr 
vereinfacht.    Endlich  bestimmen  wir  noch 

8a3— 72a(<f'4-e»)— 9a(68+c'H  ">  U        be)+ 27<  c») 

10)  cosJ*  —  {4M9—Mb*+c^+VJ{^+^))l 
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§  14. 

Wir  wollen  jetzt  die  geometrische  Bedeutung  der  Wurzeln  der 
Re80lvente  4)  nachweisen. 

Auf  einem  Kreise  vom  Radius  *  seien  4  Punkte  Ay  B,  C,  D  ge- 
geben. Die  Radien  OA  etc.  mögen  mit  einem  festen  Radios  OE 
bezüglich  die  Winkel 

Vtt  9a»  ^4  bilden. 

Wir  fällen  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  Sehnen  AB  und 
CD  die  Senkrechten  pt  und  welche  mit  dem  festen  Radius  be- 
züglich die  Winkel  S  und  ©'  oinschliesson,  dann  ist 

e  ~  i(qPx + <p2)  =  k 

mithin 

8  —  S'~  i{<S—<s')  =  y±. 

Es  ist  aber  &  —  wie  man  sofort  aus  der  Figur  ersieht,  dem 
Winkel  oder  besser  dem  Supplement  des  Winkels  gleich,  welchen  die 
betreffenden  Seiten  des  Kreisvierecks  AB  CD  mit  einander  einschli  essen. 
Führt  man  die  Betrachtung  für  ö±d'  in  ähnlicher  Art  weiter  aus, 
so  ergibt  sich  mit  Hülfe  bekannter  Kreissätze,  dass  allgemein  yu  yt, 
y3  nichts  anderes  sind,  als  die  bezüglichen  Winkel  zwischen  den  gegen- 
überstehenden Seiten  des  Kreisvierecks  und  zwischen  den  Diagonalnn 
desselben,  welche  letztere  übrigens  auch  als  Seiten  aufgefasst  werden 
können. 

Hiermit  haben  wir  ein  wichtiges  weiteres  Moment  für  die  geo- 
metrische Dcutuug  unserer  Ausdrücke  gewonnen. 

Nach  den  Formeln  14)  uud  15)  im  I.  Teil  haben  wir  nun: 

.  c      d  ,   .   ar     ö'       be  —  cd 

1 1)  sin ^  cos r2  +  Bin  ^  cos  ^  -  ztf+jy 

(S       ö  .        0'       6'  bd  +  ce 

12)  cosgcosg  +  cosg  cos2-  -  -  2(5»+?) • 
und  da 


cos 

so  erhalten  wir 


Pi  ö  P* 

cos2      *'  C0B2=7 


be — cd 

/»jsinö+^sinö  =  —  2(d*~+e*) ' 
13)  " 

Arf+cc 

/>,  cos®  +j>s  cos®  —  —  o(5«  +  Ä"i)  •  *' 
uadrirt  uud  addirt  geben  diese  Gleichungen 
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Die  Gerade,  welche  die  Fusspunkte  von  />,  uud  ;>s  mit  einander 
verbindet,  sei      dann  ist  auch 

15)  Pi*-2PiP*co8y  +  pS=  P*. 

Subtrahiren  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen,  so  folgt  die  Relation 

16)  4f>j/>>cosy  -  Ijt+Ji.«*—  p2- 

Die  Mitte  von  P  sei  mit  dem  Kreismittelpuukte  durch  die  Strecke 
q  verbunden,  nach  einem  bekannten  Satze  haben  wir  dann 

17)  ftM-f**-  V+y 

Wir  substituiren  für      +      den  aus  15)  folgenden  Wert,  dann  folgt 

18)  4/>,p2cosy  =  V—  P*. 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  16),  so  resultirt  die  wichtige 
Formel 

Denselben  Ausdruck  hätten  wir  erhalten,  wenn  wir  von  zwei 
andern  Seiten  des  Kreisvierecks  ausgegangen  wären.  Die  drei  Mittel- 
linien eines  Kreisvierecks  schneiden  sich  mithin  in  einem  Punkte. 
Dieser  Satz  gilt  übrigens  allgemein  von  jedem  Viereck. 

Wir  bemerken  noch,  dass  aus  19)  in  Beziehung  auf  7) 

om  £*      iU  +  C)'+(i-D)>   _  R 

Die  geometrische  Bedeutung  von  11  ist  hiermit  nachgewiesen. 
Vergl.  t  22). 

Bevor  wir  die  allgemeinen  Formeln  aufstellen,  wollen  wir  noch 
aus  den  vorstehenden  einzelne  Sätze  ableiten. 

Aus  17)  und  19)  folgt 

2(/>,'+P,2)-  A2+}^-,  **> 
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Die  Addition  dieser  Ausdrücke  ergibt 

22)  2£pi=EP>+ibl+?^8*. 

Ferner  ist 

23)  ^s  =  if7rfe-2*2  +  2*s. 

Diese  Formel  folgt  nämlich  aus  21)  im  I.  T.  oder  aus 

<5-|h3'  a-a'     ö-d'  ,       c-o'      6+6'      n  , 

cos— cos— 2~  +  cos— ^—  cos  -g — hC08~2~~  008  2 —  = 

Ist  nun  5  die  Länge  einer  Sehne,  so  erhalten  wir  wegen 
aus  den  vorstehenden  Formeln 

24)  4(/>t  Vfi*+JV)  -  V+ V+S3*+ V+^H-Sb2  =  lG^-p1). 
Oder  : 

Die  Summe  der  Quadrate  über  den  Seiten  und  Diagonalen  eines 
Kreisvierecks  ist  gleich  der  vierfachen  Summe  der  Quadrato  über  den 
drei  Mittellinien. 

§  15. 

Aus  der  Gleichung 

25)  cos }( J ±  a')»-^^=jcas W  ±  6')* + (i -  l)cos W±ö>) 

+  4(rf*  +  «2)Vrf«+7* 

leiten  wir  2  andere  Gleichungen  ab  vermöge  der  Formel 

COSi(ö  ±d  )  =  --jjj-  -f  -^j-  —   jp- — , 

wo     die  halbe  Sehne  bedeutet 

Nach  Durchführung  der  Rechnungen  erhalten  wir 
(S&V     4q»-3(&»+c*)  +  12(rf«+g*) 

1/4^"-  3(&»+c»)  +  12(rf'+e») 
~*r  3(rf'+e')»  sin3f  =-0, 


26) 
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_  ("  +  «)  (*'+ «*)  +  2i(frf—  je)  _ 

Aug  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir  wegen  des  Feh- 
lens des  ersten  Gliedes  sofort  den  Ptolemäischen  Satz  vom  Kreise: 

Die  Wurzeln  von  26)  sind 


-  -  2 K   31^+7»)  8ID'' 


28)      M«  „  _  2  i/VE^w^»^^ 


Aus  27)  erhalten  wir  die  Wurzeln 

a  1  /4^~ -  3(A'+o')T'f  2(./»"-R) 

v,_^p+lt^E*s+ie±3I„.(M.+1,. 

Aas  den  leicht  abzuleitenden  Formeln 

30) 

cos  y  , 

folgen 

Setzen  wir  cosy  in  die  Resolvente  4)  ein,  so  erhalten  wir  eine 
Gleichung  für  die  3  Mittellinien  eines  Kreisvierecks. 
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Aus  28)  und  29)  lassen  sich  noch  in  folge 
sätze  entwickeln. 


Vergleichen  wir  nämlich 


Ps  Pi  —PsPa 


4a*--  3(6*  + 


12(r/*-f  i 


mit 


34) 


so  erhalten  wir 


3')) 


Ps  Vi  —  Ps  Pt  =  *i  ** 


womit  sich  noch  2  andere  ähnliche  Relationen  verbinden.  Dem- 
gemäss  haben  wir  den  Satz: 

Bezeichnet  man  die  halben  Seiten  und  Diagoualen  eines  Kreis- 
vicrecks  mit  *u  st  .  .  .  und  die  Höhen  vom  Mittelpunkte  des 
Kreises  auf  sie  mit  p„  p$  .  .  .  p6,  so  ist  die  algebraische  Summe 
der  Producto  px  ps  +  Ps  Pa  &üs  den  Senkrechten  vom  Mittelpunkt  auf 
je  zwei  einander  gegenüber  stehenden  Seiten  gleich  dem  Producte 
*bs6  der  ihnen  entsprechenden  halben  Diagonalen  des  Kreisvierecks. 

Indem  wir  also  dio  Lage  des  Vierecks  in  Bezug  auf  den  Kreis- 
mittelpunkt berücksichtigen,  haben  wir 


Diese  Relationen  lassen  sich  auch  noch  auf  andern  Wege  finden. 


Wir  kehren  zu  dem  in  §  12  beschriebenen  Kreise  zurück,  ver- 
binden seinen  Mittelpunkt  mit  dem  Durchschnittspunkt  etwa  der 
Diagonal m  und  nennen  diese  Strecke  Ii.  Wir  balbiren  den  Winkel 
2a  dieser  Diagonalen  durch  eine  Gerade  und  bezeichen  den  Winkel, 
den  dieselbe  mit  R  macht  durch  ty.  Endlich  seien  die  Winkel 
zwischen  den  gegenüber  stehenden  Seiten  und  den  Diagonalen  des 
Kreisvierecks  bezüglich  yu  y2,  ys. 

Dieselben  sind  die  Wurzeln  der  folgenden  leicht  zu  entwickelnden 
Gleichung 


36) 


s\  *i  =  PsP*  "\-pbP6t 

*3  *4  =  Pl  PS  —  PS  P61 

H*ö  =  P\Pt+PzPv 


§  16. 
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37)  cos  y3  —  (j^-  (cos  2t/>  —  cos  2a)  —  cos  2o^  cos  y* 

+  (~ (1  —  2  cos  2a  cos  2 cos  2«*)  —  1^  cosy 

/R*  \ 
—  I     cos2«(cos2orcos2^—  l)+cos2aj  =-0. 

Aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Resolveute  4)  oder 
37*)  cosy3—  4cosy2+Zfcosy2  —  C—  0 

lässt  sich  ein  neuer  Satz  ableiteu. 

Setzen  wir  nämlich 

2  (cos  2  ty— cos  2«r)  —  cos2o  =  4, 

* 

R* 

38)  y  (1  —  2cos2«co8  2^  +  cos2et2)  —  1  =  B* 

R* 

-j-  cos  2«(coB  2«  cos  2 1/>  —  1)  +  cos  2a  =  C, 

und  eliminiren  hieraus  cos2<p  und  cos  2a,  so  erhalten  wir  eine  Glei- 

R* 

chung  3.  Grades  für       «=  z,  nämlich 

39)  z\{A+C)*—  (l+B)*)-z*(2(A+BC)*—  (1+Ä+2C1)(3+Ä8)) 

+*(12C*— 2^c^3+5Ä)+4^3c^f2/^3+/^,— 3-M1— -4»/**) 

+861«+4^C(1-B)+(1+Ä)(1-Ä)S{  -  0. 

Substituten  wir  hierin  2  «=*  ar+1,  wo  ä  =  — ^ —  =  9t  ist>  80  er* 

halten  wir  als  schliessliches  Resultat  eine  Gleichung  fttr  x  von  der 
Form 

40)  a'x3  +  b'x*  +  Dsx  +  Dä  -  0. 
Daraas  erhalten  wir  sofort  die  Relation 

41)  ~Tj  +  ^775  +  ~üii  +  ^  =  0. 

Dabei  sind  //',  pm  die  Tangenten  von  den  Durchschnittspunkten  der 
paarweise  gegenüber  stehenden  Seiten  an  den  Kreis. 

Beachten  wir,  dass 

p'*  —  —(/?,*— 

42)  l>"2  =     Rf2 — s\ 

pm*  =  7?32— 

T«il  LXX.  1 1 
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bezüglich  die  Potenzen  der  Durchschnittspnnkte  der  beiden  Dogosalen 
und  der  entgegengesetzten  Seiten  des  Vierecks  in  Beznjr  inf  den 
Kreis  sind,  so  haben  wir  das  Resultat,  dass  die  Summe  der  reexproken 
Potenzen  der  Durcbschnittspunktc  der  einander 
Seiten  sowie  der  Diagonalen  aller  Kreisvierecl 
constante  Grösse  ist.  **  ist  die  Potenz  des  Mittelpunkts.  Die  For 
mcl  41)  kann  man  noch  leicht  trigonometrisch 


Dieselbe  steht  iu  einer  gewissen  Beziehung  zu  den  Polen  und 
Polaren  am  Kreise.  Führen  wir  in  unsenn  Kreise  die  Pole  der  oben 
angegebeneu  Durchschuittspunkte  ein  und  nennen  die  Potenzen  dieser 
3  Punkte  bezüglich  P'\  P"\  Pm,  so  haben  wir  die  einfachen  Be- 
ziehungen 

A J.  +  1 


l  l 


43)  7"'»  ~  v'* +  v 

A      1  ,  1 
Pm* 5=3  p'*  +  p"* 

Hierbei  sind,  da  die  Potenz  p'2  des  Durchschnittspunkts  der 
Diagonalen  negativ  ist,  die  Potenzen  P"2  und  Fm*  ebenfalls  negativ, 
indem  dio  bezüglichen  Polo  im  Kreise  liegen. 

Bekanntlich  liegen  in  allen  Kreisvierecken,  deren  Diagonalen  sich 
in  dcmselbon  Punkte  durchschneiden,  die  Durchschnittspunkte  der 
gegenüber  stehouden  Seiten  iu  der  Polare  jenes  Punktes.  In  diesem 
Falle  wird  /»'*  als  Potenz  des  Poles  des  Durchschnittspunktes  con- 
stant  und  dio  Summe  der  reeiprokeu  Potenzen  der  Durchschnitts- 
puukto  der  gegenüber  steheudeu  Seiten  ist  ebenfalls  constant.  Die 
beiden  letzton  Rolationen  43)  ergeben  ähnliche  Sätze. 

Dio  Formoln  43)  enthalten  also  metrische  Bestimmungen  zwischen 
den  Potenzen  der  Pole  der  betreffenden  Durchschuittspunkte  der 
Seiten  und  Diagonalen  der  Kreisvierecke. 

Verbiudeu  wir  dio  Mitten  von  1\ ,  Pt  oder  Ps  mit  den  Durcb- 
schnitt8puukteu  der  bezüglichen  Seiten  und  Diagonalen  durch  die 

P  2 

Strecken  Mu  M2,        für  welche  allgemein  M*  =  11^  —  ^  ps 

»«t,  so  lassen  sich  leicht  folgende  Formeln  ableiten,  in  welchen  k  der 
Winkel  zwischen  11  und  g  ist, 

2Äl£C08  l        ^    ,  | 

tfa       =  1 -r-cosy^cosya   u.  s.  w. 
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Stehen  also  die  Diagonalen  auf  einander  senkrecht  (yi  =  8<> 
geht  die  durch  q  bezeichnete  Strecke  verlängert  durch  den  Durch- 
schnittspunkt derselben  uud  steht  auf  der  Verbindungslinie  der  Durch- 
schnittspunkte der  gegenüber  liegenden  Seiten  senkrecht,  ferner  ist 

Rf-Mt*  -  7?82-  Jlf3*  =~  (s  +  Q)(a-Q). 

Man  kann  noch  eine  andere  Relation  aus  39)  entwickeln.  Schrei- 
ben wir  diese  Gleichung 

z3—  A'z*  +  Bz'—  C"  =  0, 

so  ist,  wie  man  leicht  findet 

45)  A'—C  =  2, 

mithin 

oder  auch  wegen  p*  =  Jl2 —  «2 

# 

Berechnet  man  ferner  in  40)  das  Absolutglicd ,  so  findet  man, 
dass  dasselbe  die  Discriminantc  der  kubischen  Glcichuug  37*)  ist, 
nnd  weil 

(A  +  C)2  —  (1  +  H)*  =  —  sin  y,a  sin  ys* sin  y32 
ist,  haben  wir,  wenn  wir  die  Determinante 

*A*C—A*B*  +  AB*  —  1SABC+27C*=  Dz 
durch  die  Wurzeln  ausdrücken,  aus  der  Relation 


das  Resultat 
47) 


p'VV   Pa  

s«  (/1-f-C)*  —  (l  +  B)2 


PP  PW      cos  yx  —  cos  yx  cos  yÄ  —  cos  y:,   cos  y3  —  cos  yt 


*3  siny,  siny*  sin  ys 

In  ähnlicher  Art  erhalten  wir  aus  40) 

(cosy!  —  cos ya\2  / cos yg  —  cos y3y  /cos y3  — cos yA2 
siny!      /  \      siuy8      /  \      siny8      )  ' 

Um  mehrere  andere  Formeln  zu  gewinnen,  betrachten  wir  in  den 

11* 
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Bedingungsgleichungen  38)  cos2if/  als  Unbekannte  und  eleminiren 
g2  und  cos  2a  aus  denselben. 

Die  etwas  weitläufigen  Transformationen  führen  schliesslich  auf 
folgende  Gleichung,  in  welcher 

A  +  O  =  P 
A  —  C-  Q, 
1  +  /?  =  /? 

gesetzt  ist 

cos  2 V>3(—  4  PQ  +  RQ* -f p«(4  -  7?)  +  7?(2  -  /?)*) 

49)  —  cos2ty*(PRs  —  P3  +  PQ»  +  42J— 4i?Q) 
+  cos  2i/;(4/>Q  —  47? + 4/?*  —  RQ*  —  4P2) 

+  PQ,  +  4P-4/?Q  =  0.  j 

In  derselben  ist,  wenn  wir  sie  in  folgender  Form  schreiben 

50)  cos2t//3  —  acos2t/;8+Äcos2^  —  c  =»  0, 
o  =  cos  2t/;,  +  cos  2tf;s  -f  cos  2fys, 

51)  5      cos2^jcos2t/;s  +  cos2i/;scos2^3  +  cos2V;3COs2i/;1, 
r  =  cos2i/'!  cos2t^cos2t//3. 

Nach  gehöriger  Gruppirung  der  P,  Q  und  /?  in  49)  geht  dieselbe 
über  in 

52)  cos2*3-co82^(^^ 

wo  N  der  Coefficient  von  cos2ip8  in  49)  ist. 
Demnach  ist 

N(a  +  c)  =  P(72*-P»), 

53) 

N(l+b)  ~  R{R*~P\ 
daraus  erhalten  wir  durch  Division 

54)  ?±±„?- ±t£ 
}                              a  +  b  R~l+B' 

oder 

55)  +  cos  2    ~f  cos  2ft3  +  cos  2^  cos  2tys  cos  2^a  j 
1  +  cos  2^  cos  2ip2  -f  cos  2^  cos  2^  +  cos  2%  cos  2  vi" 

=  cos  Yi  +  cos  ya  -}-  cos  y8  +  cos  yx  cos  y»  cos  y3 
1  +  cos  yi  cos  y*  +  cos  y,  cos  ys + cos  y3  cos  y, ' 
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Die  Winkel  y1?  yt,  y3  zwischen  den  paarweise  gegenüber  stehen- 
den Seiten  und  den  Diagonalen  eines  Kreisvierecks  und  die  Winkel 
,;'a  zwischen  den  vom  Kreismittelpunkt  nach  den  3  Durch- 
achnittspunkten  gezogenen  Strecken  R  und  den  die  Winkel  y  halbi- 
renden  Geraden  stehen  also  in  der  aus  55)  leicht  abzuleitenden  Be- 
ziehung tg^tgi//,tg^3  =  tg  *j  tg^tg^3- 
Bildet  man  den  Ausdruck 

b  c 


l~\-b  "    a  +  c' 

indem  man  die  aus  49)  bekannten  Grössen  P,  Q,  R  einführt,  so  er- 
hält man 

SC   b  c 

56)  R{A+C)  =  1+  *  ~  *+* 

oder 

SC       ab  —  c 

57>  R*°~(l  +  b)* 

Endlich  leitet  man  noch  ohne  Mühe  die  Gleichung  zwischen 
4p2 

r  =        und  den  Winkeln  y  ab: 

Wir  bemerken,  dass  das  Absolutglicd  der  Gleichung  39)  der  Coeffi- 
cient  von  cos2i^5  in  49)  ist. 

Also  ist 

N  R 

59)  zl*2*3  =  R2Hp»  ""1+6' 

oder 

R^Rt'R,2  4p» 

60)  — ? — ==  i^T+y)' 

Aus  54)  folgt  aber 

(1  +  6)»        =        (1  +  1*)* 
welcher  Ausdruck  übergeht  in 

,  sin  2^  sin  2tf>,  sin  2t/>3     sin  yt  sin  y,  sin  y3 

_  _7 — r+*  =  r 
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Aus  59)  und  61)  folgt  also  die  elegante  Relation 

62)  _     sinyt  siny88iny3 

*6       "*  sin  2^  sin  2^8  sin  2^5* 

Beachten  wir  ferner,  dass  in  57)  ab—c  die  Geminante  Gt  der  kubi- 
schen Gleichung  50)  ist,  so  erhalten  wir  vermöge  der  Bedeutung  der- 
selben und  durch  Combination  vou  57)  und  59) 

63)  ßt**1*2!^*   8coj_yicosj^cosy3  

'  ~  (cos2^1+cos2i|>2)(cos2^1+cos2t/;j)(co82t/;3+co82»}>1) 

Aus  den  letzten  Gleichungen  resultirt 

64)  tHrit«r*t*y»"'  (C082^1+cos2^8)(cos2^+cos2^3)(cos2^3+cost/;1)' 

Biese  allgemeinen  für  alle  Kreisvierecke  gültigen  Formeln,  welche 
welche  noch  leicht  vermehrt  werden  können,  vereinfachen  sich  sehr 
durch  dio  Annahme  C  =  0  oder  y,  =  90°.  Aus  57)  oder  62)  folgt 
sofort 

cos2t/>2  +  cos2t//3  0. 
Damit  haben  wir  den  Satz: 

Stehen  in  einem  Kreisvierecke  die  Diagonalen  senkrecht  auf  ein- 
ander, so  schliessen  die  vom  Mittelpunkt  dos  Kreises  an  die  Durch- 
schnittspunkto  der  gegenüber  stehenden  Seiten  gezogenen  Strecken 
R%  und  7?s  mit  den  die  bezüglichen  Winkel  y,  und  y3  halbirenden 
Geraden  gleiche  Winkel  y9  ein.   Aus  54)  folgt  dann  noch 

n         cosy2  +  cosy3 

cos2*,=v'i    oder 

hi      i  +  cosy,cosy3 

65) 

t(t2xb  =  sinyssiny^ 
ft  wx  eosy,+cosy3 


Aus  58)  folgt 
Aus  61)  folgt 
also  auch 


2  =  sin2^ 
Ii  ~i~sin2t/^' 

sin  y2  sin  y3 
sin  2  tf/, 


und 


sin  2  ^,      sin  2  ty9      sin  y2  sin  y3 
R  a  ~s*  =  1  +  c08y*ico8  Ys   S.  Formel  44). 
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Ferner  ist 

rt  —  2p,    /V  -  p*  =  2*2-(2p)2  etc. 

Betrachtet  man  die  letzte  Gleichung  38)  uutcr  der  Annahme 
C—0  oder  cosy  =  0,  so  geht  eine  Ellipseugleichung  hervor 

x2  y% 

66)  — ^i-  +  — V  =1- 

2sino2  2cosa2 
Sind  a  und  b  die  Halbachsen,  so  besteht  für  s  die  Kclatiou 


2  1.1 


»2  ~  a2  + 


and  es  ist 

Dabei  ist  s  ein  Halbmesser  der  Ellipse,  welcher  gegen  die  Achsen 
um  45°  geneigt  ist. 

Zieht  man  durch  die  Scheitelpunkte  Tangenten  und  in  dem  ent- 
standenen Rechtecke  die  Diagonalen,  beschreibt  man  ferner  mit  * 
als  Radius  um  einen  Ellipseupunkt  als  Centrum  einen  Kreis,  so  bil- 
den die  Verbindungslinien  zweier  Durchschnittspuukte  von  Ellipse 
und  Kreis  mit  den  bezüglichen  Durchschnittspunkten  der  Diagonalen 
und  dem  Kreise  einen  rechten  Winkel. 

Die  Annahme  A  =  0  oder  cosyj  +  cosyg-f-  cosy3  =  0  würde  uns 
auf  eine  Hyperbel 

'  «2C0S2«      *2C0SC  =    1    *       a2  —  l- 

2sino2  2coßa2 

geführt  haben. 

4o2 

Dio  Annahme  B  «=  0  oder  R  =  — s-  =  1,  das  ist 

8" 

8 


führt  wiederum  zu  einer  Ellipse 


*2  8*        -  ** 


4sina4  4cosa* 

worin  *  =  .  ,  -  das  harmonische  Mittel  zwischen  den  Halbachsen 

A  -f-  x> 

bedeutet,  und  es  ist 

tgo-  = 
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Allgemein  ist  bei  der  Annahme  y  =»  Constante  die  Gleichung  37) 
die  Polargleichung  einer  Ellipse 

cx\\  ^Bin  a*  ,  y*cos  a*  _ 

by)  cosi«*  "t"siiif»»  ~  *' 

worin 

cos  im*     sin  j ca*  1 
tg«.tg2 

Die  Grössen  «  und  a  sind  wie  man  sieht  leicht  construirbar  und 
das  vorhin  Gesagte  bezüglich  y  «=  90°  gilt  hier  allgemein  für  y  -=» 
Const. 

Wir  werden  diese  Sätze  nachher  verallgemeinern. 

Die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Sätze  und  Formeln  über 
die  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  des  Kreisvierecks, 
den  Polen  und  Polaren  sind  übrigens  hiermit  noch  nicht  abge- 
schlossen, wir  werden  dieselben  später  auf  dem  Wege  der  elliptischen 
Integrale  wieder  aufnehmen  und  im  Anschluss  an  das  Vorige  fort- 
setzen. 

III.  Teil. 
§  17. 

Die  in  den  beiden  ersten  Teilen  entwickelten  Methoden  wollen 
wir  jetzt  auf  die  Kegelschnitte  anwenden. 

Die  4  Schnittpunkte  eines  Kreises  und  einer  Ellipse  verbinden 
wir  mit  dem  Kreismittelpunkt  und  bezeichnen  die  4  Winkel,  welche 
die  Radien  mit  der  Verbindungslinie  R  von  Kreis-  und  Ellipsenmittel- 
punkt bilden,  mit  tyu  t^3,  tf>4.  Der  Neigungswinkel  der  Linie  R 
gegen  die  grosse  Achse  der  Ellipse  sei  <p  und  der  Halbmesser  des 
Kreises  s. 

Die  Gleichung,  auf  welche  wir  geführt  werden,  ist  von  der  Form 
1)  a  +  isini^  +  ccos  i/>+</sin2i/;  +  ecos2tJ/  =  0. 

Darin  bedeuten 

a  =  Ä  V  sin  <p* + R2b*  cos  tp*  —  a'b*  +  .  **, 

2) 

b  =  —  2äs sin 9  cos  q>  (o2  —  £2), 
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2)  c  =  —  2Rs  (a*  sin     +  b*  cos  <p2), 

d=  28in2(P(a2_^' 


—  8* 

e=      -g— C082qp(a2  — ä2). 


Hieraus  erhalten  wir  sofort 

tgfai+^i+to+W  —  —  tg2g>,  also 

3) 

*t+*Vf  -  720°-2ep. 

Die  Winkel  müssen  in  dem  richtigen  Sinne  genommen  werden. 

Die  Cosinn8resolvente  der  Gleichung  1)  ist  nach  früherem 

,    2Ä2(a»sin(p*-U*C08<jp2)— 2a*b*+(a*+b*)8* 
4)     cosy3  1  —  ^  u — 5 — — cosy2 

/4Ä2  \ 
T  l  c4^(°48in<p2+£4cos<p2)  —  *  Jcosy 

2i28(a24-62)(a2sin«8— Ä2cosg>2)+2a2ÄV— (o*-i4)«2 


0. 


Wir  wollen  zeigen,  dass  diese  Gleichung  das  Problem  der  Tri- 
section  des  Winkels  in  vollster  Allgemeinheit  löst. 

Wir  gehen  dabei  von  der  bekannten  Formol 

cos  3*  =  4  cos  £3  —  3  cos  e 

aas  und  bringen  die  daraus  hervorgehende 

5)  cos  £3  —  f  cos  t  —  Jcos  3f  =  0 

mit  4)  zur  Identität.  Demnach  haben  wir  dio  Bedingungsgleichungen: 

fl2a2sin(p2+/Wcos<p2  —  a2&2+  — **  «=  0, 
4Ä2 

6)  — j  (a*sin<p2-f-&4  cos  <p2)  =  J, 

2/?2(a2  +  Ä2)  (a2  sin  <p2  -  ä2cos  <p2)+  2a  W  —  (a*  —  *  V      ,  0 

— -  ! — '  I  —  Jcos3«, 

aus  welchen  folgende  Relationen  hervorgehen: 

o4sin(p2 — Ä4cos<p2 


7)  cos3e  = 

o>  sin  OD   4-  b*  COSQP* 

d\  i. 

S)  tgjftg(p=-,. 
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=  1672* 


(a4  sin<p*-}-ft4cosg?2) 


11) 


10) 


(«»  +  36»)* 


cos  *jp2  + 


Dabei  sind  die  Winkel,  welche  in  dem,  dem  Kreise  und  der  Ellipse 
angehörigen  Viereck  die  paarweise  gegenüber  stehenden  Seiten  so- 
wohl als  auch  die  Diagonalen  mit  einander  einschlicssen,  bezüglich 


Dieso  3  Bestimmungen  rühren  daher,  dass  mit  jedem  Winkel  3f  zwei 
andere  zugleich  mit  existiren,  nämlich  18(1  ±3*. 

Wir  haben  also  allgemein  folgendes: 

Um  einen  Winkel  3?  in  3  gleiche  Teile  zu  teilen  mit  Hülfe  eines 
Kegelschnitts,  dessen  Halbachsen  a  und  b  sind,  conslruire  man  einen 
zweiten,  dessen  Achsen  aus  10)  bekannt  sind,  und  bestimmen  den  aus 
8)  hervorgehenden  Winkel  q>.  Damit  erhält  man  einen  auf  dem 
zweiten  Kegelschnitte  liegenden  Punkt  als  Centrum  eines  Kreises, 
dessen  Radius  s  aus  9)  berechnet  wird,  und  endlich  resultirt  durch 
die  Schnittpunkte  dieses  Kreises  mit  dem  ersten  Kegelschnitt  ein 
Kreisviereck,  dessen  Seiten-  und  Diagonalenpaare  bezüglich  die  dritten 
Teile  der  Winkel  3e,  180  ±3f,  d.  i.  f,  60  ±e  mit  einander  ein- 
schliessen. 

Wir  wählen  einige  specielle  Formen  der  Kegelschnitte ,  um  die 
Formeln  und  Gleichungen  zu  vereinfachen. 

Der  erste  Kegelschnitt  sei  die  gleichseitige  Hyperbel 


Der  zweite  Kegelschnitt  10)  hat  demzufolge  die  Gleichung 


fällt  also  mit  dem  ersten  zusammen,  und  ist  demnach  diese  Curve 
für  die  Trisection  im  Besonderen  recht  geeignet. 

Die  Gleichung  9)  für  den  Radius  *  des  Kreises  geht  über  in 


12) 


y,  =  60<>-H, 
y3  =60°-*. 


14) 


s  =  211 
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und  7)  wird,  wenn  wir  noch  beachton,  dass  in  unserm  Falle  dio 
Gleichung  4)  für  y  —  180  —  y  gesetzt  das  Absolutglied  im  Zeichen 
umkehrt  und  damit  jeden  Winkel  y  in  seinen  Nebenwinkel  umwandelt, 

2q>  —  3*. 

Das  Vorstehende  konnte  auch  aus  der  allgemeinem  Formel  für 
die  gleichseitige  Hyperbel  aus  4)  abgeleitet  werden,  sie  ist : 


15) 


,  ,  7?*COs2qp—  a2       ,  .  /7?2       \  a2 
cosy3H  jt  cosy2  +  \^  -  1 J  cosy+     -  0. 


Unter  diesen  Einschränkungen  fassen  wir  das  Obige  folgeudermassen 
zusammen. 

Um  einen  Winkel  3e  in  3  gleiche  Teile  zu  teilen,  bestirameu 
wir  vermöge  qp  =  ^  *n  c^ncr  gleichseitigen  Hyperbel  den  Polar- 
winkel <jp-,  um  den  dadurch  erhaltenen  Hyperbelpunkt  beschreiben 
wir  mit  2R  =  s  einen  Kreis,  das  bezügliche  Kreisviereck  gibt  alsdaun 
in  der  oben  beschriebenen  Art  die  betreffenden  Winkel  f,  60°j_f. 

Wir  kehren  wieder  zur  Kegelschnittsgleichuug  10)  zurück  und 
raachen  die  Annahme  bs  =  —  3a2. 

Dieselbe  führt  also  wiederum  auf  eine  Hyperbel 

16)  a2  ~  3A2  =  *' 

deren  grosse  Halbachse  a  und  deren  Excentricitüt  c  =  2a  ist. 

Aus  10)  folgt 

17)  27?cosqp  =  a, 

aus  9)  aber 

18)  =  /?2sin(p2+(ia)2. 

Die  Curvc  10)  wird  also  zu  einer  auf  der  Abscisscnaehse  senkrecht 
stehenden  Geraden,  welche  vom  Mittelpunkt  der  Hyperbel  um  ^  und 

also  von  einem  Brennpunkt  um  $a  entfernt  ist.  Mithin  geht  der 
Kreis  durch  diesen  Brennpunkt  und  einen  Scheitelpunkt  der  Hyperbel. 
Endlich  ist  vermöge 

19)  tgjUtg<jp=3 

der  Winkel  3f  dem  Centriwinkol  gleich,  welcher  von  den  Radien  nach 
dem  einen   Brennpunkt  und  dem  entfernteren  Scheitelpunkt  der 
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Hyperbel  gebildet  wird.  Die  Trisection  des  Winkels  3«  ist  demnach 
auch  in  diesem  Falle  sehr  leicht  und  an  die  einfache  Constructioa 
einer  Hyperbel  geknüpft.  Wir  kommen  nachher  auf  dieselbe  noch 
einmal  zurück. 

Bezüglich  der  Formel  8)  bemerken  wir  beiläufig,  dass  man  den 
zu  OP  zugehörigen  conjugirten  Halbmesser  OQ  des  Kegelschnitts  in 
der  Art  findet,  indem  man  P  mit  einem  Brennpunkt  verbindet,  auf 
dieser  Strecke  die  Halbachse  o  von  P  aus  abträgt  und  den  End- 
punkt mit  dem  Mittelpunkt  O  verbindet  Verlängert  man  diese 
Verbindungslinie  bis  zum  Kegelschnitt,  so  erhält  man  den  conjugirten 
Durchmesser.  Bei  einer  Hyperbel  ist  OQ  der  Radiusvector  der  Com- 
plementarbyperbel. 

§  18. 

Auf  die  im  vorigen  §  in  1)  —  12)  entwickelten  Formeln,  welche 
den  Fall  a  =  0,  b*+c*  =  oder  die  Trisection  des  Winkels 

einschliessen ,  lassen  sich  die  Gleichungssysteme  des  §  13.  mit 
Leichtigkeit  anwenden. 


Nach  denselben  ist 


20) 


Ausserdem  folgen 


«=»  cosy  =  cos  6, 
2^  ~  -  cos  (60°-*), 
=  -cos  (600+0 


=  sin  f , 


Ä--,in(60<>+<), 

woraus 

22)  &,S4  —  SbS6  =  l'2plP» 

und  durch  Elimination  von  cose  und  sin«  und  den  übrigen  resultirt 

23)  48p,  W+ 5,  »S,  *  =  12**. 
Wegen 

S* 
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erhalten  wir  ans  23)  nach  einigen  Umgestaltungen  allgemein 

24)  3#»  -  S*. 

Das  in  §  16.  abgeleitete  Kreisviereck,  welches  mit  der  Trisection 
des  Winkels  verknüpft  ist,  hat  die  Eigenschaft,  dass  zwei  Seiten  und 
eine  Diagonale  desselben  von  gleicher  Grösse  S  sind,  und  also  ein 
gleichseitiges  Dreieck  bilden. 

Die  andere  Diagonale  und  die  übrigen  Seiten  St  und  5,  sowie 
die  darauf  errichteten  Normalen  j>3,  f>„  />,  haben  bezüglich  die  Rela- 
tionen 

*  +  *  +  0, 

Ans  24)  gewinnen  wir  noch  folgenden  Satz: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  in  einen  Kegel- 
schnitt einbesebriebenen  gleichseitigen  Dreiecke  ist  ein  Kogelschnitt, 
dessen  Gleichung  10)  ist 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  p,  oder  dio  Verbindungslinie 
des  Kreismittelpunktes  und  des  Durchschnittspunktes  der  Mittellinien 
pty  *Y»  *a  mit  den  letzteren  macht,  mit  tf„  ö*8,  so  sind  leicht  die 
folgenden  Relationen  nachzuweisen : 

.  .  =    sin  2f  sin 2(30°+ Q  sin  2(30°— Q 

*  1    i  +  cos  2f f       *  ~  i  —  cos  2(30°- iy   ^  3  ~  4  -  cos  2(30°+« ) 


§  19. 

Es  liegt  nahe,  die  vorstehenden  Resultate  auf  den  irreductibela 
Fall  der  kubischen  Gleichung  anzuwenden.  Derselbe  kann  in  foK 
gender  Art  geometrisch  gedeutet  werdon. 


Aus  20)  folgt 
ood  weil 


2ppt  =»  #2cosf, 


s 

2 


ist 

26)  p,  =  «cosf, 

und  e  ist  ein  Pcriphericwinkel. 

Für  den  irreductibeln  Fall  der  kubischen  Gleichung 
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27)  y3  _  Px_Q  a  0 

folgen  aus 

cos  3s  =  — - 

bekanntlich  die  Wurzeln 

x  =  V^Pcosf  etc., 

also  ist,  weun 

p  =  },»  «  3i?8  (gleichseitige  Hyperbel) 

und  demnach 

COs3e  - 
gesetzt  wird,  die  eine  Wurzel 

28)  arj  =  pi 

und  die  betreffende  Gleichung  wird 

29)  a-3  —  3J22*—  2/?3cos3?  =  0, 
oder  wegen  3?  =  2<p  und  Ä2cos2qp  «=  a* 

30)  *3-3/?*r-2/?a2  «  0, 
deren  Wurzeln  die  Normalen  ;>„  pt,  pa  sind. 

Fassen  wir  das  Obige  zusammen,  so  erhalten  wir  bezüglich  der 
geometrischen  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  mit  3  reellen 
Wurzelu  Folgendes: 

Liegt  die  kubischo  Gleichung 

x*—J>?  —  Q  =  0 

vor,  so  ergibt  die  Formel 

3Q 

cos2qp     cos3f  = 


den  Winkel  <p  als  Polarwinkel  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  dessen 
zugehöriger  Radius  R  «=  ^  einen  Punkt  derselben  bestimmt,  um 

welchen  man  mit  2Ji  einen  Kreis  beschreiben  muss,  um  in  den 
Schnittpunkten  desselben  mit  der  Hyperbel  ein  Kreisviereck  zu  ge- 
winnen, für  welches  die  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  drei 
bezüglichen  Seiten  (Diagonale)  gefällten  Normalen  die  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung  sind.  Hiernach  ist  der  bekannte  Hülfswinkel 
3f  geometrisch  definirt. 

Ferner  erhalten  wir  aus  den  Formeln  21) 
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31)  SS'  —  Vl2*2sinf, 
and  weil 

32)  S'«=2*sinf. 

Wenden  wir  diese  Formeln  an  auf  die  Gleichung 

x3—  Px — Q  «=  0  (Casus  irreductibilis), 
indem  wir  setzen 

iP  =  4**, 

also 

p  =  3*»  =  12/e2, 

so  erhalten  wir  die  kubische  Gleichung 

x8-l2/?».r  — 167?8sin2(p  =0  (siehe  I.  Form.  2G) 

S1 

oder,  wenn  wir  die  halben  Seiten     =  y  einführen, 

33)  3,3  —  3Ä*y  -  211*  8in  2q>  -  0. 

Diese  Gleichung  ist  das  Correlat  zur  Gleichung  29),  ihre  Wur- 
zeln sind  die  halben  Seiten  des  Kreisvierecks. 

Auch  dieses  zusammenfassend  erhalten  wir  folgende  zweite  ana- 
loge Autlösung  der  kubischen  Gleichung 

x*—Px—Q  =  0. 

Die  Formel 

sin  2<p  =  sin3f  =  — 7= 

pV$p 

ergibt  den  Polarwinkel  q>  einer  gleichseitigen  Hyperbel;  indem  wir 
um  den  zugehörigen  Hyperbelpunkt  mit  dem  doppelten  Radiusvcctor 
einen  Kreis  beschreiben,  erhalten  wir  durch  die  Schnittpunkte  des 
Kreises  und  der  Hyperbel  das  Kreisviereck,  in  welchem  zwei  bezüg- 
liche halbe  Seiten  und  eine  halbe  Diagonale,  sofern  dieselben  nicht 
dem  gleichseitigen  Dreieck  angehören,  die  Wurzeln  der  reducirteu 
kubischen  Gleichung  sind. 

Endlich  ziehen  wir  noch  die  Gleichung  41))  im  II.  Teil  in  den 
Kreis  unserer  Betrachtungen. 

Dieselbe  geht  für  den  irreductibeln  Fall  über  in 

**)  (ff- 1(5  +  9  cot  3**)  Q  +  27  ( +  27-0. 

Hierbei  sind  die  t  die  Tangenten  von  den  3  Durchschnittspunkten 
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der  paarweise  gegenüberstehenden  Seiton  und  der  Diagonalen  des 
Kreisvierecks  an  dou  Kreis.  (Für  den  inuern  Punkt  ist  natürlich  / 
die  betreffende  halbe  Sehne.) 

Aus  der  Gleichung  folgt 
und  die  schon  bekannte 


<r*  ^  <**  ^  '3*  *» 


0. 


Wir  führen  ein  dio  Relation 


dann  folgt  aus  der  Gleichung 

35)  *s  -  3Ä**  -I-  2/?3  sin  3f  -  0, 

welcho  mit  33)  identisch  ist,  zunächst  wogen  des  Fehlens  des  ersten 
Gliedes 

1  1  1 

36)  —A=  +  -7=4-.=  4-       *_^r  —  0, 

v^+s1  vv+s1  v^+s1 

und  noch 

37)  s  - 


Substituireu  wir  in  34) 

us  —  ~. 


so  erhalten  wir  aus 


-*(2^3,)5M+i=° 


§  19. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  die  gleichseitige  Hyperbel  im  Stande 
ist,  auch  die  übrigen  Fälle  der  kubischen  Gleichungen 

39)  x*±rsc—  Q  =  0, 

auf  welche  die  Cardanische  Formel  Anwendung  findet,  geometrisch 
aufzulösen  und  wollen  zugleich  die  Bedeutung  der  in  der  goniometri- 
schen  Auflösung  vorkommenden  Hülfswinkel  nachweisen. 
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Nach  der  genannten  Methode  sind  für  die  Form 

40)  x*  +  F*+Q*-0 

die  Hülfswinkel 

4/>s 

41) 

tg/3  =>  Vtg«, 
zu  berechnen,  und  es  ist  die  reelle  Wurzel 

42)  x  —  Vp»cot  20. 
Ebenso  hat  man  für 

43)  y*-i>y-Q=z  0,  wenn  4/'3  <  27Q-', 
die  Hülfswerte 

•ob  4/53 

Sin  2«8  -  2yQ2 

44) 

tg/3  =  Vtga, 

zu  berechnen,  und  die  reelle  Wurzel  ist 

45)  y  -  V  fP:  sin  2/3. 

Von  dem  Punkte  /i'(<p)  der  gleichseitigen  Hyperbel  fällen  wir 
eine  Senkrechte  auf  den  andern  Ast  derselben,  uud  bezeichnen  den 
Winkel,  den  die  verlängerte  Normale  mit  der  grossen  Achse  macht, 
mit  Ö.  Den  Fusspunkt  der  Normale  verbinden  wir  mit  dein  Mittel- 
punkt der  Hyperbel  O,  und  bezeichnen  den  neuen  Kadiusvector  mit 
r;  derselbe  schlicsst  ebenfalls  mit  der  Hauptachse  den  Wiukel  8  ein. 
Aus  der  Formel 

46)  7?siu(<p  —  S)  =  r  sin  2G> 


eliminiren  wir  r  vermittelst 


cos  20* 

nud  erhalten  nach  einigen  Umformungen  die  kubische  Gleichung 
47)  tg2e3+Jtg2e—  Jtg2y  -  0. 

Wenden  wir  auf  dieselbe  die  Auflösung  40)  bis  42)  an,  so  finden 
wir  sofort,  dass  «  der  Winkel  zwischen  dem  Itadiusvector  Ii  und  d««r 
zugehörigen  Asymptote,  und  dass  ß  der  Winkel  zwischen  dem  Kadius- 
vector r  und  der  andern  Asymptote  ist. 

Teil  LXX.  \2 
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Nennen  wir  ferner  den  Winkel,  welchen  der  verlängerte  Radius- 
vector  7?  mit  r  einschliesst  u,  so  ist 

48)  J?*cos2(u  —  S)  =  a2, 

und  nach  ähnlichen  Umformungen  wie  vorhin  resultirt 

49)  tgu3-f3tgu  — 2tg2g>  =0, 
also  ist 

tg«  =  2tg20. 
Indem  wir  noch  die  Ilyperbelschnc 

50)  z  =  rtgu 

einführen  und  bemerken,  dass  der  Winkel  zwischen  r  und  x  ein 
Rechter  ist,  so  geht  durch  diese  Substitution  49)  Uber  in 

51)  xS  +  3r*x  —  2rstg2<p  =  0. 
Um  nun  die  kubische  Gleichung 

aufzulösen,  ergibt  der  aus 

4/3  3 


tg2«2 


27  Q* 


berechnete  Winkel  o  als  Winkel  zwischen  der  Asymptote  uud  R 
eiuen  Hyperbelpunkt,  welchen  wir  mit  O  verbinden  und  bis  zur 
andern  Hälfte  der  Curve  verlängern.  Ein  über  der  Verlängerung 
construirter  Halbkreis  ergibt  in  der  dadurch  entstehenden  Hyperbel- 
sehne die  reelle  Wurzel  der  kubischen  Gleichung.  Der  Halbkreis 
kann  auch  über  dem  Radius  R  construirt  werdeu. 

Um  endlich  die  Gleichung  43)  aufzulösen,  transformiren  wir  47) 
in  die  Form 

cos 2Ö3  ~~  *  C08 2 £  —  4cös 2^  ~  °' 

Die  Normale  y  zwischen  den  Punkten  R(<p)  und  r(ö)  oder 

2r 

48)  cos2ö  =  - 

y 

in  47)  eingeführt  ergibt 

2r3 

y         9     cos  2g> 

als  Correlat  zu  51).  Die  Methode  der  Auflösung  der  Gleichung  43) 
ist  analog  der  für  40),  nur  ist  jetzt  die  Normale  y  oder  dio  Sehne 
zwischen  den  getrennten  Hyperbelästen  dio  Wurzel  der  betreffenden 
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Gleichung.  Die  Hülfsgrössen  41)  und  44)  haben  also  hiermit  ihre 
geometrische  Erkläruug  erhalten. 

Eine  Modifikation  der  letzten  Gleichung  geht  noch  aus  15)  her- 
vor, welche  Gleichung  jetzt  die  Form  hat 

/  R~      \  o2 

50)  cosys-|- \-jf  —  1  j cosy-j- <2  «=  <\ 

worin  R  ein  Radiusvector,  *  ein  beliebiger  Kreisradiu9  ist. 

Soll  der  Kreis  den  andern  Hyperbelast  berühren,  so  mnss  die 
Discriminante  verschwinden.  Der  Radius  *  wird  zur  Normale  y  und 
die  Discriminautengleichung  D3  =  0  gibt 

51)  yf-.yiyt;,,*— Ä*«  o. 
Auf  die  Gleichung  49) 

tg«+itg«»  =  3  tg  2«jp 

werden  wir  in  einer  andern  Abhandlung,  in  welcher  wir  die  oben 
dargestellte  Methode  der  geometrischen  Auflösung  der  reducirten 
kubischen  Gleichungen  auf  audorm  Wege  ableiten  werden,  wieder 
zurückkommen. 


§  20. 

Aus  einzelnen  Gleichungcu  dieses  Abschnittes  lassen  sich  mannig- 
fache Folgerungen  ziehen,  so  können  wir  in  der  Rcsolveutc  4)  cosy 
oder  y  als  constant  betrachten  und  die  betreffende  Polargleichung 
suchen.  Führen  wir  diesen  Gedanken  durch,  so  ergibt  sich  als 
schliessliches  Resultat  die  Kegelschnittsgleichung 

52)  (, + *  cot  rf-  y  (i + £  tg  £)  =.  A«  (;,  -  ;s). 

*  findet  man  aus 

53)  +  °inlf  -  !,. 

os  Ut  also  ein  Halbmesser  de9  Kegelschnitts. 

Führt  man  einen  bekannten  Hunswinkel  ein,  so  wird  die  obige 
Gleichung 

cosa*      sin«2      08  V  rV 
Legen  wir  also  eine  Ellipse  zu  Grundo,  so  ist  eine  Hyperbel 

12* 
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der  geometrische  Ort  der  Centra  der  Kreise,  deren  Radien  -=  und 
deren  Schnittpunkte  mit  der  Ellipse  Kreisvierecke  liefern,  in  welchen 
einer  der  Winkel  zwischen  den  gegenüberliegenden  Seiten  eine  con- 
stante  Grösse  behält. 

Hätten  wir  dagegen  eine  Hyberbel  zu  Grunde  gelegt,  so  würden 
wir  eine  Ellipse  als  geometrischen  Ort  der  gedachten  Kreise  erhalten 
haben. 

Gehen  wir  ferner  auf  86)  I.  Teil  zurück  und  setzen  fest,  dass 
y,+y2+y3  =  180°  oder  y,-}-yÄ=y3  ist,  so  erhalten  wir  für  den 
ersten  Fall  den  Kegelschnitt 


80) 


i2sin     +   L1 — -  C08<p*  «= 


4b* 

«  =      R  cos  <py 


und  für  den  zweiten  Fall 

81)  &2cos(p2  +  a      "'^4 — sin<p2  — 

4a* 

s  =»  j-Äsinqp. 


a%* 
R*' 


Die  Gleichungen  werden  noch  einfacher,  wenn  wir  die  Bedin- 
gungen b*  —  —  3<i2  oder  b*  «-  —  a*  einführen,  wir  würden  damit  auf 
schon  betrachtete  Verhältnisse  zurückkommen. 

Ferner  folgt  aus  4)  die  Ellipso 

R* 

82)  -y  (a*  sin  q>*  +  b*  cos  <p2)  =  q*. 

c 

Da  *  ausfällt,  so  haben  wir  allgemein  den  Satz,  dass  concen- 
trische  Kreise  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  einem  Kegelschnitte 
Kreisviereckc  liefern,  deren  Mittellinien  sich  alle  in  Einem  Punkte 
schneiden.  Die  gegenüberliegenden  Seiten  wie  die  Diagonalen  stehen, 
wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  symmetrisch  gegen  die  Achsen. 

Zieht  man  nämlich  durch  einen  beliebigen  Punkt  i?(t/>)  in  der 
Ellipsencbene  eine  Gerade,  welche  mit  der  grossen  Achse  den  Winkel 
t  bildet,  so  ergeben  sich  die  durch  die  Ellipse  und  den  Punkt  be- 
stimmten Strecken  jener  Geraden  aus 

83)  x*(a* sin  t2-f  b*  cos  t2)  +  2* .  Ria*  sin  r  siu  t/>  +  b* cos  t  cos  t/>) 

+  R*(a*  sin  ys  +  b*  cos  ty*)-aW  =  0. 

Drehen  wir  die  Gerade  um  den  Punkt  7?(if0,  bis  ihre  zweite  Lage 


■ 
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mit  der  ersten  symmetrisch  gegen  die  JC-Achso  ist,  d.  h.  setzen  wir 
r=  180°— t,  so  bleibt  das  Product 

anverändert,  so  dass  dnreh  die  entsprechenden  Schnittpunkte  ein 
Kreis  geht. 

Dio  Achsen  der  obigen  Ellipse  stehen  zu  q  in  der  Beziehung 

1  _  1  1 
A      B  q 

ausserdem  folgt  noch 

B  a* 

and  aus  II.  44) 

Endlich  resultirt  aus  4)  noch 

^cotqp  =  tg^tg^tg^=-tg^. 
* 


§  21. 

Das  Problem  der  Normalen  der  Ellipse  scheint  bis  jetzt  noch 
nicht  allgemein  gelöst  worden  zu  sein,  so  einfach  dasselbe  auch  ist. 
Wir  wollen  zeigen,  dass  die  im  I.  Teil  entwickelten  Methoden  die 
vollständige  Auflösung  dieser  Aufgabe  enthalten. 

Der  Punkt  in  der  Ebene  der  Ellipse,  von  welchem  aus  die  Nor- 
malen gezogen  werden  sollen,  habe  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
der  Curvo  die  Polarcoordiuaten  R{a).  In  den  Fusspunkten  der  Nor- 
malen ziehen  wir  senkrecht  zur  grosson  Achse  Gerade  bis  zum 
Durchschnitt  mit  dem  um  das  Centrum  mit  der  grossen  Halbachse 
beschriebenen  Kreise,  verbinden  diese  Schnittpunkte  mit  dem  Mittel- 
punkt und  bezeichnen  die  hierdurch  mit  der  -X-Achse  eingeschlossenen 
Winkel  mit       qp2,  etc. 

Entwickeln  wir  nun  dio  Bedingungsgleichung  für  das  Senkrecht- 
stehen der  Normalen  der  Ellipse  in  der  Form 

a  +  *sing>  +  ccosqp+rfsin2<j>-f-ecos2<p  0, 


so  finden  wir 


]£2  Oekinghaus:  Trigonometrische  Auflötung 

a  «=»  0, 

b  =  a  COS  a, 

c  =  6sina, 

85)  o* 

ö  —  0. 

Demzufolge  ist  die  Cosinusresolvente 

86)  cosy3+(  ~  R2  —  1  jcosy+-^-sin2«  -  0, 

deren  Wurzeln 

Yt  =  i(9i  +  9*  —  9a  —  94)  etc. 

sind. 

Man  bemerke  die  aus  dem  Fehlen  des  2.  Gliedes  hervorgehende 
Formel 

87)  cos  i(9i  +  <p2  -  <p3  —  qp4)  +  cos  i(<)P,  —  9*  +  9»  —  9>4) 

+  cos  i(g>,  —  9*  —  9s  +  V*)  =  0, 

und  ferner 

88)  tg  i(9i  +  9s  +  9s+94)  —  -  =  «, 
woraus 

9i  +  9i+93  +  94  =  180°, 

und  man  wird  erkennen,  mit  welcher  Leichtigkeit  unsere  Methode 
zu  diesen  bekannten  Formeln  führt,  welche  ohne  sie  nur  auf  be- 
schwerlichem Wege  gefunden  werden  können. 

Ferner  beschreiben  wir  um  einen  Punkt  R'(ct')  mit  einem  Ra- 
dius «  einen  Kreis,  ziehen  wie  vorhin  nach  den  Durchschnittspunktea 
der  Curven  senkrecht  zur  grossen  Achse  Gerade  bis  zum  Kreise  um 
die  Ellipse,  und  bezeichnen  die  Winkel  zwischen  den  von  den  neuen 
Durchschnittspunkten  nach  dem  Mittelpunkte  gezogenen  Radien  und 
der  Achse  mit  qpj,  <p2,  etc. 

Die  Constanten  der  Bedingungsgleichung  in  der  Form 

a-f-£sin<p  . . .  etc. 

sind 

a  =.  a2+b2  —  2(*8  —  72'*), 
b  4bR's\na\ 

89)  c  4ai?'cos  «' , 

rf  =  0, 

€  =  C2. 

Die  Resolvente  der  Kreisgleichung  ist  demnach,  wenn  a  =  0, 
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90) 

cosy'H-U  JT»— l)co8y'-4     K      \A  «=0. 

Ferner  folgt  wegen  d  =»  0 

^1  +  ^  +  ^3  +  ^1  =  0- 

Sollen  nun  die  beiden  Resolventen  identisch  sein,  so  ergeben 
sich  durch  Gleichsetzen  der  Coefticienten  gleich  hoher  Potenzen  aus 
beiden  Gleichungen  die  Bedingungen 

AR'1  R2 

—f- (o2cosa'2+^28iUOf'*)  =  -4-(o2cosa8+Ä28in«8), 

91) 

t  „,,(a*cosa'»  — &*sin«'*)      abR*  a 
4Ä"  ^  ^  =  ^r-sin2a, 

woraus  wir  nach  einigen  Umänderungen  die  einfachen  Relationen 
erhalten 

l  +  -tg« 

92) 

,2  R*  ab  sin  2a  

4Ä  _a*cosa'*-6*sina'*' 

dieselben  können  auch  in  folgenden  Formen  auftreten 

fr 

R'cob  «'=  2^y~2  ^* cos  ft  +  ^  siü 

93) 

Ä'sin  a'=  21^2  ^  008  a  ~~ h  sin 
Führt  man  die  Projectioncn  ein,  so  ist 

™}  2a-|/2  '      90  2AV2  ' 

womit  sich  verbindet 

95)  ,s_!L±-A  +  Ä's 

Die  1.  Formel  von  92)  vereinfacht  sich  sehr  bei  Einführung 

leicht  construirbarer  Winkel  tg0  =  ^tg«,  tg/3'—  ^tga'  und  es  ro- 
soltirt 

96)  0'=45°-p. 
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97) 


Verlängert  man  nämlich  den  einen  Schenkel  des  Winkels  «  bis  zum 
Kreise  und  fällt  vom  Durchschuittspuukto  bis  zur  Ellipse  eine  Senk- 
rechte zur  Achse,  so  ergibt  sich  bekanntlich  der  entsprechende  Polar- 
winkel ß  uud  ähnlich  ß'. 

Vermittelst  dieser  Construction  erhalten  wir  bei  gegebenem  « 
den  entsprechenden  Winkel 

Ferner  ist  \{a  cos  a  +  b  sin  a)  leicht  construirbar. 

Aus  der  Identität  der  Wurzeln  resultiren  nun  die  Beziehungen 

?i  +  9>s  —  «Ps  —  <Pt  =  ^1  +  ^2  —  ^3  —  ^1 
Vi—  <*>2  +  <P3  —  <P4  =  ^'1—^+^3  —  V*, 
<Pi~  Vt  —  V3  +  V4  ~  ^1  —  ^3  — ^3+^4» 
Vi  +  Vs+Vs+V*  =  ^,  +  ^+1^3  +  ^  +  180°. 

Durch  Combination  dieser  Formeln  finden  wir 

q>,  -  ^+45°, 
i/,8  +  45°, 
Vs  -  ^3  +  45°, 
<*>4  =-^  +  45°. 

Diese  Relationen  geben  die  Lösung  des  Problems. 

Um  den  Sinn,  in  welchem  die  Winkel  <p  und  t/>  zu  nehmen  sind, 
festzustellen,  wählen  wir  den  Punkt  /?(«)  im  1.  Quadranten,  und 
nehmen  die  Winkel  unterhalb  der  X-Achse  g>j,  <p8,  g>3,  von  der  Rech- 
ten zur  Linkcu  fortgehend,  positiv,  dagegen  <p4  negativ.  Dasselbe 
gelte  bezüglich  der  Winkel  \p. 

Die  Entwickelung  liefert  demnach  folgendes  Resultat. 

Um  von  ciuem  Punkte  /?(«)  die  Normalen  an  die  Ellipse  zu 
zieheu  construire  man  nach  den  Proportionen 

a  V2:  J(rtC08«  +  6sina)  =  R:p\ 
99)  ^y2:}(acoso  — Äsin«)  -  lliq', 

die  Coordinaten  />',  q  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  vom  Radius 


08) 


100)  ..j/?±*J  +  ^t. 

Dieser  um  Ji'(ct')  beschriebene  Kreis  trifft  im  Allgemeinen  die 
Ellipse  in  4  Punkten,  durch  welche  wir  Senkrechte  zur  Jf-Achse  bis 
zum  Kreise  um  die  Ellipse  ziehen,  tragen  den  Gleichungen  98)  zu- 
folge von  den  Schnittpunkten  an  Bogen  von  45°  in  entsprechender 
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Weise  ab,  dann  treffen  die  von  hier  zur  X- Achse  gefällten  Senk- 
rechten die  Ellipse  in  den  Fusspuukten  der  Normalen. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  Discriminautc  der  Gleichung  auf 
die  Evolute  der  Ellipse  führt. 

Eine  andere  Methode,  Normalen  an  die  Ellipse  zu  ziehen,  wollen 
wir  ohne  Resolvente  entwickeln. 

Die  typische  Form  trausformiren  wir  in  eine  andere,  in  welcher 
•Jqp  statt  tp  vorkommt.  Die  Constauten  sind  für  die  Normalen  und 
den  Kreis  in  Uebcreinstimmung,  wenn  wir  setzen 


«»  cos  a» +  6' sin  q»  2Qr'  — /?'*) 

^  1  T 


b  —  — 


101)   c  = 


4Ä* 

fi2C08a2+  62siua*  4a7?'eoSft' 


c 


*  c* 


47?' 

2ab  sin  er  cos  a  V>  R ' sin  a 


4Ä* 

el—  1  —  1, 

e  =  0  —  0. 

Hieraus  entwickelt  sich 

tgß  -  jtg«, 
6 


tg«r'-  tg2ft 


102)  ,  .     ,      ,     R*    .  0 

/?  sin  <p  «=  g  -=•  -f  a  sin  2er, 

cos  2p 

Die  beiden  ersten  Formeln  geben  mit  Leichtigkeit  den  Winkel 
aus  der  dritten  ergibt  sich  die  Ordinate  des  Kreiscentrums  und  aus 
der  vierten  der  Radius.    Der  Kreis  bestimmt  dann  iu  den  Winkeln 
ty„  l^j,  etc.  die  folgenden,  den  Normalen  entsprechenden  Winkel 

Vi  —  y 

103) 


2  ' 

und  damit  die  zugehörigen  Fusspunkte. 
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§  22. 

Schliesslich  wollen  wir  unsere  Methode  noch  auf  die  Normalen 
der  Hyperbel  anwenden.  Die  Resultate  sind  indes  weniger  einfach, 
als  bei  der  Ellipse 

Analog  dem  Vorhergehenden  finden  wir,  wenn  wir  den  Punkt, 
von  welchem  aus  Normalen  gezogen  werden  sollen,  mit  R(n)  be- 
zeichnen, als  Gleichung  für  die  Normalen  die  Form  a  +  Asinqp  . 
in  welcher  q>  der  Winkel  ist,  der  bei  der  Construction  der  Hyperbel 
vorkommt  und  mit  den  Coordinaten  derselben  verknüpft  ist  durch 


Die  Constanten  sind 


a  =  0, 


104)  c  =»  b  sin  er, 

a 

d  =  2C08tf' 

6  —  0. 

Die  Resolvente  ist  demnach 

,     /c*  +  /?Wsina*      \  2bc*R  sin« 

Hb)  V-äTOsV  T°sy  +  7<V^sT*  =  °- 

Wir  haben  also  auch  hior 

106)  cos  i((jp,  +  <jr8  —  q>n  —  <pA)  +  cos  |(qp,  —  <jp,  -f  g>3  —  <pj 

+  cosJ(<Pi  — 9>*~     +  ==0. 

Der  Kreis  vom  Halbmesser  «  und  dem  Centrum  R'(a')  hat  in- 
folge der  Coustanten,  worunter  wir  a  =  0  setzen, 

a  =  a2-Ä'«-(aa+c8)  =0, 
Ä  =  0, 

107)  c  =  472'acosa', 

rf  —  2Ä'isin«\ 

die  Resolvente 

*  *  (  tf'*«*cos«'2        \        ,  Ä'Wcos«'1 

108) 
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Die  Identität  Terlangt  die  Bedingungen 

2i?'8inq'  _  /  B   \*      2R'cos*  =  (   A   V  A 
'         Raina       V^sino/         Rcosa       \acos«/  Asin«' 

vt*  =  A2sin«*+^, 

110) 


ß*  =  ^sill«2  — 

ferner  ist 

Art'sin«' 

HD  tgi(*i  +  ^  +  *s+^*)  -  -  t*6- 

Alsdann  erhalten  wir  aus 

112)      Kvi-fv*  — v3— v«)  =  i(^i  +  ^t  —  Vs  —  Va), 

etc. 

die  den  Normalen  entsprechenden  Winkel 

a 

Vi  —  i/>t  — 45°—  2» 

113) 

qp,  =  t//2  —  4o°  —  2»  etc. 

Eine  einfache  Coustruction  ergibt  hieraus  die  Normaleufusspunktc 
der  Hyperbel. 

Die  Construction  der  Normalen  der  Parabel  bietet  keine  Schwie- 
rigkeiten dar,  weswegen  wir  darauf  nicht  weiter  eingehen. 
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XL 

Oscillationen  eines  Bitilarpendels. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Körper  sei  an  2  Fäden  (undehnbaren,  gewichtlosen  geraden 
Linien)  aufgehängt,  die  obern  Enden  der  Fäden  (0)(1)  im  Räume, 
die  untern  (2) (3)  am  Körper  fest;  dann  kann  der  Körper  noch  4 
unabhängige  Bewegungen  machen.  Die  Schwere  des  Körpers  sei  die 
allein  wirkende  Kraft,  (4)  sei  sein  Schwerpunkt  (0)  sei  Anfang  der 
xyz,  die  x  vertical  nach  unten,  die  xy  Ebene  gehe  durch  (1).  Die 
Coordinaten  der  Punkte  (1)(2)(3)(4)  seien  durch  die  gleichen  Indices 
bezeichnet.  Ferner  seien  die  Verbindungslinien,  welche  constante 
Länge  haben: 

*  =  (02);   /,==(13);      ~  (23);    h  -  (24);    ht  «=  (34) 

Es  soll  zuerst  die  Gleichgewichtslage  bestimmt  werden.  Dann  will 
ich  solche  Fälle  der  Bewegung  in  Betracht  ziehon,  wo  nach  Verbrauch 
der  lebendigen  Kraft  jeder  Punkt  des  Körpers  auf  dem  durchlaufenen 
Wege  zurückkehrt.  In  diesen  Fällen  ist  die  Bewegung  geometrisch 
bestimmt  und  die  Geschwindigkeit  durch  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  bekannt. 

§.  1.  Gleichgewichtslage. 

Als  erste  Bedingung  des  Gleichgewichts  liegt  zu  Tage,  dass  die 
Figur  (01234)  in  eino  vertieale  Ebene  fallt.  Denn  die  Lage  des 
Körpers  i8t  bestimmt  durch  die  des  Dreiecks  (234);  er  lässt  sich 
durch  dessen  3  Seiten  ersetzeu.  Dann  wirken  in  jeder  Ecke,  incl. 
der  Spannungen,  3  Kräfte,  deren  Richtungen  in  je  eine  Ebene  fallen 
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müssen;  folglich  liegen  alle  5  Punkte  mit  deren  Verbindungen  in 
einer  Ebene,  und  diese  ist  vertieal,  weil  die  Schwerkraftsrichtung 
auch  dazu  gehört. 

Demnach  sind  die  z  aller  5  Punkte  null.    Sei  nun 

(1) 

*,=*C08f,  arj  =  /cos<3P;  a-.,  =  a*, -|- A*  cos  i/' ;  ar4  «=  3-2  +  /iCos(«p-f-tt) 
y,  =  *sint;  y8»=/sing>;  h-Jlt+*^^i  04  ■=*  2^  +  ''  sin(^  +  Ä) 
Dann  ist 

+  /*+ fc2  —  2el  cos(g>  —  *)  —  2ek  cos(tJ;  —  e)  +  2H  cos(if>  —  9)  (2) 
V  =  <*4  —         (*  -  ys)2  =  *' + A*  -  2*Ä  COS  tt 

Die  letztere  Gleichung  ist  nur  eine  Relation  zwischen  Stücken  des 
unveränderlichen  Dreiecks  (234).  Zur  erstem  kommt  daher  nur  noch 
die  Bedingung  des  Maximums  z4,  nämlich: 

—  drA  «=  /sin 989  +  h  sinC^  +  «)  3»^  M  0 
Eliminirt  man  zwischen  ihr  und  der  Ableitung  von  Gl.  (2),  nämlich 
/[^sin(qp— f)  +  ^sin(i/;— qp)]Sg)+  M/sin(rf/— f)  —  Jsin(tJ>—  7)]3t/>  =  0  (3) 
die  Differentiale,  so  kommt: 

(4) 

frsinqp[/sin(t/;— <p)  ^sin^— f)J+Äsin(i//+«)[A-siu(t^  —  qp)-r-"sin(gp — c)]»=0 
oder  in  Coordinaten  ausgedrückt: 

y^^s— +^^2(2/4—  ys)+y%(?*y%— *tVi)  —  0  (&) 

Diese  Gleichung  verbunden  mit  den  5  Gleichungen 

bestimmt  die  6  gesuchten  Grössen  x„  a-3,  ar4,  y2,  y3,  y4.  Die  Elimi- 
nation von  5  derselben  gibt  eine  sehr  hohe  Gleichung  zur  Berechnung 
der  sechsten.  Die  numerische  Berechnung  im  einzelnen  Falle  ist  wol 
noch  am  kürzesten,  wenn  man  <jp  zwischen  Gl.  (2)  uud  (4)  eliminirt, 
and  die  resultirende  Gleichung  nach  v  auflöst. 

Dagegen  kann  man  leicht  für  beliebige  Lage  des  Körpers,  für 
welche  nur  das  Dreieck  (234)  vertieal  ist,  den  einen  Aufhängepunkt  (1) 
so  bestimmen,  dass  Gleichgewicht  stattfindet.  Hier  sind  die  genannten 
6  Grössen  gegeben,  und  Gl.  (5)  drückt  die  Gerade  aus,  auf  welcher 
der  Punkt  (*,#,)  liegen  muss.  Diese  Gerade  kann  offenbar  nur  mit 
(13)  zusammenfallen,  da  mau  im  Gleichgewicht  jeden  Punkt  des  Fa- 
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dcns  (13)  fest  machen  kauu.  Dies  bestätigt  sichtlich  Gl.  (5>, 
man  sie  so  schreibt: 


Vi  Vi  o 


o 


(6) 


Die  Länge  /,  verändert  sich  mit  dem  Aufhängepuukte,  darf  also  nicht 
gegeben  sein. 


§.  2.    Oscillation  in  verticaler  Ebene. 

Die  Bedingung,  unter  der  eiu  Bifilarpendel  in  verticaler  Ebene 
osciliircn  kann,  ergibt  sich  am  schnellsten  au»  den  Laplace'schen 
Gleichuugen,  welche  die  Bewegung  eiues  Körpers  relativ  zu  seinem 
Schwerpunkt  bestimmen. 

Sind  a-,  y,  *  die  Coordinaten  des  Körperelements  dm  bezüglich 
auf  solche  im  Räume  der  Richtung  nach  feste  Axen,  und  |,  t/,  l 
bezüglich  auf  solche  am  Körper  feste  Axen,  deren  Anfang  im  Schwer- 
punkt liegt,  verbunden  durch  die  Relationen: 

ist  ferner 

q  «  ae'+a^+a^'  >  (*) 

wo  der  Acccut  die  Differentiation  nach  der  Zeit  bezeichnet,  und  wir- 
ken auf  cm  die  Compouenten  X  YZ,  so  sind  die  Gleichungeu  der 
relativen  Bewegung: 


(Fp  +  Bq  +  Dr)'+ 


(Ep+Dq+Cr)'+ 


r  Ep  +  Dq+Cr) 
p  Ap-\-Fq-\-Erx 


■f 


p  Ap+Fq+Er 
q       +  Bq-\-  Dr 


1  -  f 


\a  x 

* 

«i  y 

Y 

dm 

a%  z 

Z 

b  X 

X 

bi  y 

Y 

dm 

b2  z 

Z 

C  X 

X 

Ci  y 

Y 

dm 

c.  z 

Z 

(9) 


wo 
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Z>  =  -ftfdm;        £  F^—f^fin 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  anf  das  Bifilarpendel  anwenden, 
wenn  wir  die  Spannungen  der  Fäden  als  2  Kräfte  ansehen,  die  auf 
die  Punkte  (2)  (3)  des  als  frei  gedachten  Körpers  mit  den  Compo- 
nenten  Xs3',  und  wirkeu. 

Führt  man  die  momentane  Lage,  deren  Bedinguug  gesucht  wird, 
ein,  so  ist  zu  setzen: 

s=0  für  die  vorkommenden  Punkte, 
Z=-0  durchweg, 
c  =  c,  =  fla  «=  bt  =  0;    ct  «=  1 
a  ==•         cos  ro ;    <it  «•  —  £  «=»  sin  o> 

woraus  nach  (8): 

p  ==  ^      0;    r  =>  w' 
nnd  die  Gl.  (9)  werden: 

AV— />»'»  —  0 

'S — r4  -^3 
^3  — 2^4  >S 

Aus  den  2  ersten  folgt: 

Da  der  zweite  Factor  nicht  null  sein  kann,  wenn  das  Pendel  nicht 
still  stehen  soll,  so  muss 

D  =  E  =  0 

sein.  Beide  Grössen  bleiben  dann  null  bei  jeder  Drehung  des  Axeu- 
systems  um  die  £  Axe,  mithin  auch  bei  derjenigen,  für  welche  F  ver- 
schwindet, also  alle  Körperaxen  HauptträgheiUaxen  werden. 

Bedingung  der  Bewegung  in  der  Verticalebene  ist  demnach,  dase 
der  Körper  in  zwei  solchen  Punkten  aufgehängt  sei,  die  in  der  Ebene 
zweier  Hauptträgbcitaaxen  liegen. 

Seien  demgemäss  die  Axen  der  t$xzx  HauptträgheiUaxen,  mithin 
D  =  K  =  F=  0,  und 


Ca)' 


x  =  |  cos  09  —  rf  sin  u 
y  ~  |sin  »-f-  n  cot* 
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dann  lautet  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 
woraus,  wenn  C  =  mn: 


(10) 


(11) 


Hier  sind  noch  jr4  und  j/4  in  w  auszudrücken.  Wendet  man  die 
Substitutionen  (1)  an,  wo 

1//  »=  w-f  const. 

so  hat  mau  zunächst: 


und  nach  Gl.  (3): 

/  8in(i|/  —  <p)  —  *  sin(^  —  g) 
8i£  =  **sin(i/>  —  <p)  +  esiu(qp  —  Y) 

Gl.  (2)  lässt  sich  folgendermassen  zerlegen: 

Zvcosfi  =  ccos(i/> —  £)  —  A; ;    £8inp  =  6Sin(V —  f) 

Hiernach  wird 

£  ain(t|)  —  (p)  +  c  8in(<p  —  e)  =  Jfe  sin(t/>  —  qp) 

+  csin(v>  —  s)  cos(t/>  — <p)  —  c  cos(t/>  —  0  sin(i/>  —  rp) 
=  £  sin  p  cos(ip  —  <p) —  £'cosßsin(tJ>  —  <p) 
=  Ü8in(fi  — t^  +  v)  =  —  Esink 


d<p        e  sin(V/-~Q — /sin(A-f-M) 
dip  0  *  fcsinA 

iL-         ^cosA  ... 
—  £.1  8inA — «sin(^-f)  —  /(ecos(t/> 


->-«] 


Dies  in  (12),  von  da  nebst  dem  Werte 

*4  =»  ^[V/co8(A  —  f)  —  A7cos(A—  tjO-f- A'Acos^-f0)] 
in  (11)  eingeführt  gibt: 


(12) 


(13) 

(14) 
(15) 
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,„  jl  r  __     

V2j</  V  £y«/cos(A— t)  — ~Mcös(i— +  £[*  cos(tH-  o)  — ,/] 

)/  {*  [^äsx5^ e  8in(*  -  {>  -  «•  C08(''"  -«)-*}]  X 

^  —  £cosA    ..        v     ...  . 
 .   .      e  8in(t^  —  f )  —  kl(e  cos(if»  —  e)  —  k) 

81 Q  A 


[« 

+  2he  cos(A  -f  ^  +  a  —  e )  —  2hk  cos(A  +  o)J  -f  (A2  +  n) L2 1 


(16) 


wo  cosA  und  sinA  noch  nach  Gl.  (14)  verbunden  mit 

j  E*  =  e*  +  k*  —  2ckcos(ty—  t)  (17) 

in  y  auszudrücken  sind. 

In  Betreff  der  geometrischen  Bedeutung  vollende  man  das  Pa- 
rallelogramm (0235) ;  dann  ist 

E  =  (15) ;    A  =  Wkl.  (153) ;    «  =  Wkl.  (324) 

f,  co  die  Richtungswinkel  von  (Ol),  (23)  nnd  von  der  |  Axe  gegen 
die  Verticale ;  w  kann  man  =  machen,  wenn  man  die  |  Axe  parallel 
(23)  annimmt. 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  E  nur  constant  null  sein  kann,  wenn 
das  Viereck  (0123)  ein  Parallelogramm  ist.  Auf  diesen  Fall  ist  die 
Rechnung  nicht  anwendbar,  da  v  constant  wird,  und  Gl.  (2)  in  0  —  0 
übergeht.  Iiier  ist  die  Bewegung  des  Körpers  eine  reine  Translation 
ohne  Drehung.  Da  diese  Translation  die  des  Punktes  (2)  ist,  so 
kann  man  die  Masse  und  Schwere  des  Körpers  nach  (2)  verlegt 
denken.  Das  Bifilarpendel  schwingt  dann  nach  dem  Gesetze  eines 
einfachen  Pendels,  abhängig  allein  von  der  Länge  /  =  /,  und  dem 
Gewichte  der  Masseneinheit,  unabhängig  aber  von  der  Masse  und 
Beschaffenheit  des  Körpers. 

§.  3.    Oscillation  bei  verticaler  Bewegung 
des  Schwerpunkts. 

Nimmt  man  an,  dass  der  Schwerpunkt  des  Körpers  sich  stets 
vertical  bewegt,  und  dass  seine  horizontalen  Ebenen  beständig  hori- 
zontal bleiben,  so  hat  man,  bei  Anwendung  der  Relationen  (7), 

<*i  =      ^  b  —  c  —  0;    a  =  1 
bx  =*  ct  =  COS  ü>;    bf  ==  —  c,  =»  giu  o> 
q  =  r  -  0;    p  =  co' 
Teil  LXX-  13 
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und  findet  analog  wie  in  §.  2.,  das9  E  =  F  =  0,  daher  die  Xj  Aie 
eine  Hauptträgheitsaxe  sein  muss. 

Alle  weitern  Bedingungen  sind  offenbar  erfüllt,  wenn  J  =  Jj, 
A  =  und  arj  =  0  ist.  Man  kann  dann  stots  die  Gerade  (23)  hori- 
zontal, die  Ebene  (234)  vertical  erhalten,  so  dass  die  Mitten  von  (Ol) 
und  (23)  mit  (4)  in  einer  Verticale  liegen  und  bleiben.  Diese  Verth 
cale  ist  es,  welche  nach  dem  Vorigen  Hauptträgheitsaxe  des  Kerpen 
sein  muss. 

Wir  nehmen  die  Mitte  von  (Ol)  zum  Anfang  der  xyz,  die  Mitte 
von  (23)  zum  Anfang  der  iyt   Die  Relationen  werden: 


y  =  ij  cos  o)  —  £sin  co 
z  =  tjsiuw  +  ^cos  co 


(18) 


Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  lautet: 

mx^  +  Aco'*  «=  2gm(xi-d)  W 
da  xA  «=  a-,  +  const.  ist.   Die  Coordinaten  (xyz)  für  (0)  und  (1)  sind 

(o,  -\,  o)  und  (o,  \,  o) 
die  (tijf)  für  (2)  und  (3) 

(o,  -\  o)  und  (o,  \  o) 
daher  die  (xyz)  nach  (18) 


demnach 


k  cos  co       k  sin  co 
2    '  ~2 


  7  2  _  o-  2 


) 


und 


/       k  cos  co  Arsin 


2 


woraus: 


Eliminirt  man  hiernach  a 
man: 


Hoppe:  Oscillationen  eines  Bißlarpcndds.  J95 

Sei  /  der  Abstand  der  Parallelen  (Ol)  und  (23),  und  zur  Abkürzung 

[  ke  =  a* 

\  dann  hat  man: 

nnd  die  Gleichung  wird: 

V,l/,(«,-/J)  +  (2/,-a»+4»V-VI  = 
2g\f*(a*  -  f)  +  (2/* -  a*)x>*  - *s*  |  (*,  +  rf)  (20) 

insbesondere  für  /=a: 

*n*  -  V)  -  2<7(a*  -  *f)  (s,  +  d) 

so  dass  für  2  Werte  von  d  die  Zeit  elliptisches  Integral  wird,  näm- 
lich für 


Die  allgemeine  Gleichung  (20)  hat  die  Form: 
*,"(P»  -  *,«)  (*,»  ±  Q»)  -  2g(P0*  -  x,*)  (*,*  ±  Qo«)  (*2  +  rf)  (21) 

wo 

±  P»Q»  =  ±  P0»Q0»  =        -/»)  (22) 
die  Doppelzeichen  entsprechend  sind,  und  zwar  ist 

v  ;.PÄ-  V(la»~2n*)*+4nVa+/1-4a»+2n* 
V^*-  2n»)'  +  4n»/»-/*+  Ja»  -  2«* 

_L(P«_/*) 

9  linearen  Factoren  in  Gl.  (21)  irgend 
wäre  dies  für  obere  Zeichen  nur  mög- 

oder  d  =  P0  oder  d  =  P 
nach  (22)  immer  gleichzeitig  und 

13« 
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und  findet  analog  wie  in  §.  2.,  dass  E  =  F  =  0,  daher  die  xt  AxJ 
eine  Hanptträgheitsaxe  sein  muss. 

Alle  weitern  Bedingungen  sind  offenbar  erfüllt,  wenn  l  =  J,,- 
A  =  Äj  und  arj  =  0  ist.  Man  kann  dann  stets  die  Gerade  (23)  hori- 
zontal, die  Ebene  (234)  vertical  erhalten,  so  dass  die  Mitten  von  (Ol) 
und  (23)  mit  (4)  in  einer  Vertieale  liogen  und  bleibeu.  Diese  Vcrti- 
cale  ist  es,  welche  nach  dem  Vorigen  Hanptträgheitsaxe  des  Körpers 
sein  muss. 

Wir  nehmen  die  Mitte  von  (Ol)  zum  Anfang  der  xyz,  die  Mitte 
von  (23)  zum  Anfang  der         Die  Relationen  werden: 


y  =  7/ COS  CO  —  £8iDCü 

z  =  ijsinoj  +  fcosw 


(18) 


Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  lautet: 

mx^  +  Afo'*  =  2gm(xi  —  d)  (19) 
da  ar4  «=  aP,  +  const.  ist   Die  Coordinaten  (xyz)  für  (0)  und  (1)  sind 

(o,  -%  o)  und  (o,  |,  o) 
die  ({ijO  für  (2)  und  (3) 

(o,  -|  o)  und  (o,  \  o) 
daher  die  (xyz)  nach  (18) 

•) 

demnach 


(fccosco       JfcsinwX        ,     /      fccos»  *8inw> 
xs,  2    /     nnd     V*8'  ~~2"'  ~~2 


=  Z,*  =  r8«  +  J(Jfc  cos  g>  -  e)» + l{k  sin  a>)1 
=  V  +  i  (** + «*)  -  &e  cos  o> 


woraus : 


0  =  2*jars'+  |fcea>'sin  eo 
Eliminirt  man  hiernach  co  aus  Gl.  (19)  und  setzt  -4  =  wn*,  so  erhält 

^l|itV_^-2/<  +  ^^]+16nV}  - 
2«, |**e»-  [2V-  ^^j^]*}  (x2  +  d) 


by  Gcpglc 


Hoppe:  Oscillationen  eines  Bifilar pendeln.  195 

Sei  /  der  Abstand  der  Parallelen  (Ol)  und  (23),  und  zur  Abkürzung 

ke  =  a* 

dann  hat  man: 

' -«•+(*-?)■ 

und  die  Gleichung  wird: 

2g  (>*(a*  -  /*)  +  (2f*  -         -  *2*  |  (*,  +  <f)  (20) 

insbesondere  für  f=a: 

ar»',(a,  +  4n1  — -  2^(a2  —  V)  (*,  +  d) 

so  dass  für  2  Werte  von  d  die  Zeit  elliptisches  Integral  wird,  näm- 
lich für 

ä-a;  t--^/>-^L-|/a'+4",-V 

Die  allgemeine  Gleichung  (20)  hat  die  Form: 
*,'*(P«  -  *,2)  ftf  ±  Ql)  -  2^  (/>0>  -  wj)  (V  ±  Qo»)  («,  +  rf)  (21) 

wo 

±  P*Q*  =  ±  />0»Q0*  =  /«(„»  -  /»)  (22) 
mithin  die  Doppelzeichen  entsprechend  sind,  und  zwar  ist 

P*=  V  (Ja*  —  2»*)*  +  4n  Y» + /*  -  fi* + 2n* 

Sollten  nun  unter  den  9  linearen  Factorcn  in  Gl.  (21)  irgend 
zwei  einander  gleich  sein,  so  wäre  dies  für  obere  Zeichen  nur  mög- 
lich, wenn 

p=z  P0  oder  Q  =  Q0  oder  d  =  P0  oder  d  =  P 
wäre.    Die  ersten  2  Fälle  sind  nach         immer  gleichzeitig  und 
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geben  n  =  0,  die  2  letzten  sind  speciell  für  Q  =  =  0  schon  in 
Anwendung  gekommen. 

Für  untere  Zeichen  kommen  noch  folgende  Fälle  hinzu: 

Die  ersten  beiden  sind  wieder  gemeinschaftlich  und  fordern  /  =  o, 
wo  P,  Q,  P0  und  Q0  verschwinden,  sind  also  unmöglich. 

Fälle,  wo  sich  die  Anzahl  der  linearen  Factoren  vermindert, 
sind  also  nur  die  folgenden.  Bei  beliebigem  Anfangswert  der  leben- 
digen Kraft  reducirt  sie  sich  für  /  =  a  von  9  auf  5,  für  bestimmte 
Anfangswerte  wird  sie  um  2  vermindert  und  reducirt  sich,  wenn 
f  =  a,  für  2  verschiedene  Werte  auf  3,  wenn  f  nicht  =  a,  für  6 
verschiedene  Werte  auf  7. 
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ZU 

Allgemeiner  Satz  der  in  T.  XL VII.  S.  333. 
mitgeteilten  Uebungsaufgabe. 

Von 

Schnell. 


Die  Aufgabe  ging  dahin:  in  einem  gegebenen  Quadrate  durch 
Zeichnung  von  4  Geraden  unmittelbar  ein  Quadrat  herzustellen,  dessen 
Inhalt  gleich  einem  Fünften,  und  dessen  Mittelpunkt  der  des  ge- 
gebenen Quadrats  ist.  Lösung:  mau  halbirt  die  Seiten  und  vorbiudet 
die  Schnittpunkte  mit  gegenüber  liegenden  Ecken  der  Reihe  nach 
durch  4  Gerade;  diese  begrenzen  im  Innern  das  gesuchte  Quadrat. 

Die  Lösung  beruht  auf  einem  allgemeinen  Satze,  welcher 
sowol  Rechtecke  wie  Quadrato  begreift  und  dahin  lautet: 

„Wenn  man  auf  den  Seiten  resp.  deren  Richtungen  eines 
„rechtwinkligen  Parallelogramms  dieselbe  Seitenquote  der 
„Reihe  nach  von  den  Eckpunkten  aus  abträgt,  und  die 
„Schnittpunkte  mit  den  gegenüber  liegenden  Ecken  der 
„Reihe  nach  durch  vier  Gerade  verbindet,  so  entsteht  ein 
„inneres  homocentrisches  Parallelogramm,  dessen  Inhalt 
..sich  zu  dem  des  äussern  verhält,  wio  das  Quadrat  der 
„Differenz  zu  der  Summe  der  Quadrato  einer  Seite  und 
„ihres  Quotenabschnitts'4. 

In  beiden  Figuren  (S.  Fig.  1.  und  2.)  ist  AHCD  das  gegebene 
rechtwinklige  Parallelogramm.  AF,  BG,  CII  und  Di:  sind  die  Quoten- 
abschnitte der  Seiten  AB,  BC,  CD  und  DA.  In  I  i-  1.  ist  die 
Quote  kleiner,  in  Fig.  2.  grösser  als  die  betreffende  Seite. 
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AF  =»  CH  und    BG  =  DE 

AF  BG 
AB  ~  BC 

In  beiden  Fällen  ist  BF  resp.  CG  die  Differenz  der  zugehörigen 
Seite  AB  resp.  BC  und  ihrer  Quote  AF  resp.  BG. 

Thesit; 

1)  JKLM  ist  ein  Parallelogramm ; 

2)  es  hat  mit  ABCD  denselben  Mittelpunkt  N\ 

JKLM  BF9  CG* 

3)  ABCD  =  AB*  +  AF*  ~  BC*+BG* 

Ad  Nr.  1.  Die  Dreiecke  ABG  und  CDE  einerseits  sowie  BCH 
und  DAF  andrerseits  sind  congruent.  Als  gleiche  Transversalen 
zwischen  Parallelen  sind  AG  und  CE  sowie  BH  und  DF  zwei  Pa- 
rallelenpaare, welche  sich  schneidend  ein  Parallelogramm  bilden. 

Ad  Nr.  2.  Aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  ABL  und  CDJ 
folgt,  dass  =  CJ,  und  wenn  man  daher  A  mit  C  und  J  mit  £ 
durch  Gerade  verbindet,  so  entstehen  die  congruenten  Dreiecke  ANL 
und  CNJ\  da  hienach  AN  —  NC  und  JN  «  iVZ»,  so  ist  N  der  Hal- 
birungspunkt  der  Diagonalen  AC  und  «/£,  also  der  Mittelpunkt  der 
beiden  Parallelogramme. 

Ad  Nr.  3.   Der  Inhalt  von  ABCD  ist  =  AB.BC, 
derjenige  von  JKLM  =  KL.GO  =  LM.UP. 

Wir  wählen  KL.OG  und  bestimmen  ihre  Grösse  im  Verhältnis! 
zur  Seite  AB  und  ihrer  Quote  AF  unter  Zuhülfeuahme  vou  AG. 

a)  Zunächst  KL. 

Da  AK  —  CAf,  so  verhält  sich : 

GL  /  ÄÖ\  AF 
AK  \     BC)  ö  AB 

Ferner  verhält  sich: 

KL  BF 

also  verhält  sich: 

GL ,  KL  AF  BF 
AK'  AK***  AB  1  AF 

folglich  ist 

GL  AF* 
KL  —  AB.  BF 

Wenn  wir  dies  Verhältniss  als  massgebend  annehmen,  so  verhält  sich; 
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AK  /     AB\  AB.AF 
GL  \~  AF)  =  AF* 

Die  drei  Teile  von  AG: 

GL,  AK  und  KL 

verhalten  sich  also  zn  einander  wie 

AF\  (AB.AF)    und    (AB .  BF). 

Um  nun  diesen  angenommenen  Verhältnisswerten  der  drei  Teile 
gegenüber  den  Verhältnisswert  der  ganzen  Linie  AG  zu  bilden,  ist 
zwar  zu  berücksichtigen,  dass  in  Fig.  1. 

AG  =  GL+AK+KL, 

in  Fig.  2. 

AG  =  GL  +  AK—  KL 
ist,  der  Verhältnisswert  also  im  ersten  Falle  sein  würde: 

AF*+(AB .  AF)  +  (AB .  BF) 

im  zweiten: 

AF* +(AB.  AF)  —  (AB.  BF), 
allein,  da  im  ersten  Fall: 

BF  —  AB  —  AF 

im  zweiten: 

BF  —  AF—  AB, 

so  ist  in  beiden  Fällen 

AG  —  AB*  +  AF* 
zu  setzen,  so  dass  sich  verhält: 

KL        AB.  BF 
AG  30  AB*  +  AF* 

folglich  ist 

AB. BF 
KL  =  AB*+ÄF'ÄG 

b)  Sodann  GO. 

Da  die  Dreiecke  COG  und  ABG  ähnlich  sind  (^LGCO=*^AGB), 
so  verhält  sich : 

GO  AB 
GC~  AG 


folglich  ist 


Da  aber 


AB.GC 
00  ÄG- 
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GC  BF 
BC  =  AB  f 

so  ist: 

GC        AB  ' 

also: 

AB .  BF.  BC  BF.BC 
AG. AB     —  AG 

Schluss:  Multipliciren  wir  KL  und  GO,  so  ist: 

jtrr   AB  .Bf  .AG  .BF.  BC  BF2 

JKLM       {A&  +  ÄF*).AG    ö  AIP+AF***-*0' 

und  da  BF  sich  zu  AB  und  AF  verhält,  wie  GC  zu  BC  und  BG, 
so  ist : 

JKLM  =      i?^»      _  CG* 
ABCD  ~~  AB*+ÄF*  ~~  jBC*  +  -S<?* 

was  zu  beweisen  war. 

Uebrigen8  ist  das  letzte  Bewcisresultat  natürlich  auch  selb- 
ständig zu  erreichen,  wenn  man 

JKLM  =  LM.  HP 

sein  lässt  und  analog,  wie  vorstehend,  verfährt. 

Zusatz  1.  Erleichtert  ist  der  Beweis,  wenn  ABCD  ein  Quadrat 
ist,  weil  dann  auch  JKLM  ein  Quadrat  sein  muss. 

Beweis: 

a)  JKLM  ist  rechtwinklig  (S.  Fig.  3.  und  4.). 

Ans  der  Congrucnz  der  Dreiecke  ABG  und  BCH  folgt : 

Z.  BAG  =  Z.  GBL 

Da  dann 

&  BLG  c*o  &  ABG 

so  ist : 

Z.  BLG  —      i42N7  —  90° 
Gleiche  Dcdactiou  findet  für  die  Winkel  um  J,  K  und  M  statt. 

b)  JTL  -  LM  (S.  Fig.  1—  4). 

Die  homologen  Teile  der  nach  unserm  Satze  sowohl  im  Recht- 
eck wie  Quadrat  construirtcn  Transversalen  steheu  in  gleichem  Ver- 
hältnisse zu  einander  und  ihren  Linien: 


AK:KL:GL  BL:LM:HM 
AG  BH 
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Dies  ergiebt  sich  aus  Folgendem: 
Da  wegen  Congruenz  der  Dreiecke  AFK  und  CHM 

AK  —  CM 

and 

GL  BG  AF 
CM  *™  BC  "™  AB 

so  verhält  sich: 

GL  AF 
AK  ~*  AB 

In  gleicher  Weise,  da  HM =  FK,  verhält  sich: 

HM  AF 
BL  ~  AB 

folglich : 

GL  HM 
AK  °  BL 

Ferner  verhält  sich: 

AK  AF 
KL  =  BF 

BL      BG  AF 


folglich : 


Daraos  folgt: 


LM     CG  ~  Bf 

AK  BL 
KL  ~  LM 


GL :  AK:  KL  —  BL:  HM:  LM 

Jeder  Teil  einer  Transversale  rauss  sich  daher  auch  zu  seinem 
Ganzen  verhalten,  wie  der  homologe  Teil  einer  anderen  zu  seinem 
Ganzen : 

KL  LM 
AG~~  BH 

Da  nun,  wenu  ABCD  ein  Quadrat  (Fig.  3.  und  4.) 

AG  —  BH 

so  ist: 

KL  —  LM 

JKLM  ist  also  rechtwinklig  und  gleichseitig  —  KL*. 

Nach  dieser  Feststellung  verläuft  der  Hauptbcweis  für  das  Qua- 
drat so: 

KL  AL  AB 
BF  "~"  AB  =  AG 

daher 

KL  BF 
AB  ~  AG 

KL2      BF2  BF*  CG* 

AB**~  AG2  =  Ä&  +  ÄF*  BC*+ßG 


e^y  Google 


202  Schnell:  Allgemeiner  Satz  der  in  T.  XLVIL  S.  333. 

Znsatz  2.  JKLM  ist  entweder  Quadrat  oder  Rhoraboid,  je 
nachdem  ABCD  Quadrat  oder  Rechteck  ist;  Rechteck  oder  Rhombus 
kann  es  nicht  sein. 

Beweis : 

Wenn  ABCD  Quadrat  ist,  so  ergiebt  Zusatz  1.,  dass  JKLM 
gleichfalls  Quadrat  ist. 

Wenn  aber  ABCD  ein  Rechteck,  bo  kann  JKLM  weder  recht- 
winklig noch  gleichseitig  sein. 

a)  Nicht  rechtwinklig  (S.  Fig.  1.  und  2.). 

Wenn  JKLM  rechtwinklig  wäre,  so  müsstc  Z-  BLG  ein  rechter 
Winkel,  also  auch  wegen  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BLG  und  ABG 
A  GBL  —  Z.  BAG  sein.  Wäre  das,  so  müsstcu  auch  die  Dreiecke 
ABG  und  BCH  ähnlich  sein,  und  dies  ist  unmöglich,  weil  sich  dann 
verhalten  müsste: 

CH  BG 
BC°~  AB 

CH  aber  ist  >  BG,  während  BC  <  AB. 
JKLM  ist  also  schiefwinklig. 

b)  Nicht  gleichseitig. 

Nach  Zusatz  1.  müsste,  wenn  KL  —  LM  sein  sollte,  auch 
AG  =  BH  sein. 

Allein  im  Rechteck  sind  die  nach  unserm  Satze  construirten 
Transversalen  paarweise  ungleich.  Iu  Fig.  1.  siud  diejenigen  grösser, 
deren  Endpuukt  in  der  kleinereu  Rechtecksseite,  in  Fig.  2.  diejenigen, 
deren  Endpunkt  in  der  Richtung  der  grösseren  liegt. 

a)  Fig.  1. 

AG  >  BH. 

Denn: 

AG*  -  AB*+BG* 

BH*  =  AF*  +  BC*   subtrahirt : 

AG*  —  BH2  =  (AB*  —  AF2)  —  (BC*  —  BG*) 

Da  aber 

AB*  =  (AF+BF)* 
BC*=  (BG+CG)* 

so  ist: 

AG*  —  BH*  =  (BF*  +  2AF.  BF)  —  (CG*  +  2BG .  CG) 
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and  da  constractionsmässig  BF>  CG  und  AF^>  BG,  so  ergiebt 
die  Snbtractioo  einen  positiven  TJeberschuss,  woraus  folgt: 

AG*  >  BH* 

also: 

AG  >  BH 

ß)  Fig.  2. 

BH  > 

Denn: 

Äff*  ■=  af*+bc* 

AG*  =  AB*  +  Bö*   subtrahirt : 


BH*—AG*  o»  (^f*  —  AB*)  —  (BG*  —  BC*) 

Da 

=  {AB  +  BF)* 
BG*  ~  (£C+  C(?)* 

so  ist: 

BH*  —  AG1  =-  (.ÖF2  -f-  24/* .  BF)  —  (CG*+2BC.  CG). 

Schluss,  wie  unter  lit.  a): 

BH*  >  AG* 

also: 

4#  und  BH  können  also  beim  Rechteck  nicht  gleich  sein,  daher 
auch  nicht  KL  und  LM. 

JKLM  ist  folglich  ira  Rechteck  Rhomboid. 

Anm.  AG  und  BH  können  nur  dann  gleich  werden ,  wenn  sie 
sich  zu  AC  und  BD  als  Diagonalen  von  ABCD  vergrössorn  resp. 
verkleinern,  in  welchem  Falle  JKLM  im  Mittelpunkt  M  verschwindet 

Zusatz  3.  Wenn  das  Verhältniss  der  Quote  zur  Seite  in  einem 
arithmetischen  echten  oder  unechten  Bruche  gegeben  ist,  und  wir  die 
Zahlen  desselben  n  und  m,  die  Differenz  beider  diff  nennen,  so  ist: 

JKLM  diff1 
ABCD  —  n*  +  m* 

Ist  also  -  =  J,  so  verhalten  sich  die  Parallelogramme  zu  ein- 

m 

ander  wie 

d.  h.  JKLM  ist  ein  Fünfteil  von  ABCD,  und  dieser  Fall  war  grade 
der  der  Uebungsaufgabe. 

Ist  -  =  J,  so  ist: 
m 

JKLM  -     +  #  -  A  -  i^BCD. 
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Es  ist  arithmetisch  offenbar,  dass  das  Resultat  dasselbe  bleibt, 
ob  nun  ~  «=  \  oder  f,  ob  ^  —  |  oder  f  ist;  zur  geomotrischen Klar- 
stellung genügt  ein  kurzer  Blick  auf  Fig.  2.  In  derselben  verhält 
sich  constructionsmässig : 

AF  BG 
AB  "  BC 

ferner  aber: 

BG  BC 
AB  =  BG 

BG  AF 

ist  also  die  Umkehrung  von  Verhält  sich  nun,  wie  es  in 

A  F  BG 
der  Fig.  2.  wirklich  der  Fall  ist,        «  },  so  verhält  sich       =  j ; 

ebenso  muss  CR  =  \BC  u.  s.  w.  sein.  In  beiden  Fällen  aber  er- 
giebt  sich  dasselbe  Resultat:  JKLM. 

JKLM  AG2  BF2 


AB  CD      AB*  +  BG*  ~"  AB*+AF% 

Man  kann  daher,  gleichviel  ob  in  ^  das  eine  oder  andere  im 
Fall  der  Ungleichheit  grösser  ist,  die  Satzformel  auch  dahin  stellen: 

JKLM     (n-— m)2  (m  —  n)* 

ABCD~n*  +  m*     °dCr    m*  +  n* 

Denn ,  wenn  auch  m  —  n  negativ  wird ,  so  ist  das  Quadrat  doch 
positiv  und  dasselbe. 

Zusatz  4.   Wenn  das  Verhältniss  der  Quote  zur  Seite  ist  wie 

p  so  fällt  AG  mit  AB,  BH  mit  BC  u.  s.  w.  zusammen;  die  beiden 

Parallelogramme  sind  gleich  und  decken  sich.  Je  grösser  von  da  an 
das  Vorhältniss  wird,  desto  kleiner  wird  das  innere  Parallelogramm- 

bei  j  wird  es  gleich  Null.   Bei  weiterem  Wachsen  des  ersteren  nimmt 

dasselbe  zu,  jedoch  kann  es  nie  wieder  die  Grösse  des  äusseren  er- 
reichen. Mit  Ausnahme  jener  beiden  besonderen  Fälle  also  bildet 
das  Verhältuiss  des  inneren  zum  äusseren  Parallelogramm  stets  einen 

echten  Bruch,  der  mit  -  bezeichnet  werden  mag. 

Wird  nun  die  Aufgabe  gestellt,  aus  dem  bekannten  Bruch 
~  den  Quotenbruch  ^  oder  desseu  Aequivalent  ™  zu  berechnen  und 
zu  con6truiren,  so  wissen  wir,  dass 
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v  =  diff* 
diff  =  yP 

and  dass 

q  =  n2-{~m8- 

Nehmen  wir  nun  beliebig  an,  dass  m  im  Fall  der  Ungleichheit  die 
grössere  Zahl  bedeute,  so  ist: 


also 


n  =  m  —  diff, 

to*+(to  — diff)*  =  q 
2to*  —  2difffn  +  diff*  -  q 

m»  —  diff  to  = 


m 


TO 


TO 


2 


n 


2 


Wenn  p  in  dem  gegebenen  Bruch  ^  nicht  an  sich  schon  das  Quadrat 

einer  ganzen  Zahl  ist,  so  tut  man,  um  wenigstens  y '  p  nicht  irrational 
sein  zu  lassen,  gut,  den  Bruch  mit  p  zu  multipliciren.  Wäre  z.  B. 
der  Bruch      gegeben,  so  vergrössert  man  ihn  zu  A  ;  dann  ist: 

V68^4  +  2  t 
to  g  =  5 

n-  g  3 

Der  Qootenbruch  ist  also  entweder  $  oder 

Nun  wird  aber,  wenn  2q—p  nicht  selbst  das  Quadrat  einer 

ganzen  Zahl  ist,  V*2q — p  irrational  sein,  und  dies  findet  offenbar  in 
den  bei  weitem  meisten  Fällen  statt 


Die  Construction  ist  darum  doch  immer  möglich,  wenn  nur  q 
und  p  absolute  ganze  Zahlen  sind.   Denn  dann  ist  2q  —  p  eine  ganze 
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Zahl,  und  die  Wurzel  daraus  ziehen,  heisst  geometrisch:  Die  Mittel- 
proportionale  zwischen  der  die  Zahl  darstellenden  Linien  und  1  finden. 
Die  1  aber  ist  die  gegebene  und  quotisirende  Seite,  deren  im  Recht- 
eck zwei  verschiedene  sind.  Ist  also  z.  B.  das  Rechteck  ABCD  ge- 
geben und  soll  ^  =  i  des  Rechtecks  sein,  so  ist: 

m  -  r   ^    -  1,822875655  .  .  . 

n  =  -  0,822875655  .  .  . 

n     0,822875655  .  .  . 


m  1,822875655  .  .  . 
m  _  1,822875655  . .  . 
n  ~~  0,822875655  .  .  . 

Die  Construction  ist  an  AB  und  BC  in  gleicher  Weise  zu  machen. 
Man  sucht  die  Mittelproportionale  zwischen  der  Seite  und  ihrer  7- 
fachen  Länge,  setzt  bei  m  die  Seite  zu,  bei  n  ab  und  halbirt  das 
Resultat.  Dann  hat  man  zwei  Linien,  welche  n  und  m  entsprechen, 
und  findet  die  Quotenabschnitte,  in  dem  man  setzt: 

n  x 


m     AB  oder  BC 

m     AB  oder  BC 
n  x 

Natürlich  braucht  man  nur  eine  der  Quotenabschnitte  zu  construiren, 
weil  die  Ecktransversalen  nach  Zusatz  3.  und  Figur  2.  in  gleicher 
Richtung  liegen. 

In  manchen  Fällen  ist  die  Construction  noch  einfacher,  z.  B. 

■ 

wenn  -  —  J  oder  \  ist.  Im  ersteren  Falle  liefert  die  Chordoractrie, 
im  zweiten  der  goldene  Schnitt  die  nötige  Hülfe. 

Ißt  ^  =  i,  so  ist: 
q 


m  =  1/3  +  1  -  1,3660254 


n  _  T~2   1  =  0,3660254  .  .  . 

Die  Quotenabschnitte  verhalten  sich  also  zu  der  quotisirenden 
Seite,  wie: 
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0,3660254  .  .  . 
1,3660254  .  . . 

oder: 

1,3660254  . . . 
0,3660254  .  . . 

Setzt  man  in  beiden  Fällen  den  Nenner  «=*  1,  so  erhält  man: 

0,26794919  .  . . 
1 

oder: 

3,7320508  .  . . 
1 

Nun  ist  aber,  1,7320508  ...  die  leicht  zu  construirendo  chl20°, 
wenn  r  =  1  ist,  und  0,26794919  die  Differenz  dieser  Chorde  und  dos 
Dnrchmessers  <=  2.  Beschreibt  man  demnach  mit  der  zu  quotisircn. 
den  Seite  als  r  einen  Kreis,  so  ist  die  Differenz  der  chl20  und  des 
Durchmessers  der  kleinere,  die  Summen  beider  der  grössero  Quoten- 
abschnitt. 

Im  zweiten  Falle,  wenn  -  =  J,  ist: 

V5  4-1 

m  =    1,618033988  .  .  . 

n  -  =  0,618033988  .  .  . 

Die  Quotenabschnitte  rcrhalten  sich  also  zu  der  quotisircnden 
Seite,  wie: 

0,618033988  .  .  . 
1,618033988  . . . 

oder: 

1,618033988  .  . . 
0,618033988  .  .  . 

Setzt  man  in  beiden  Fällen  den  Nenner  =  1,  so  erhält  man: 

0381966011  .  . .  • 
1 

oder: 

2,618033988  .  .  . 


Wir  haben  es  hier  also  mit  dem  goldenen  Schnitt  zu  tan.  Denn 

0,381966011  ...  Ut  der  kleinere,  0,618033988  ...  der  grössere  Teil 
des  goldenen  Schnitts  von  1.   Die  Anwendung  ergiebt  sich  v 

Diese  Betrachtang  fahrt  za  der  nicht 
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Mittelst  vier  aus  den  Ecken  eines  Rechtecks  zu  ziehen-  j 
Geraden  unmittelbar  ein  inneres  homocentrisches  Paralle- 
logramm herzustellen,  dessen  Inhalt  ein  Drittteil  des  Recht- 
ecks ist. 

Für  das  Rechteck  ist  nämlich  die  Lösung  nur  durch  den  golde- 
nen Schnitt  möglich,  während  es  für  das  Quadrat  in  allen  Fällen 
noch  eine  andere,  obwol  etwas  weitläufigere,  Art  der  Lösung  giebt, 
weil  (Fig.  3.  und  4.)  die  Winkel  um  J,  K,  L  und  Af  rechte  sind. 
Soll  z.  B.  JKLM  —  ^ABCD  sein,  so  sind  die  congruenten  Dreiecke 
ABL,  BCM  u.  8.  w.  je  =  J,  und  köunen,  weil  X,  Z.  M  u.  s.  w. 
rechte  sind,  construirt  werden.  Führt  man  dann  z.  B.  AL  nach  G 
fort,  so  hat  man  den  gesuchten  Quotenabschnitt.  Die  Berechnung 
der  inhaltsgleichen  Nebendreiecke  ABL  u.  s.  w.  ist  auch  für  das 
Rechteck  möglich,  aber  nicht  in  derselben  Weise  die  Construction, 
weil  der  rechte  Winkel  fehlt. 

Zusatz  5.  Was  den  praktischen  Nutzen  des  Satzes  anbetrifft, 
so  wird  dadurch  die  Construction  bestimmter  Flächenteile  in  vielen 
Fällen  ausserordentlich  erleichtert,  weil  es  nicht  nötig  ist,  die  Seite 
in  so  viel  Teile  zu  verlegen,  als  der  geforderte  Flächenteil  anzeigt. 
Wir  wollen  einige  solcher  Flächenteilo  angeben.   Die  obere  Reihe 

drückt      die  untere  -  aus. 

«v  q 


a)  Die  Die  Differenz  zwischen  n  und  m  sei  1 : 

n  12345678 

23456789    10  etC* 

pt  iiii.lJL_Ll.i_ 

q       5    i3    25    41    61    85    113    145  181 

b)  Die  Diff.  sei  2 : 

n  !?34567_3j) 

m'     3456789    10    11  etC* 
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c)  Die  Diff.  sei  3: 

n      1     2       3       4  56^1^ 

m*   4    5       6       7      89     10     11     12  etC' 

pm  9^  9^  9/l\  9  9  9  H\  JL  JL  *  (l\ 
q'     17    29    45  W    65   89    117  \13/    149    185    225  \25/ 

Durch  Teilung,  Vervielfältigung  uud  Combination  der  Resultate 
konnte  der  praktische  Geometer  noch  mancherlei  Vorteile  gewinnen. 

Dabei  dürfte  es  sich  in  vielen  Fällen  empfehlen,  statt  der  klei- 
neren Abschnittsquote  ihr  Umgekehrtes  zu  wählen,  also  z.  B.  f  statt 
f  statt  J,  J  statt  |,  J  statt  $  u.  s.  w.,  weil  dadurch  die  Teilung 
der  Seite  entweder  umgangen  oder  vereinfacht  wird. 

Hannover,  Juni  1882. 

Schnell,  Dr. 


T«il  LIX 


Digitized  by  Google 


210 


Mehmke:  Ausdehnuny  einiger  elementarer  Satze 


XIII. 


Ausdehnung  einiger  elementarer  Sätze 
über  das  ebene  Dreieck  auf  Räume  von  beliebig 

viel  Dimensionen. 


Nachstehende  Mitteilung  enthält  eine  Ausdehnung  mehrerer  Satze 
der  elementaren  Geometrie,  nemlich  des  sog.  Euler'sckcn  Satzes  über 
das  ebene  Dreieck,  des  Höhenschnittpunktsatzcs  sowie  der  Feuerbach- 
schen  Sätze  über  den  Kreis  der  neun  Punkte  auf  Räume  von  beliebig 
viel  Dimensionen. 

Die  geeignetsten  Methoden  für  Untersuchungen,  wie  diese,  scheint 
mir  die  Rechnung  mit  geometrischen  Grössen  zu  liefern.  Ausser  der 
schon  von  Möbius  gelchrteu  Addition*)  von  Strecken  wird  im  Fol- 
genden keine  andere  geometrische  Verknüpfung  zur  Anwendung  ge- 
langen, als  die  von  Grassmann  erfundene  „innere"**)  Multipli- 
cation  von  Strecken.  Für  Solche,  welche  mit  den  eben  erwähnten 
geometrischen  Rechnungsarten  nicht  vertraut  sind,  mögen  einige  kurze, 
zum  Verständniss  des  Folgenden  jedoch  hinreichende  Bemerkungen 
über  das  Rechnen  mit  Strecken  vorausgeschickt  werden. 


*)  8.  Möbius,  Mechanik  des  Himmels,  1843. 

**)  S.  die  Vorrede  za  Grassmann's  „linealer  Ausdehnungslehre"  von  1844, 
Seite  XI;  ferner  die  „Geometrische  Analyse",  gekrönte  Preisschrift,  1847; 
endlich  die  „Ausdehnungsichre"  von  1862,  Kap.  4  und  Kap.  5,  §  7.  Unab- 
hängig von  Graismann  ist  das  innere  Product  zweier  Strecken  (unter  dem 
Namen  „geometrisches"  Product)  von  Resal  in  seiner  „CinCmatique  pure*, 
186*,  aufgestellt  worden. 


Von 


R.  Mehmke. 
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Unter  Strecke  ist  hier  immer  ein  durch  zwei  Punkte  begrenzter 
Teil  einer  Geraden  von  bestimmter  Länge  uud  Richtung  verstanden. 
Die  Addition  mehrerer  Strecken  geschieht,  indem  man  jene  Strecken 
(in  beliebiger  Reihenfolge)  ohne  Aenderung  ihrer  Lange  und  Richtung 
so  an  einander  fügt,  dass  der  Anfangspunkt  jeder  folgenden  Strecke 
in  den  Endpunkt  der  vorhergehenden  fällt;  die  neue  Strecke,  welche 
vom  Anfangspunkt  der  ersten  nach  dem  Endpunkt  der  letzten  Strecko 
gezogen  werden  kann,  stellt  alsdann  (nach  Länge  und  Richtung)  die 
Summe  der  gegebenen  Strecken  vor.  Eine  Strecke  wird  mit  einer 
beliebigen  reellen  Zahl  multiplicirt,  indem  man  ihre  Länge  mit  jenor 
Zahl  multiplicirt,  ihre  Richtung  aber  entweder  unverändert  lässt,  oder 
in  die  entgegengesetzte  verwandelt,  je  nachdem  die  gegebono  Zahl 
positiv  oder  negativ  ist.  Unter  dem  „inuoren"  Product  zwoier 
Strecken  versteht  man  nach  Grassmann  das  Product  aus  der  Länge 
der  einen  Strecke  und  der  Länge  der  Projection  der  zweiten  Strecke 
auf  die  erste  und  zwar  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  ge- 
nommen, je  nachdem  die  Richtung  der  Projection  mit  der  Richtuug 
der  Strecke,  auf  welche  projicirt  wurde,  übereinstimmt,  oder  nicht. 
Wir  bezeichnen  im  Folgenden  das  innere  Product  zweier  beliebiger 
Strecken  a  und  b  einfach  durch  ab. 

Die  innere  Multiplication  hat  mit  der  gewöhnlichen  arithmetischen 
die  Vertauschbarkeit  der  Factoren  gemein.  Zwei  von  Null  verschie- 
dene Strecken  geben  dann  und  blos  dann  ein  verschwindendes  inneres 
Product,  wenn  sie  normal  zu  einander  sind. 

Um  die  Rechnung  mit  Punkten  entbehrlich  zu  machen,  kann  man 
in  folgender  Weise  die  Punkte  auf  Strecken  zurückführen.  Mau 
nimmt  einen  festen  Punkt  <9,  den  „Ursprung",  beliebig  im  Räume 
an  (wir  denken  uns  den  Raum  je  nach  Bedürfniss  mit  beliebig  viel 
Dimensionen  begabt)  und  ersetzt  joden  gegebenen  Punkt  /'  durch  die 
vom  Ursprung  nach  ihm  gezogene  Strecke  OP.  Wir  bezeichnen  die- 
selbe stets  mit  dem  zugehörigen  kleinen  Buchstaben  (ah  p)  und  nennen 
sie  den  „Träger"  des  gegebenen  Punktes  P,  Jst  der  Träger  ge- 
geben, so  ist  auch  der  zugehörige  Punkt  unzweideutig  bestimmt. 
Für  die  Anwendung  des  Vorhergehenden  ist  die  Kenntnis«  folgender 
Hilfssätze  erforderlich. 

„Die  Strecke,  welche  zwei  gegebene  Punkte  /'  nnd  Q  verbindet, 
„ist  nach  Länge  und  Richtung  d<T  D:£<-renz  ty—  j.,  der  zu  jenen 
„Punkten  gehörigen  Träger  gleich." 


Denn  es  ist 


aber 


folglich 


'jp-r  PU  -  OQ. 
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Ferner : 

„Der  Träger  des  Punktes  C,  welcher  die  Verbindungsstrecke 
„zweier  gegebenen  Punkte  A  und  B  in  gegebenem  Verhältniss  ß:a 
„teilt,  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 

+      =  aa  +  ßb. 

Denn  man  hat 

(c  —  a):(b  —  c)  =  0:«, 
woraus  die  eben  geschriebene  Gleichung  folgt. 

Umgekehrt  hat  das  Bestehen  jener  Gleichung  zur  Folge,  dass 
der  Punkt  C  gegen  A  und  D  die  angegebene  Lage  einnimmt.  Ohne 
Mühe  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Satze: 

„Der  Träger  des  Schwerpunkts  einer  Anzahl  gegebener  Punkte 
„(jeder  mit  dem  Gewicht  1  versehen  gedacht)  ist  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  aus  den  Trägern  der  gegebenen  Punkte." 

I. 

Verallgemeinerung  des  Euler'schen  Satzes. 

Der  Euler'sche  Satz  vom  ebenen  Dreieck,  welcher  aussagt,  dass 
Schwerpunkt,  Höhensch uittpunkt  und  Mittelpunkt  des  Umkreises  in 
einer  Geraden  liegen,  kann  in  folgender  Weise  verallgemeinert  werden. 

Hat  ein  n-Eck  AxA^...An  in  einem  Raum  von  (n  — 1) 
Dimensionen  die  besondere  Beschaffenheit,  dass  die  n 
„Höhen14  desselben  sich  in  einem  Punkt  //  schneiden, 
(unter  „Höhe"  eine  Gerade  verstanden,  welche  durch  eine  Ecke  senk- 
recht zum  Verbiudungsraum  der  (**  —  1)  übrigen  Ecken  gezogen  wer- 
den kann),  so  liegt  der  „Höhenschnittpunkt"  in  gerader 
Linie  mit  dem  Schwerpunkt  S  der  Ecken  Au  A9,  ...  A» 
sowie  dem  Mittelpunkt  M  des  kugelähnlichen,  dem 
n-Eck  umschriebenen  Raumes  von  (n  —  2)  Dimensioen; 
und  zwar  teilt  S  die  Strecke  HM  im  Verhältniss  2:(n— 2). 

Beweis.  Seien  A%  und  Ak  zwei  beliebige  der  Eckeu  A„  As, ...  Am. 
M  bat  gleichen  Abstand  von  allen  Puukten  A,  z.  B.  auch  von  Ai  und 
Ak.  Folglich  steht  die  gerade  Linie  von  M  nach  dem  Halbirungs- 
punkt  der  Strecke  A,Ak  senkrecht  auf  letzterer,  d.  h.  es  findet  die 
Gleichung  statt: 

(a,—  ak)  (^-jr^"""™)  Ä  0 

oder 

1)  (a,  —  ak)  {ai  -f  ak  —  2m)  -  0. 

"> 
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Die  Verbindungslinie  des  Höhenschnittpunktes  //  mit  irgend  einer 
Ecke  Ai  steht  senkrecht  auf  dem  Verbindungsraura  der  (n — 1)  übrigen 
Ecken,  daher  gleichfalls  auf  jeder  in  letzterem  Raum  befindlichen 
Geraden,  z.  B.  auf  A,Ak,  wenn  i  und  k  beide  von  /  verschieden  sind. 
Folglich  ist 

2)  (a,  —  ak)  (ai  —  h)  =  0. 

In  dieser  Gleichung  hat  /  sämmtliche  Werte  von  1  bis  n  (i  und  k 
ausgenommen)  anzunehmen,  was  im  Ganzen  («  —  2)  Gleichungen 
liefert.  Denkt  man  sich  letztere  alle  geschrieben  und  zu  1)  addirt, 
so  kommt: 

(a, —  ak)  (a,  +  af  +...  +  «„  —  2m  -  (n  —  2)h)  =  0, 

oder  mit  Einführung  des  Schwerpunktes  S,  für  dessen  Träger  *  die 
Gleichung 

n*  =»  Oj  +  <*%  +  •  ■  •  +  a» 

besteht: 

3)  (eh  —  at)  (ns  —  2m  —  (n  —  2)Ä)  —  0. 

Giebt  man  in  dieser  Gleichung  i  und  fc  alle  möglichen  Werte,  so 
ändert  sich  die  Grösse  in  der  zweiten  Klammer  nicht.  Folglich  muss 
dieselbe  verschwinden,  denn  andernfalls  wäre  durch  sie  eine  Strecke 
dargestellt,  welche  die  unsinnige  Bedingung  erfüllte,  gleichzeitig  auf 

allen       *  '     „Kauten"  AiM  senkrecht  zu  stehen.    Daher  wird 

4)  ns  —  2m  +  (n  —  2)A, 
womit  der  oben  aufgestellte  Satz  erwiesen  ist. 

Für  n  =  4  ist  der  Satz  bekannt.    Er  lautet  in  diesem  Fall: 

„Schneiden  sich  die  Höhen  eines  Tetraeders  in  einem  Punkt,  so 
„liegt  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  in  der  Mitte  zwischen  dem 
„Höhenschnittpunkt  und  dem  Mittelpunkt  der  umbeschriebeuen  Kugel." 


II. 

Verallgemeinerung  des  Satzes  vom  Höhcnschnittp unkt. 

Schneiden  sich  die  „Höhen"  eines  allgemeinen  «-Ecks  im  Raum 
von  (n  —  1)  Dimensionen  nicht  in  einem  und  demselben  Punkt,  so 
giebt  es  für  das  n-Eck  einen  merkwürdigen  Punkt,  welcher  in  ge- 
wisser Beziehung  die  Stelle  des  verloren  gegangenen  Höhcnsehnitt- 
punktes  vertritt.  Es  gilt  Dämlich  folgender  Satz,  welcher  als  ein 
Analogon  des  Satzes  vom  Höhcnschnittpunkt  im  ebenen  Dreieck  be- 
trachtet werden  kann: 


v 
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Hat  man  in  einem  Raum  (n —  l)ter  Dimension  ein 
n-Eck  A^^.^Ah^  (dessen  Ecken  in  keinem  Raum  niederer  Dimen- 
sion enthalten  sind),  und  legt  man  durch  den  Schwerpunkt 
von  jedesmal  (n  —  2)  der  Ecken  einen  Raum  (n  — 2)tor 
Dimension  senkrecht  zur  Verbindungslinie  der  beiden 

übrig  bleibenden  Ecken,  so  haben  die  "^^  ^  auf  diese 

Weise  entstandenen  Räume  einen  einzigen  Punkt  ge- 
meinschaftlich. Dieser  Punkt,  er  heisse  X,  liegt  mitdem 
Schworpunkt  S  der  Ecken  Au  A^  ...  AH  sowie  dem  Mit- 
telpunkt M  dos  um  die  Ecken  beschriebenen  kugel- 
ähnlichen Raumes  (n  — 2)ter  Dimension  in  gerador 
Linie,  und  zwar  teilt  S  die  Strecke  XM  im  Vcrhältniss 
2:(n  — 2). 

Beweis.  Stellt  im  Raum  (n  — l)tcr  Dimension  X  einen  ver- 
änderlichen Punkt  eines  Raumes  von  (n  — 2)  Dimensionen  dar,  welch 
letzterer  einen  gegebenen  Punkt  A  enthält  und  ausserdem  zu  einer 
gegebonon  Strecke  b  normal  ist,  so  stehen  offenbar  die  Strecken 
XA  —  a  —  x  und  b  senkrecht  aufeinander.   Folglich  stellt 

(a  —  x)b  =  0 

die  Gleichung  jenes  Raumes  (n  —  2)tcr  Dimension  vor.  Auf  unseren 
Fall  angewendet,  ist  z.  B. 

(a1-fa2+...+a,_i+a,+i+.»+a*-l+a*+i+.-+flM— (u— 2»(a,— er*)  — 0 

die  Gleichung  des  Raumes  —  er  heissc  R<k  — ,  welcher  zur  Verbin- 
dungsstrecke von  Ai  und  Ai  normal  ist  und  den  Schwerpunkt  der 
(n  — 2)  übrigen  Ecken  enthält.  Führt  man  den  Schwerpunkt  S 
sämmtlicber  Punkte  Au  A2,  ...  An  ein,  für  dessen  Träger  die  Glei- 
chung stattfindet: 

n»  =  <*i  +  a2  -f-  •  • .  +  On, 
so  geht  dio  obigo  Gleichung  über  in: 

1)  (tu  —  «i  —  o*  —  (n  —  2)x)  (a,  —  rtjk)  =  0 

oder 

2)  (tu  —  («  -  2)x)  («,  -  ak)  -  (*,-»  -  a*2)  =  0. 

Man  greife  nun  von  den  n-n— -1-  Kauten  AiAt  irgendwie  »  heraus, 

derart,  dass  jede  mit  der  vorhergehenden,  die  letzte  wieder  mit  der 
ersten  zusammenstösst  (indem  man  z.  B.  dem  Zahlcnpaar  t,  k  die 
Werte  1,  2;  2,  3;  ...  «,  1  erteilt);  dann  lehrt  ein  Blick  auf  Glei- 
chung 2),  dass  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  zu  jenen  Kanten 
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gehörigen  Räume  Ra  Null  zur  Summo  geben.  Wenn  folglich  x 
(n  —  1)  jener  Gleichungen  befriedigt,  80  genügt  es  auch  der  letzten, 
d.h.  der  Schnittpunkt  X  von  irgend  (»  —  1)  der  betrachteten  Räume 
Rjt  gehört  auch  dem  »ten  an.  Der  erste  Teil  der  Behauptung  ist 
damit  bewiesen.  Zufolge  Gl.  1)  der  vorhergehenden  Nummer  erfüllt 
der  Träger  von  M  die  Gleichung 


Addirt  man  letztere  zu  Gl.  1)  dieser  Nummer,  so  ergiebt  sich 

(ris  —  2m  —  (h  —  2)x)  (a,  —  a»)  =  0. 

Durch  Wiederholung  eines  in  der  vorigen  Nummer  angewendeten 
Schlusses  folgt  hieraus: 


somit  auch  der  letzte  Teil  des  Satzes  bewiesen  ist. 

Besitzt  das  «-Eck  einen  Höhenschnittpunkt,  so  fällt  derselbe 
offenbar  mit  dem  Punkte  X  zusammen. 

Für  n  —  4  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz: 

„Halbirt  man  die  6  Kanten  eines  Tetraeders  und  legt  durch  jeden 
„der  Halbirungspunkto  eine  Ebeno  senkrecht  zur  gegenüberliegenden 
..Kante,  so  schneiden  sich  diese  6  Ebenen  in  einem  Punkt;  zwischen 
,,diesem  und  dem  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  umschriebenen 
,,Kugel  liegt  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  in  der  Mitte."  (S. 
Flemming  „Ueber  einen  Satz  vom  Tetraeder",  Grunert's  Archiv  Bd.  X). 


Verallgemeinerung  einiger  Sätze  über  den  Feuerbach- 

schen  Kreis  der  neun  Punkte. 

Sei  wie  in  den  vorhergehenden  Nummern  AxAt ...An  ein  allge- 
meines n-Eck  im  Raum  von  (n  —  1)  Dimensionen.  Der  Schwerpunkt 
sämnitlichcr  Ecken  heisso  wie  früher  S,  während  mit  &  der  Schwer- 
punkt derjenigen  (n  —  1)  Ecken  bezeichnet  werden  möge,  unter  welchen 
Ai  fehlt.  Der  kugelähnlichc  Raum  von  (n— 2)  Dimensionen,  welcher 
durch  die  n  Schwerpunkte  S„  S^,  ...  S„  hindurch  gelegt  werden  kann, 
soll  der  zum  gegebenen  n-Eck  Au  A^  ...  AM  gehörige  Feuerbach- 
sche  Raum  genannt  werden.  Dann  bestehen  die  nachfolgenden  Sätze: 

a)  Der  Mittelpunkt  K  des  Feucrbach'schen  Raumes, 
dcrSchworpunkt  S  sowie  dorMittolpuuktA/'1   1  um  das 


(a»  +  a*  —  2m)  (a,  —  a»)  =  0. 


3) 


M  —  2m-f  (n  — 2)x, 


III. 


F 
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gogobcne  n-Eck  beschriebenen  kugelähnlichen  Raumes 
(n  —  2)tcr  Dimension  liegen  in  gerader  Linie  und  zwar 
teilt  S  die  Strecke  YM  im  Vorhältniss  l:(n  — 1). 

b)  Die  Strecken  SiY  und  MAi  (s—  1,  2,  ...  n)  sind  gleich 
gerichtet  und  die  letztere  ist  das  (n — 1) fache  der  ersten. 
Hierin  liegt  zugleich  der  Satz:  Der  Halbmesser  des  um  das 
«-Eck  beschriebenen  kugelähnlichen  Raumes  ist  (n  —  1) 
mal  so  gross  als  derjenige  des  Feuerbach* sehen  Raumes. 

c)  Schneiden  sich  die  Höhen  des  u-Ecks  Ax,  . . .  Am 
in  einem  Punkt,  so  geht  der  Feuerbach'scho  Raum  durch 
dioFus8punkte  der  n  Höhen  und  teilt  die  oberen  Höhen- 
abschnittc  sämmtlich  im  Verhältniss  l:(»  —  2). 

Beweis  zu  a). 

Man  hat 

ns  =»  ax  -f  -  Of  -f- . . .  -f-  aM> 

1)  (n  —       =»  «i  +«*  +  •••  +       +  a«+l  4"  •  •  +  °n  ■=  n*  —  «i. 

Y  als  Mittelpunkt  des  Feuerbach'schen  Raumes  hat  gleichen  Abstand 
von  St  uud  Sk  (»,  k  «=  1,  2,  ...  «)  oder  die  Strecke  SiSk  steht  senk- 
recht auf  der  Verbindungslinie  von  Y  mit  dem  Halbirungspunkt  jener 
Strecke.   Daher  ist  für  jedes  Wertepaar  »,  k 

(„_Sl)(«4«_y)_o. 

Hieraus  folgt  durch  Einsetzen  der  Werte  für  *,  und  n  aus  G).  1) 

(a,  —  ak)  (2ns  —  m  —ak  —  (2n  —  2)y)  =  0. 

Nach  Gl.  1)  der  ersten  Nummer  hat  man 

(a,  —  ak)  («i  +  ak  —  2m)  =  0. 

Durch  Addition  beider  Gleichungen  folgt 

(ai  —  ak)  (ns  —  m  —  (n  —  l)y)  —  0. 

Da  letztere  Gloichung  für  jedes  Wertepaar  k  besteht,  so  rauss  nach 
eiuem  wiederholt  angewendeten  Schluss  die  von  t  und  k  unabhängige 
Grösse  in  der  zweiten  Klammer  verschwinden,  d.  h.  man  erhält 

2)  iis  =>  wi  +  (n  —        w.  z.  b.  w. 
Beweis  zu  b). 

Da  nach  1) 

ns  =  (n  —  1)*, -(- Oi, 
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so  folgt  aus  Gl.  2) 

3)  -  («.  -»»), 
was  den  unter  b)  ausgesprochenen  Satz  beweist. 

Beweis  zu  c). 

Es  sei  Bi  derjenige  Punkt,  welcher  den  oberen  Höhenabschnitt 
HAi  im  Verhältniss        — 2)  teilt,  also 

4)  (»  —  l)bi  =  a,  +  (n  —  2)h. 

Durch  Eliminatiou  von  m  aus  Gl.  2)  dieser  und  Gl.  4)  der  ersten 
Nummer,  nämlich  aus  den  Gleichungen 

ns  «=  m  +  (n  —  l)y  und 
ns  =  2ro-f-(n  — 2)A 

ergiebt  sich 

(2n-2)y  ■=  «  +  (n  — 2)A, 

oder  da 

w=(n~l)*,  +  a,'    (Gl.  1)), 
(2n  -  2)y  -  (*  -  1)*,  +  «,  +  (n  -  2)A, 

oder  mit  Hilfe  von  Gl.  4) 

5)  2y  -  *+H 

Somit  ist  K  der  Halbirungspunkt  der  Strecke  &2fr,  oder  Bi  ist  der 
andero  Endpunkt  von  dem  durch  5,  gezogenen  Durchmesser  des 
Feuerbach'schen  Raumes. 

Bezeichnet  //,  den  Fusspunkt  der  von  der  Ecke  A*  auf  den  Ver- 
bindungsraum der  übrigen  Ecken  gefällten  Höhe,  so  ist  //,  die  Spitze 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  einen  Durch- 
messer des  Feucrbach'schen  kugelähnlichen  Raumes  bildet.  Folglich 
ist  auch  Bi  ein  Punkt  jenes  Raumes. 

Man  bemerke,  dass,  im  Fall  ciu  Höhcnschnittpunkt  nicht  vor- 
banden ist,  an  Stelle  der  Punkte  Bi  diejenigen  Punkte  treten,  welche 
die  Abschnitte  XAi  im  Verhältniss  l:(n  — 2)  teilen,  unter  X  den  in 
der  letzten  Nummer  eingeführten  merkwürdigen  Punkt  des  n-Ecks 
verstanden. 

Für  n  =  3  ergeben  sich  allbekannte  Sätze  über  den  Feucrbach- 
schen  Kreis  der  9  Punkte. 

Für  n  =  4  erhält  man  folgende,  ebenfalls  bekannten  Sätze : 
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„Ist  ein  beliebiges  Tetraeder  gegeben,  and  bezeichnet  man  alt 
„Feucrbach'sche  Kugel  diejenige,  welche  durch  die  Schwerpunkte 
„der  Seitenflächen  des  Tetraeders  geht,  so  liegen  der  Mittelpunkt  Y 
„der  Feuerbach'schen  Kugel,  der  Schwerpunkt  S  des  Tetraeders  und 
„der  Mittelpunkt  M  der  dem  Tetraeder  umschriebenen  Kugel  in 
„einer  Geraden  und  zwar  teilt  S  die  Strecke  YM  im  Verhältnis  1:3-, 
„der  Halbmesser  der  umbeschriebenen  Kugel  ist  3  mal  so  gross  als 
„derjenige  der  Feuerbach'schen  Kugel.  Ist  insbesondere  das  Tetraeder 
„von  der  Beschaffenheit,  dass  seine  Höhen  sich  in  einem  und  dem- 
selben Punkt  H  schneiden,  so  enthält  die  Fcuerbach'scho  Kugel  die 
„Fusspunkte  der  Höhen  sowie  diejenigen  Punkte,  welche  die  oberen 
„Höhenabschnitte  im  Verhältniss  1:2  teilen  (so  dass  die  kleineren 
„Abschnitte  an  H  liegen).44 

Stuttgart,  April  1883. 
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XIV. 

Miscellen. 


1. 

Integration  einiger  partieller  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung. 

Bei  der  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  kommt 
die  Metbode  häufig  zur  Auwendung,  dass  die  gegebene  Gleichung 
nach  der  unabhängigen  Variabelcn  differentiirt  wird,  und  die  so  er- 
haltene Gleichung  kann  leichter  integrirt  werden,  als  die  ursprüng- 
liche. Zwischen  den  überzähligen  Iutegrationsconstantcn  giebt  es 
eine  Relation,  die  erhalten  wird,  indem  mau  das  gefundene  Integral 
in  die  gegebene  Gleichung  einsetzt. 

Dass  dieselbe  Methode  auch  bei  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  in  manchen  Fällen  zum  Ziele  führt,  will  ich  au 
einigen  Beispielen  zeigen. 

1.    Die  partielle  Differentialgleichung*): 


8  = 


wo  rtj,  o,,  bly  b9  gegebeue  Functionen  von  y  sind,  giebt  nach  x  par- 
tiell differentiirt: 

Br      «^-f-ag       d£  bt 

By  "  V+*t        3*      *i*  +  V 


*)  Pt  9*  r»  *»  1  bezeichnen,  wie  gewöhnlich,  die  ersten  und  zweiton  pnr- 
tiellen  Differcntinlquoticntcn  von  z  nach  x  und  y. 
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eine  partielle  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  die  intcgrirt  wer- 
den kann,  sobald  o„  o,,  bly  bs,  f  gegeben  sind. 

e 

Z.  B.  wenn  /  «=  l~x+b  nn<*  a"  °*'  **'  c  konstanten  8*n^« 
wird  das  Integral: 


=  /  /  Xeh>*+bS  <1x*  +  xYt+Yt 


wo  X  eine  beliebige  Function  von  x,  Yt  und  Fs  beliebige  Functionen 
von  y  sind. 

Da  aber  z  ein  Integral  von  1.  sein  soll,  erhält  man  die  Relation 
zwischen  Yl  und  Ft: 

'*     " b*  W+a*Yl ~ 01  y* +c "  ° 

2.   Dio  partielle  Differentialgleichung: 

wo  o  eiuc  Constante,  F  eine  Function  von  y  ist,  gicbt  nach  x  par- 
tiell diffcrcntiirt: 

oder 

wo  ör  und  <fe  partielle  Differentialen  mit  der  Bedingung  x  «=  const  sind. 
Einmal  integrirt 

wo  JT  eine  beliebige  Function  von  x  ist. 

Dio  Integration  kann  vollführt  werden,  wenn  a  =»  0  ist,  wo  es 
sich  also  um  die  Integration  von 

8Z  —  pq  =  K 

handelt.   Das  Integral  wird: 

z-X^  +  X^Yt 

wo  JTj  und  Xt  Functionen  von  x,  —  Y1  und  Y%  Functionen  von  y 
sind,  zwischen  welchen  die  Relationen  bestehen: 
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dz  ~At  dx  "  1 

3.   Die  partielle  Differentialgleichung: 

wo  a  eine  Constantc,  F  eine  Function  von  y  ist,  giebt  nach  x  partiell 
diffcTCntiirt : 


oder  mit  *  dividirt: 

8r     19/  ia/ 

wo  8r  und  8p  partielle  Differentialen  mit  der  Bedingung  x  =  const.  sind. 

Diese  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  r  kann 
integrirt  werden,  sobald  /  gegeben  ist 

Z.  B.  wenn  f=X  eine  Function  von  x  ist,  führe  man  statt 
x,  y,  *  resp.  -tfa/Xtiz,  >/ a  fYdy,  az  als  neue  Variabolen  ein.  Die 
zu  integrirende  Gleichung  wird: 

*  =  C 

und  die  zugehörige  Differentialgleichung  dritter  Ordnung: 

dr 

Einmal  integrirt: 

r- =  *  oder  =  * 

wo  JT  eine  beliebige  Function  von  x  ist. 
Durch  die  bekannte  Substitution 

1  air 

wird  die  Gleichung  für  w: 


0XtC 


wovon  das  Integral  ist: 
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wo  Yx  und  Y%  beliebige  Functionen  ?on  y  sind,  zwischen  Xx  und  -X, 
besteht  die  Relation 


x*  dz  -x*~dx 


also 


so  dass 


und  hieraus 


/tlx 


oder  wenn  man 


9        ~*        *     *.(r1  +  r,/*) 


j^ä  =  9>(*)  und  jr  =  My) 


einfahrt: 

=  5>)  2<p'(g) 

Partiell  nach  y  diffcrontiirt  und  a  c'  eingeführt  wird  das  ge- 
suchte Integral:  ' 

Herr  Liouville  hat  die  Gleichung  *  —  c'  zuerst  integrirt*).  Er 
giebt  aber  die  Integrationsmethode  nicht  an,  nur  das  fertige  Integral 
durch  nachträgliche  Rechnung  verificirt. 

Klausenburg  (Ungarn),  September  1882. 

J.  Välyi. 


*)  Monge,  Application  de  l'analyse  a  la  geome*trie.  5«  Edition  par  M. 
Liouville.    Pag.  597. 
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2. 

Dreieckssatz. 
Es  soll  folgender  Satz  bewiesen  werden. 

Sind  in  einem  gradlinigen  Dreieck  zwei  Winkelhalbirendo  gleich, 
so  liegen  die  halbirtcn  Winkel  an  der  Grundlinie  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks.   (S.  d.  Fig.) 

Vre.  Wkl.  BAD  —  CAD 
Wkl.  ABE  —  CBE 
AD  =  BE 
Beb.  Wkl.  A  -  B 
Beweis.    Es  ist 

et  er 

i  =  -2+y>-2 

also 

AB  >  DB 
Da  ß  halbirt  ist,  so  hat  man 

AF:  FD  =  AB  :  DB 

mithin 
Ebenso 

also 

und  daher 
Wäre  nun 

so  hätte  man 


AF>  FD 
ß  ß 

AB  >  yl£ 
BF>  EF 

2^2 


ÜF>  AF  und  EF  um  ebensoviel  <  D/ 
weil  die  ganzen  Linien  gleich  sind;  z.  B. 

BF  =  ylF+m  und  DF=  AF+m 

Macht  man  nun 

F</  —  FD  und  db  parallel  AE 

so  ist 
aber 


FE.FA  —  FZ):F;r 


FE-.FA 


j 


letzteres  weil 
ist,  mithin 


BF—m  ^ 
DF<AF<  BF 
FD-.Fx  <i  FD :  BF  und  Fx>  Bl 
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Macht  man  also 

F?j  =  FB 

so  muss  b  zwischen  A  und  x  fallen.    Es  ist  aber 

8 

Dreieck  F<to  ^  FDB  und  Wkl.  dbF  =  | 

Als  Aussenwinkcl  ist  jedoch  Wkl.  dbF>  x  oder  ^  im  Gegensätze 
zur  Annahme.   Ebenso  kann  ^  nicht  >•  g  8ein»  a^s0  muss 

^  —  2  und  a  =  ß 
sein.  Seelhoff. 


3. 

Eine  combinatorisehe  Definition  der  Zahl  e. 

Unter  den  verschiedenen  besondern  Gruppen,  welche  man  aus 
dem  System  aller  Permutationen  von  ?t  Elementen  herausgreifen  kann, 
scheint  die  folgende,  welche  meines  Wissens  noch  nicht  untersucht 
worden  ist,  von  einigem  Interesse  zu  sein. 

Sei  123...  7»  die  Anfangsstellung  der  n  Elemente.  Unter  den 
Permutationen  derselben  wird  es  eine  gewisse  Anzahl  geben,  welche 
mit  der  Anfangsstellung  keinen  Platz  gemeinsam  haben.  Der- 
artige Permutationen  mögen  „absolute  Permutationen  der  Aufaugs- 
8tollung"  genannt  werden.  Seien  beispielsweise  vier  Elemente  vor- 
handen und  1234  die  Anfangsstellung,  so  sind  die  absoluten  Permu- 
tationen derselben  diese:  2143,  2341,  2413,  3142,  3412,  3421,  4123, 
4312,  4321,  also  neun. 

Alsdann  gilt  folgender  Satz: 

Der  Wert  des  Verhältnisses  der  Anzahl  aller  Permutationen 
von  n  Elementen  zur  Anzahl  der  absoluten  Permutationen  der 
Anfangsstellung  nähert  sich  mit  wachsendem  n  der  Zahl  «,  der  Basis 
der  natürlichen  Logarithmen. 

Sei  iV  —  123  ...  n  die  Anzahl  aller  Permutationen,  N  die  Anzahl 
der  absoluten  Permutationen,  so  ist 

lim  ^  —  e  für  n  =  oo . 
Königsberg.  Th.  Sanio. 
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XV. 

Gleichgewicht  eines  über  eine  Flache  gespannten 
Fadens  mit  Berücksichtigung  der  Reibung. 

Von 

F.  August. 


Es  ist  bekannt,  dass  auf  einer  Fläche  die  Gleichgewichtslage 
eines  gewichtlosen  biegsamen  und  unausdehnbaren  Fadens  —  einer 
Schnur  — ,  wenn  keine  Reibung  vorhanden  ist,  und  nur  in  den  End- 
punkten Kräfte  angreifen,  um  die  Spannung  hervorzubringen,  die 
Gestalt  einer  geodätischen  Linie  hat.  Damit  die  Gleichgewichtslage 
stabil  sei,  muss  diese  geodätische  Linie  zwischen  den  gewählten  End- 
punkten wirklich  relativ  Kürzeste  sein,  sich  also  nicht  durch  eine 
unendlich  kleine  Variation  bei  festgehaltenen  Endpunkten  in  eine 
kürzere  überführen  lassen,  was  auf  positiv  gekrümmten  Flächen  be- 
kanntlich nicht  immer  der  Fall  ist,  bei  Flächen  mit  der  Krümmung 
Null  und  bei  negativ  gekrümmten  Flächcu  dagegen  stets.  Der  Ein- 
tluss  der  Reibung  ist,  soweit  mir  bekannt  ist,  nur  in  den  einfachsten 
Fällen  berücksichtigt  worden,  und  es  finden  sich  darüber  in  bekannten 
Werken  Angaben,  welche  zwar  nicht  falsch  sind,  aber  doch  das  Wesen 
der  Sache  nicht  treffen  und  jedenfalls  einer  genaueren  Präcisirung 
bedürfen.  So  ist  z.  B.  in  Thomson  und  Taits  Handbuch  der  theore- 
tischen Physik  §  585  (deutsche  Ausgabe  Teil  II  Seite  115)  gesagt, 
dass  in  diesem  Falle  eine  Schnur  auch  in  Ruhe  bleibe,  wenn  sie  längs 
einer  so  langen  geodätischen  Linie  auf  einem  convexen  starren  Körper 
ausgespannt  ist,  dass  die  Länge  zwischen  ihren  Endpunkten  kein 
Minimum  ist.  Dies  ist  richtig,  und  doch  findet  ein  wesentlicher  Unter- 
schied zwischen  diesem  Falle  und  demjenigen  statt,  wo  die  geodätische 
Linie  wirklich  Kürzeste  ist.   Vermehrt  oder  vermindert  man  nämlich, 
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ohne  die  Anfangsspannung  zu  ändern,  die  Endspannung  soweit,  wie 
es  irgend  möglich  ist,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  stören,  so  wird 
wenn  die  Verbindung  ein  Minimum  ist,  jede  seitliche  Deformation 
ein  Zurückkehren  in  die  Gleichgewichtslage  zur  Folge  haben,  wenn 
die  Länge  dagegen  kein  Minimum  ist,  wird  eine  unendlich  kleine 
seitliche  Deformation  eine  weitere  Entfernung  aus  der  Gleichgewichts- 
lage zur  Folge  haben.  Ausserdem  aber  wird  durch  den  obigen  Aus- 
spruch und  durch  die  beiden  folgenden  Paragraphen  leicht  der  Irr- 
tum hervorgerufen,  als  seien  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Reibung  die 
geodätischen  Linien  die  einzigen  Gleichgewichtslagen  -,  während  es  in 
diesem  Falle  zwischen  zwei  Punkten  unendlich  viele  Gleichgewichts- 
lagen giebt,  von  der  Art,  dass  das  Gleichgewicht  durch  eine  unendlich 
kleine  Variation  der  Gestalt  und  der  Spannung  nicht  gestört  wird 
Da  ich  auch  anderweitig  keine  genauere  Behandlung  des  Gegenstandes 
gefunden  habe,  so  möchte  ich  hier  auf  denselben  etwas  näher  ein- 
gehen. Der  leichteren  Orientiruug  wegen  schicke  ich  eine  kurze  Be- 
trachtung des  Falles  voraus,  in  welchem  keine  Reibung  wirkt. 


I.   Vorbetrachtuug.   Gleichgewicht  ohne  Reibung. 

Nach  unserer  Voraussetzung  wirkeu  auf  das  Bogenelement  *U 
der  Zwang  Nds,  welchen  die  Fläche  in  Richtung  ihrer  Normale  aus- 
übt, und  die  Spannung  T  in  Richtung  der  Tangente  der  Curve,  welche 
wir  positiv  nehmen,  wenn  sie  eine  gegenseitige  Anziehung  benach- 
barter Bogcnelemcnte  darstellt,  also  eine  Ausdehnung  verhindert. 
Wir  können  uns  auf  die  Betrachtung  des  Falles  beschränken,  das^ 
T  eine  im  Allgemeinen  positive  und  von  Null  verschiedene  Grösse 
sei.  Wäre  nämlich  T  constant  gleich  Null,  so  könnte  der  Fadeo 
jede  beliebige  Gleichgewichtslage  annehmen.  Wäre  aber  T  negativ, 
würde  also  der  Faden  einer  Verkürzung  widerstreben,  so  erhielte 
man  einen  Fall,  der  praktisch  kein  Interesse  hat,  und  der  zudem 
leicht  auf  den  ersten  zurückgeführt  werden  könnte,  indem  man  alle 
Kräfte,  also  auch  den  Zwang  (und  später  die  Reibung)  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  nähme.  Sollte  T  sein  Vorzeichen  wechseln,  so 
müsste  es,  da  wir  Discontinuitäten  ausschliessen,  durch  Null  gehen, 
und  an  der  Stelle,  wo  T  Null  ist,  kann  man  den  Faden  ohne  Störung 
des  Gleichgewichts  zerschnitten  denken. 

Sind  nun  /?,  g,  r  die  Richtungscosinus  derjenigen  Richtung  der 
Normale  der  Fläche,  in  welcher  der  Druck  des  Fadens  auf  die  Fläche 
wirkt,  also  — />,  — 5,  — r  diejenigen  der  ihr  entgegengesetzten  Rich- 
tung, in  welcher  der  Zwang  wirkt,  so  werden  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts 
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—  Npd8+d{r^  «=  0  und  die  Analogen, 

oder 

—  d?x      dT  dx  wj 
P~    7U*~~  dt  ds      •  e  Analo^en-  1 

dx   dy  ds 

Wir  multipliciren  diese  Gleichungen  zuerst  bezüglich  mit  ^. 
nachher  bezüglich  mit  p,  tf,  r  und  addiren,  dann  kommt  zuerst 

dT 

und  dann  mit  Rücksicht  auf  II' 


/  d*x      d*y  ,    A\  /v 


oder 


7' 

-  III' 


wo  q  den  Krümmungsradius  des  Normalsclmittes  der  Fläche  bedeutet, 
welcher  die  Curve  berührt   Hierdurch  werden  die  Gleichungen  I' 


d*Z       p  #  ?  .     ^?  V__ 

ds*  '  "  q  '     <i»*       p  '     rf* 1    "  p ' 


woraus  folgt,  dass  die  Gleichgewichtslage  eine  geodätische  Linie  ist, 
and  dass  der  Druck  (bei  positivem  T)  nach  der  Seite  des  Krümmungs- 
centrums des  betreffenden  Normalschnittes  oder  der  geodätischen  Linie 
.selbst  wirkt,  also  der  Zwang  nach  der  entgegengesetzten  Richtung. 

Bezeichnet  man  den  vom  Anfangspunkte  an  gemessenen  Krüm- 
mungswinkel  der  Curve  mit  t,  so  ist 

da 

dx  «=  — , 
Q 

also  folgt  aus  III' 

Nds  =  7Wt, 


Tz.  IV 


d.  h.  der  Gesammtdruck  eines  endlichen  Teils  der  Schnur  ist  gleich 
Product  aus  der  Spannung  und  dem  Krümmnngswinkel  des  betreffen- 
den Curventeils. 

15* 
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II.   Gleichgewicht  mit  Rücksicht  auf  die  Reibung. 

Ist  Reibung  vorhanden,  so  ist  sowohl  die  Gestalt  der  Curve  in 
der  Gleichgewichtslage  als  auch  die  Spannung  bei  gegebener  Anfangs- 
lage und  Richtung,  oder  auch  bei  gegebenen  Endpunkten  innerhalb 
gewisser  Grenzen  unbestimmt.  Legt  man  z.  B.  den  Faden  an  einer 
bestimmten  Stelle  in  bestimmter  Richtung  mit  bestimmter  Spannung 
an,  und  wickelt  ihn  dann  weiter  auf,  so  kann  man  innerhalb  gewisser 
Grenzen  sowohl  die  unendlich  nahe  Richtung  des  Nachbarelementes 
als  auch  die  Nachbarspannung  beliebig  wählen,  ohne  dass  das  Gleich- 
gewicht gestört  wird.  Es  wird  sich  also  wesentlich  um  zwei  Fragen 
handeln. 

1.  Wenn  die  Gestalt  des  Fadens  uud  die  Spannung  in  jedem 
Punkte  gegeben  ist,  zu  untersuchen,  ob  der  Faden  im  Gleich- 
gewichte ist. 

2.  Die  äussersten  Grenzfalle  für  die  Gleichgewichtszustand 
unter  gewissen  Voraussetzungen  zu  bestimmen. 

Wir  behalten  die  obigen  Bezeichnungen  bei,  gehen  bei  der  Rei- 
bung von  den  allgemein  üblichen  Annahmen  aus  und  bezeichnen  den 
Reibungscoefficienten  währeud  der  Ruhe  mit  m,  den  Reibungswinkel 
mit  p,  so  dass  m  =  tgp.  Sind  dann  o,  /?,  y  die  Richtungscosinus 
der  Tangente  der  Fläche,  nach  welcher  das  Element  des  Fadens 
gezogen  würde,  wenn  die  Reibung  nicht  vorhanden  wäre,  und  welche 
wir  die  virtuelle  Bewegungsrichtung  nennen  wollen,  so  sind 
die  Componentcn  der  Reibung  —  litis . «,  —  Rd* .  0,  —  Reis .  y.  Die 
Grösse  und  Richtung  der  Reibung  während  der  Ruhe  bestimmt  sich 
dadurch,  dass  die  Reibung  alle  anderen  Kräfte  aufhebt;  die  Grösse 
ist  aber  an  die  Bedingung  gebunden,  dass  sie  kleiner  bleibt,  als 
mNds.   Wir  können  also  setzen 


so  dass  die  Gleichgewichtsbedinguugen  werden 

<fix     dT  <lx 

d*z      dT  dz  „ 
-  N(r  +  mlY)  +  T^t  +  -  .  -  -  0, 

a'+ß'+y*  ~  1, 
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Wir  haben  nun  ans  den  ersten  fünf  Gleichungen  unter  Elimina- 
tion von  iV,  er,  ß,  y  die  Grösse  m,  zu  berechnen  und  diesen  Werl 
in  die  letzte  Ungleichung  einzusetzen,  um  die  Gleichgewichtsbedingung 
in  einfachster  Form  zu  erhalten. 

dx     du  </: 

Wir  multipliciren  die  drei  ersten  Gleichungen  mit  jg' 
and  addiren;  dann  kommt 

oder,  wenn  man  setzt 

dx        dy  dz 

Nml  cos  u  —  —  *  II 

h  bedeutet  den  Winkel,  welchen  die  virtuelle  Bewegungsrichtung  mit 
der  Tangente  der  Curve  in  Richtung  der  wachsenden  Bogen  bildet, 
and  welchen  wir  positiv  zählen  wollen,  wenn  die  virtuelle  Bewegungs- 
richtung nach  der  geodätisch  coneaven  Seite  hiuliegt,  d.  h.  nach  der- 
jenigen Seite,  nach  welcher  die  Projection  der  Curve  auf  die  Tan- 
gentialebene concav  ist.  Aus  dieser  Gleichung  (II)  erkennt  man,  dass 
die  Tangentialcomponente  der  Reibung  entgegengesetzt  ist  dem  Diffe- 
renzial  der  Spannung. 

Wir  multipliciren  ferner  die  drei  ersten  Gleichungen  I  mit  />,  7.  r 
and  addiren,  dann  erhalten  wir 


d*x        <Py  . 


Sind  nun  er,  ß1  y,  die  Richtungscosinus  der  Hauptnormale  der 
Curve,  und  ist  p,  ihr  Krümmungsradius,  so  ist 

— =  =  -1  etc., 
dr  Pi 

and  wenn  man  unter  tj/  den  Winkel  versteht,  welchen  die  Haupt- 
nonnale der  Curve  mit  der  Normale  der  Flache  bildet,  letztere  in 
der  Richtung  gewählt  in  welcher  der  Faden  auf  die  Flache  drückt, 
so  ist 

voraus  folgt,  da  .V,  T  und  p,  positiv  sind,  data  i>  ein  spitzer  Winkel 

ds  . 

ist.  Da  p,  ■=  -=r  ist  so  können  wir  diese  Gleichung  auch  schreiben 


230     August:  Gleichgewicht  eine*  über  eine  fläche  gespannten  Fadens 


Nd*=TCQSydT.  IIIa 


Wir  multiplicircn  endlich  die  drei  ersten  Gleichungen  I  mit 
Richtungscocfficientcn  atß%y%  derjenigen  Tangente  der  Fläche,  welche 
normal  zur  Curvc  nach  der  geodätisch  coneaven  Seite  gerichtet  ist 
Dann  ergiebt  sich  durch  Addition: 


-  Nm^iaa,  +  ßßt  +  yy,)  +  ^  Ker,  +  ßlßi  +  y,y,)  =  O. 


Hier  ist 


immer  positiv,  und  da  die  übrigen  Grössen  ebenfalls  positiv  sind,  so 
ist  a«f  +  00j  +  yft  auch  positiv,  und  ist  gleich  sin«,  worauß  folgt, 
dass  u  stets  zwischen  0  und  n  liegt,  dass  also  die  virtuelle  Bcwegungs- 
richtung  nach  der  geodätisch  coneaven  Seite  der  Curvc  gerichtet  ist. 
Die  oben  erhaltene  Gleichung  aber  wird  einfacher 

T  . 

A7m,  sin«  —  —  sin  IV 
Durch  Elimination  von  u  aus  II  und  IV  erhält  man 


und  wenn  man  hierin  für  N  seinen  Wert  aus  lila  setzt  und  nach 
m,*  auflöst: 

V=tg^+_-^_). 

Wir  setzen  noch 


T 


dlnT  f*)dr 


dt 


fix),  also  T-T0e<>        ,  v 


wo  T0  die  Spannung  im  Anfangspunkte  bezeichnet;  dann  wird  die 
Bedingung  für  das  Gleichgewicht 

VI 

oder 

(1  +  m«)  sin  ty*  <  »*. 

Und  zwar  findet  bei  wirklicher  Ungleichheit  im  oben  besprochenen 
Sinne  indifferentes  Gleichgewicht  statt,  bei  Gleichheit  dagegen  ist  das 
Gleichgewicht  insofern  als  labil  zu  bezeichnen,  weil  gewisse  Vang^ 
tionen  der  Curve  und  der  Spannung  dasse^e^f^^^jggtre  freilich 

nicht. 
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Aus  V  und  VI  erkennt  man  sofort,  dass  das  Gleichgewicht  nicht 
gestört  wird,  wenn  die  Spannung  T  mit  irgend  einer  eon stauten  Zahl 
multiplicirt  wird,  also  beispielsweise  durchweg  verdoppelt  wird,  selbst- 
verständlich wird  dann  N  mit  derselben  Zahl  multiplicirt. 

Ferner  zeigt  sich,  dass  man  y  und  fix)  innerhalb  gewisser 
Grenzen  beliebig  geben  darf,  um  einen  Gleichgewichtszustand  zu  er- 
halten.  Vor  allem  muss  tgi/;2  ^  m%  sein,  also  der  Winkel  absolut 

kleiner  als  der  Reibungswinkel  und  ebenso  muss  stets  f{x)%  ^  m2, 
also 

+  m  ^  f{x)  =  —  m, 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  Integralrechnung  folgt: 

/* 

also  mit  Rücksicht  auf  V 

wodurch  T  zwischen  zwei  einfach  bestimmbare  Grenzen  eingeschlossen 
wird,  und  zwar  dürfen  die  äussersten  Grenzwerte  von  T  überhaupt 
nur  vorkommen ,  wenn  \p  =  0  ist,  und  die  äussersten  Grenzwerte 
von  y  nur,  wenn  f[x)  =  0,  also  T  constant  ist. 

Wir  können  nun  leicht  gewisse  äusserste  Grcnzf&lle  für  das 
Gleichgewicht  angeben. 

Ist  zunächst     constant  —  0,  so  ist  die  Gestalt  des  Fadens  eine 

T 

geodätische  Linie.  Dann  wird  N  «=  —  (III),  also  im  Allgemeinen  nicht 

M,  folglich  wird  nach  IV  sinu  =»0;  d.  h.  die  Reibung  wirkt  nur 
in  Richtung  der  Tangente,  und  T  kann,  wie  bereits  gesagt,  alle  mög- 
lichen zwischen  den  oben  angegebenen  Grenzen  liegenden  Werte  an- 
nehmen. Soll  das  Verhältniss  zwischen  der  Anfangs-  und  Endspannung 
T0  und  jT3  möglichst  von  1  verschieden  sein,  so  muss  entweder 

T0e+^i   oder    T  =  T0e~^ 

sein.  Diese  beiden  extremen  Fälle  sind  von  besonderer  praktischer 
Bedeutung.  Für  die  gerade  Cylinderfläche  lassen  sich  diese  Fälle 
elementar  betrachten,  wie  dies  allgemein  bekannt  ist. 

L,Ilt_(Jagegen  ^  constant  gleich  dem  Reibungswinkel  p,  so  ist 
die  Spannung  T  constant. 


Digitized  by  Google 


232     Auguet:  Gleichgewicht  eine*  über  eine  Fläche  gespannten  Fadens 


Fernor  folgt  aas  n,  III  and  IV: 

iVcosu  =0,   N  =  — cos/*,    iVsinu  —  -  cos 

oder,  wenn  man  unter  q  wie  oben  den  Krümmungsradius  des  die 
Curvo  berührenden  Normalschnitts  der  Fläche  versteht, 

T  T 

Wäre  nun  1  =  0,  so  wäre  die  Curve  eine  asymptotische  Linie  und 

als  solche  entweder  gerade,  also  geodätisch,  so  dass  y  =■  0  und  nicht 
gleich  fi  wäre,  oder  ihre  Hauptnormale  stände  rechtwinklig  zur 

n 

Flächennormale  (Hoppe,  Flächentheorie  §  28),  also  wäre  y  =  p  «=  g. 

was  unmöglich  ist,  weil  der  Reibungscoefficient  m  —  tg  p  nicht  un- 
endlich sein  kann.  Mithin  folgt  aus  den  obigen  Bedingungen  über- 
einstimmend, dass  sint«  =  +  1,  also  cosu  =  0  ist,  mithin  ist  die  vir- 
tuelle BewegungBrichtung  rechtwinklig  zur  Curve  nach  der  geodätisch 
coneaven  Seite  gerichtet,  die  Richtung  der  Reibung  entgegengesetzt. 
Man  kann  sagen,  dass  die  Gestalt  der  Curve  in  diesem  Falle  am 
meisten  von  der  geodätischen  Linie  abweicht. 

Von  den  mannigfachen  Zwischenfallen,  welche  möglich  sind,  sind 
besonders  einfach  diejenigen,  bei  welchen  ^  constant,  aber  kleiner 
als  fi  ist.  In  diesem  Falle  nennen  wir  den  Wert,  welchen  A*)1 
nicht  überschreiten  darf,  so  dass 

V-m'  — d  +  m»)  sin  1//8, 

also  kleiner  als  m*  ist   Dann  ist 


Macht  man  dann  die  Spannung  gleich  T0e+»"»r  oder  gleich  r0«-m»r, 
so  ist  dio  Curvo  eben  noch  Gleichgewichtslage. 


III. 


Beurteilung  der  Art  des  Gleichgewichtes. 


Bei  Problemen  des  Gleichgewichtes  mit  Rücksicht  auf  die  Rei- 
bung ist  der  Unterschied  zwischen  stabilem,  labilem  und  indifferentem 
Gleichgewicht  zwar  auch  vorhanden,  doch  empfiehlt  es  sich,  hier  noch 
einen  anderweitigen  Begriff  einzuführen.  Wir  wollen  das  Gleich- 
gewicht ein  „zähes"  nennen,  wenn  das  in  der  Gleichgewichtslage 
ruhende  System  durch  ein  System  unendlich  kleiner  Kräfte  nicht  in 
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Bewegung  gesetzt  werden  kann,  wenn  es  aber  andrerseits  auch  nicht 
das  Bestreben  hat,  in  jene  Lage  zurück  zu  kehren,  falls  es  (durch 
endliche  Kräfte)  aus  jener  Lage  in  eine  Nachbarlage  gebracht  ist. 
Im  zähen  Gleichgewicht  befindet  sich  beispielsweise  eine  schwere 
Masse,  welche  auf  einer  schiefen  Ebene  gleiten  kann,  wenn  der 
Neigungswinkel  kleiner  als  der  Reibungswinkel  ist.  Ehe  ein  solches 
zähes  Gleichgewicht  aufhört,  tritt  ein  Zustand  ein,  den  wir  „Grenz  - 
zustand w  nennen  können.  Derselbe  ist  dadurch  characterisirt,  dass 
sich  das  System  gowissen  Bewegungsantrieben  gegenüber  wie  ein  zähes 
verhalt,  während  andere  Bewegungsantriebe,  selbst  wenn  sie  beliebig 
klein  sind,  eine  endliche  Bewegung  einleiten.  Ein  solcher  Grenz- 
zustand findet  auf  der  schiefen  Ebene  statt,  wenn  der  Neigungswinkel 
gleich  dem  Reibungswinkel  ist.  Einem  nach  oben  gerichteten  Be- 
wegungsantriebe gegenüber  verhält  sich  die  Masse  wie  beim  zähen 
Gleichgewicht,  der  geringste  nach  unten  gerichtete  Antrieb  leitet  ein 
Abwärtsgleiten  ein. 

Um  nun  für  das  Kettcnproblem  die  Frage  nach  der  Art  des 
Gleichgewichtes  zu  entscheiden,  kann  folgendo  Erwägung  dienen. 
Die  virtuelle  Bewegungsrichtung  ist  stets  nach  der  geodätisch  con- 
caven  Seite  gerichtet,  bei  geodätischen  Linien  fällt  sie  in  dio  Tan- 
gente, und  zwar  nach  der  Seite  der  wachsenden  Spannung,  bei  den 
Curven  «=  ^  senkrecht  dagegen,  in  allen  übrigen  Gleichgewichts- 
lagen zwischen  jene  beiden  Richtungen.  Solango  nuu  und  x  so 
gewählt  sind,  dass  in  VI  durchweg  das  Zeichen  der  Ungleichheit  gilt, 
wird  eine  unendlich  kleine  Variation  der  Curve  und  der  Spannungen 
stets  wieder  auf  eine  Gleichgewichtslage  führen,  das  Gleichgewicht 
wird  zähe  sein,  und  dabei  macht  es  keinen  Unterschied,  ob  die 
Fadencurve  eine  geodätische  Linie  bildet,  oder  nicht.  Erst  wenn  für 
irgend  einen  Punkt  der  Curve  in  VI  das  Gleichheitszeichen  gilt,  kann 
eine  unendlich  kleine  Variation  eine  endliche  Bewegung  einleiten, 
sofern  sie  nämlich  auf  einen  Zustand  führt,  bei  welchem  die  Bedin- 
gung VI  nicht  mehr  erfüllt  ist.  Besonders  einfach  ist  der  Fall,  dass 
obne  Aenderung  der  Gestalt  des  Fadens  die  Spannung  so  weit  variirt 
wird,  dass  die  Bedingung  VI  eben  aufhört,  erfüllt  zu  sein.  Dann 
bewegt  sich  jedes  Fadenelemcnt,  für  welches  dieser  Fall  eintritt,  nach 
der  geodätisch  coneaven  Seite,  und  es  kommt  darauf  an,  ob  hierdurch 
die  Bedingung  VI  wieder  hergestellt  wird,  oder  nicht. 

Sind  etwa  auf  einer  Fläche  zwei  Punkte  A  und  B  gegeben, 
zwischen  denen  ein  Faden  ausgespannt  werden  soll,  so  denke  man 
lieh  dieselben  durch  einen  geodätischen  Bogen  verbunden.  Versteht 
man  nun  unter  t  eine  beliebig  kleine  Constantc,  so  werden  zwei 
Curven  4>  =±  welche  A  und  B  verbinden,  zu  beiden  Seiten  des 
geodätischen  Bogens  in  beliebiger  Nähe  desselben  verlaufen,  vermehrt 
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man  i  unendlich  wenig,  so  werden  sich  beide  Curven  verändern,  and 
wenn  man  t  bis  zu  einem  gewissen  Werte  wachsen  lässt,  der  höch- 
stens gleich  fi  sein  darf,  wird  man  einen  gewissen  einfach  zusammen- 
hängenden Flächen  streifen  zwischen  A  und  B  erhalten,  welcher  von 
jener  Schaar  von  Curven  erfüllt  ist.  —  Es  kann  aber  kommen,  dass 
man  e  nicht  bis  zum  Werte  p  wachsen  lassen  darf,  weil  die  Curven 
nicht  mehr  reell  bleiben,  oder  auch,  weil  der  Flächenstreifen  nicht 
mehr  einfach  zusammenhängend  ist.  —  Wir  wollen  der  Einfachheit 
wegen  annehmen,  dass  wir  in  der  oben  angedeuteten  Weise  bis  zu 
den  Curven  «  ±  p  kommen  können,  was  bei  hinlänglich  kleinen 
Reibungscoefficienten  stets  der  Fall  sein  wird.  Dann  ist  der  ab- 
gegrenzte Streifen  ein  solcher,  in  welchem  unzählig  viele  Gleich- 
gewichtscurven  verlaufen.  Doch  muss,  wenn  der  Faden  längs  des 
Randes  liegt,  die  Spannung  constant  sein ;  verändert  man  dann,  ohne 
die  Spannung  T0  in  A  zu  ändern,  die  Endspannung  Tx  in  2f,  so  d&ss 
das  Vcrhältniss  der  Endspannung  zur  Anfangsspannung  Tx :  T0  sich 
immer  mehr  von  der  Einheit  entfernt;  so  wird  der  Streifen,  auf 
welchen  die  möglichen  Gleichgewichtslagen  beschränkt  sind,  immer 
schmaler,  bis  endlich  für  'J\  =  T0eLM*»,  wenn  tt  den  Krümmungs- 
winkcl  des  ganzen  Bogens  bedeutet,  nur  die  geodätische  Linie  übrig 
bleibt  Ist  nun  die  geodätische  Linie  relatives  Minimum,  so  werden 
sich  die  Curven  aus  jeder  Gleichgewichtslage  auf  diese  zusammen- 
ziehen, aber  auch  die  geodätische  Linie  hört  auf,  Gleichgewichtslage 
zu  sein,  sobald  Tx  >>  T0e+"ri  oder  Tt  <  TQe-UTt  ist,  und  es  leitet 
sich  eine  Bewegung  in  Richtung  der  wachsenden  Spannung  ein.  Ist  da- 
gegen dor  geodätische  Bogen  keine  relativ  Kürzeste,  so  zieht  sich 
der  Faden  bei  der  angegebenen  Variation  der  Spannungen  überhaupt 
nicht  auf  ihn  zusammen,  sondern  verlässt  den  Streifen,  und  macht 
eine  endliche  Bowegung.  Nur  wenn  der  Faden  ursprünglich  schon 
die  Gestalt  des  geodätischen  Bogens  Aß  hätte,  könnte  er  bis  zur 
Aufhebung  des  Gleichgewichts  darin  verharren. 

Auf  negativ  gekrümmten  Flächen  oder  Flächen  mit  der  Krüm- 
mung Null  ist  nun  jede  geodätische  Linie,  welche  zwei  Purkte  ver- 
bindet, relativ  Kürzosto;  dort  findet  also  stets  der  erste  Fall  statt. 
Die  verschiedenen  geodätischen  Bogen,  welche  zwei  Punkte  A  und  B 
verbinden,  unterscheiden  sich  nur  dadurch,  dass  sie  die  Fläche  in 
verschiedener  Richtung  und  verschieden  oft  umwinden.  Auf  positiv 
gekrümmten  Flächen,  oder  auch  auf  Flächen  mit  teilweise  positiver 
Krümmung  dagegen  kann  auch  der  zweite  Fall  eintreten. 
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IV.   Ueber  dio  Curvcn     =  constans,  namentlich  auf 
Kugeln  und  cylindrischen  Flächen. 

Durch  die  vorigen  Betrachtungen  gewinnen  diejenigen  Curven 
einer  Fläche  besonderes  Interesse,  für  welche  t/;  constant  ist,  deren 
Hauptnormale  also  mit  der  Flächcnnormale  einen  constanten  Winkel 
<P  bildet 

Auf  der  Ebene  hat  diese  Bestimmung  keine  besondere  Bedeutung. 

71 

Für  jede  kmmme  Linie  der  Ebene  nämlich  ist     constant  gleich  ^  • 

Für  jede  gerade  Linie  auf  der  Ebene  sowohl,  wie  auf  jeder  anderen 
Fläche,  ist  unbestimmt.  Auf  der  Kugel  sind  die  Curven  ==■  const. 
Kreise,  deren  Ebenen  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  den  Abstand 
a  sinti»  haben,  wenn  a  den  Kugelradius  bedeutet.  Für  beliebige 
Flächen  werden  die  Curven  durch  eine  Diffcronzialglcichung  zweiter 
Ordnung  bestimmt,  welche  wir  aufstellen  wollen.   Es  ist 

and 

also  ist 
Nun  ist  aber 

/  Ä       rfy\  /  dx        dz\  (  dy  dx\ 

a>~  \«ds-r7uh  ß>-\rds-Pdsh   *~  Vp*~w 

so  dass  die  Differentialgleichung  VII  übergeht  in 


Vlla 


f  (dyd*u     dzd*y\        (dzd?x     dx  d*z\        /dx  d*y     dy  d*x\] 

[p U         a»7 + q U  d?  ~ 5  «SV +  r  U  S1  -  3  SV Jcos  * 

Da  die  Integration  der  Gleichung  der  geodätischen  Linie  nur  in 
wenigen  Fällen  ausführbar  ist,  so  wird  sie  für  die  hier  betrachteten 
Linien  noch  seltener  gelingen.   Doch  verdient  bemerkt  zu  werden, 


236     August:  Gleichgewicht  eines  über  eine  Fläche  gespannten  Fadtm 

dass  ausser  für  die  Kogel  auch  für  die  cylindrischen  Flächen  jene 
Curvcn  durch  Quadraturen  bestimmt  sind. 

Für  eine  cylindrische  Fläche  mit  beliebigem  Querschnitt  kann 
man  sotzen 

dx  =  +  sint7du;    dy  =  — COS  U  du;    dz  =  dv, 

dv 

wo  U  eino  Function  von  u  bedeutet.   Setzt  man  dann  ^  =  k,  so  wird 


dx 


+ 


sinl/ 


er,  


und 


t(*x 


h  - 


cos  U 

CQ8  U.k 


dz 

d* 


1 


ds* 
d?y 

d*z 


l    *  1  +  **  Jl+F 


Setzt  man  dies  in  VII  ein,  so  kommt 


dk 


=  tgtjj.rft/, 


woraus  folgt,  wenn  U0  die  Integrationsconstante  bedeutet, 


VIII 


dv  «( ü-  roH*  —  «-( «•  - 

=  _  


also  schliesslich 


Ist  der  Cylinder  ein  gerader  Kreiscylinder  mit  dem  Radius  «, 
so  ist 


und  man  erhält 


,     /     H  —  U,  M  —  M„v 
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d.  h.  die  gesuchten  Linien  gehen,  wenn  man  den  Cylinder  in  die 
Ebene  abwickelt,  in  Kettenlinien  über,  deren  Symmetrie-Axe  irgend 
eine  Erzeugende  des  Cylinders  ist.  Alle  diese  Kettenlinien  sind  bei 
gleichem  t>  congruent  und  haben  die  Höhe  actgV'. 

Sind  auf  dem  Cylinder  zwei  beliebige  Punkte  gegeben,  so  kann 
mau  den  dazwischen  liegenden  Teil  des  Mantels  in  die  Ebene  ab- 
wickeln und  dann  durch  die  Bogen  zweier  Kettenlinien  verbinden, 
welche  den  Werten  ^  —  —  p,  =  — |—  ^  entsprechen.  Diese  Bogen 
sind  congruent  und  können  durch  Drehung  um  die  Mitte  der  gemein- 
schaftlichen Sehne  zur  Deckung  gebracht  werden.  Sie  schliesseu  nach 
der  Aufwickelung  auf  den  Cylinder  das  Flächenstück  ein,  auf  welches, 
wie  oben  bereits  besprochen  ist,  die  Gleichgewichtslagen  beschränkt 
sind.  Nur  wenn  beide  Punkte  auf  derselben  Erzeugenden  des  Cylin- 
ders liegen,  und  der  Faden  den  Cylinder  nicht  umgeben  soll,  ist  die 
Gerade  bei  jeder  Spannung  die  einzige  Gleichgewichtslage. 

Auch  in  dem  Falle,  dass  die  Basis  des  Cylinders  eine  Kreis- 
evolvente, oder  die  Evolvente  einer  solchen,  u.  s.  f.  ist,  lässt  sich 
die  Integration  leicht  ausfuhren. 

An  dem  geraden  Kreiscylinder  hat  man  das  einfachste  Beispiel 
für  den  ersten  Hauptfall,  in  welchem  die  Krümmung  negativ  oder 
Null  ist. 

Für  positiv  gekrümmte  Flächen  liefert  die  Kugel  das  einfachste 
Beispiel.  Lassen  sich  durch  die  beiden  Punkte  A  und  B  der  Kugel, 
welche  der  Faden  verbinden  soll,  zwei  reelle  Kreise  if;  =  ±  p  legen, 
so  wird  die  Oberfläche  in  vier  Teile  geteilt,  und  die  möglichen 
Gleichgewichtslagen  sind  auf  diejenigen  beiden  Flächenstucke  be- 
schränkt, durch  welche  der  grösste  Kreis  AB  hindurchgeht.  Doch 
nur  das  kleinere  der  beiden  Stücke  verhält  sich  ebenso,  wie  der  von 
den  aufgewickelten  Kettenlinien  begrenzte  Teil  des  Cylindermantels, 
indem  z.  B.  wenn  man,  ohne  die  Anfangsspannung  zu  ändern,  die 
Eadspannung  immer  grösser  werden  lässt,  die  Curve  sich  immer  mehr 
auf  die  letzte  Gleichgewichtslage,  den  kleineren  Bogen  des  grössten 
Kreises  AB,  zusammenzieht.  Dagegen  haben  die  im  Scheitelraum 
verlaufenden  Gleichgewichtslagen  die  Eigenschaft,  dass  sie  zwar  auch 
zunächst  ein  „zähes"  Gleichgewicht  bilden,  und  zwar  bei  vermehrter 
Endspannung  um  so  länger,  je  weniger  sie  von  dem  grösseren  geo- 
dätischen Bogen  AB  abweichen.  Ist  aber  einmal  der  Grenzfall  er- 
reicht, so  ziehen  sie  sich  nicht  auf  den  grösseren,  sondern  auf  den 
kleineren  geodätischen  Bogen  AB  zusammen. 

Sind  die  Punkte  A  und  B  so  weit  von  einander  entfernt,  dass 
die  beiden  Kreise  t^=±p  zusammenfallen  oder  gar  im*"'  *~  wer- 
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den,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  der  Kugel  Gloichge  wich  Climen, 
während  im  Uebrigen  dasselbe  wie  oben  gilt.  Liegen  endlich  die 
Punkte  diametral  gegenüber,  so  kann  jeder  sie  verbindende  Halb- 
kreisbogen eines  grössten  Kreises  letzte  Gleichgewichtslage  bei  ver- 
mehrter Endspannung  sein. 

Berlin,  im  Juli  1883. 
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XVI. 

Rückblick  auf  eine  Schattenfläche  von  Laplace. 

Von 

Armin  Wittstein. 


Zögernd  übergebe  ich  hiermit  eine  kleine,  anspruchslose  Mit- 
teilung der  Oeffentlichkoit,  die,  als  ganze  Arboit  meinerseits,  ein  Paar 
begleitende  Worte  zur  Reproduction  einer  Untersuchung  aufwirft, 
die  vor  fast  80  Jahren  aus  der  Meisterhand  eines  Laplace  hervor- 
ging, und  nur  der  Gedanke  ermutigte  mich  zu  ihrer  Publication, 
da&s  möglicherweise  denjenigen  Lesern  dieser  Zeitschrift,  welche  zu 
einem  eingehenden  Studium  der  „Mecanique  Celeste"  keine 
Veranlassung  gefunden  haben,  der,  in  der  Ueberschrift  angedeutete 
Gegenstand,  ähnlich  wie  einst  mir  selbst,  einiges  Interesse  einzu- 
lassen vermöchte. 

Es  betrifft  die  Ableitung  der  ungemein  coucinnon  Ausdrücke, 
welche  Laplace  im  IVten  Bande  seines  „Traite  de  m~6canique 
Celeste,  livre  VIII,  chapitre  VII  (Paris  1805.  4°.)"  für 
die  Oberflächen  von  Korn-  und  Halbschatten  des  Planeten  Jupiter, 
unter  Voraussetzung  des  Zusammenfallens  seiuer  Bahn-  und  Aequator- 
cbene  und  sonstigen  vereinfachenden  Anuahmon  erhalten  hat  —  wo- 
von ich  im  Nachstehenden  in  angemessener  Ausführlichkeit  der  Dar- 
stellung handeln  werde.   Das  eigentümliche  Substitut,  welches  Laplace 
an  die  Stelle  der  streng  geometrischen  Schattenform  setzt,  ist  zwar 
des  mathematischen  Charakters  letzterer  vorlustig  gegangen  (gestattet 
u.  A.  auch  keine  Abwickelung  auf  eine  Ebene  mehr),  genügt  jedoch, 
dem  Grade  seiner  Annäherung  an  die  wahre  Gestalt  nach,  den  An- 
forderungen der  theoretischen,  wie  praktischen  Astronomie  vollkom- 
men und  gewährt  überdies  ein  lehrreiches  Beispiel  dafür,  wie  eine, 
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immerhin  nicht  zn  den  allereinfachsten  zu  rechnende  Aufgabe  so 
überwunden  werden  kann,  dass  ihre  Lösung,  indem  sie  alles,  die 
Anwendung  auf  astronomische  Zwecke  Erschwerende  ausschliefst  die 
größtmögliche  Einfachheit  besitzt,  ohne  jedoch  durch  bedenkliche 
und  willkürliche  Beschränkungen  die  Anschmiegung  des  abstracten 
Problems  an  den,  in  concreto  gegebenen  Fall  gleichzeitig  zu  ge- 
fährden. 

Unter  den,  in  der  Natur  sich  darbietenden  und  zu  theoretischen 
Betrachtungen  auffordernden  Schattentlächen  ist,  so  viel  ich  weiss, 
wenn  man  vom  Rotationskegel  absieht,  ausser  der  des  Planeten  Ju- 
piter, keine  zweite,  welche  auch  Rücksicht  auf  die  Ge- 
stalt des  leuchtenden  Körpers  zu  nehmen  hat,  ernstlich 
in  den  Bereich  wissenschaftlicher  Untersuchung  gezogen  worden; 
ei ues  besonderen  Hinweises  aber  auf  die  hervorragende  Rolle,  welche 
sie  in  der  Geschichte  spielt,  bedarf  es  wol  nicht.  Möge  die  in 
Rede  stehende  Fläche  bald  wieder  dazu  berufen  sein, 
der  Wissenschaft  einen  bleibenden  Dienst  zu  leisten, 
d.  h.  möchten  sich  in  nicht  zu  ferner  Zeit  die  Astrono- 
men veranlasst  fühlen,  eine  Neu-Bestimmung  der 
Aborrations-Con8tante  aus  Verfinsterungen  der  Ju- 
piter-Satelliten durch  den  Schatten  des  Hauptplane- 
ton vorzunehmen!  Sechsundsechzig  Jabro  sind  seit  dem  Er- 
scheinen der  zweiten  Ausgabe  der  Dclambre'schen  „Tab los  eclipti- 
queB  des  satellitcs  de  Jupiter  etc.44  verflossen,  ohne  dass 
dieser  directeste  Weg  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  zwischen 
der  Geschwindigkeit  der  Erdbewegung  und  der  des  Lichtes  inzwischen 
wieder  betreten  worden  wäre. 

Ueber  den  Nutzen  einer  solchen  Neu-Bestimmung,  sowie  über 
die  Entwickelung  unserer  ganzen  Aberrationstheorie  bis  auf  Gauss, 
Fresnel  und  Cauchy  würde  ich  gerne  noch  Einiges  gesagt  haben, 
wenn  ich  nicht  befürchten  müaste,  durch  derartige  Digressionen  zu 
viel  des  Fremdartigen,  oder  wenigstens  scheinbar  des  directen  sach- 
lichen Zusammenhanges  mit  dem,  diesen  Zeilen  als  Titel  vorauge- 
setzten  Thema  Entbehrendes  herbeizuziehen. 


1. 

Definirt  man  den  Kern-  oder  Halbschatten,  den  ein  undurch- 
sichtiger, von  oinem  anderen  beleuchteter  Körper  wirft,  als  die  En- 
veloppo  der,  beiden  Körpern  gemeinschaftlichen  (gleichartig  oder  un- 
gleichartig berührenden)  Tangentenebene,  welche  nur  einen  einzigen 
veränderlichen  Parameter  a  enthält,  oder  als  die  Grenzfläche  einer 
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einfach  unendlichen  Schaar  von  Ebenen,  so  ist  das  Resultat  der  Eli- 

au 

mination  von  a  aus  der  Gleichung  der  Ebene,  u  «-  0  und  sr  —  0, 

oder  die  Discriminante  der  ursprünglichen  Gleichung  in  Bezug  auf 
a,  eine  Gleichung  iu  x,  y,  »,  nämlich  die  einer  abwickelbaren  Fläche, 
welche  den  geometrischen  Ort  aller  Durchschnittslinien  zweier  auf 
einander  folgenden  Tangentenebenen  repräsentirt ,  wenn  a  in  u  =  0 
alle  möglichen  Werte  von  — oo  bis  +00  annimmt  Von  der  Eigen- 
schaft der  Abwickelbarkeit  überzougt  man  sich  sehr  leicht;  denn  aus 
der  Gleichung 

2  =  f(a)x-\-rp{a)y  +  a 

einer  solchen  allgemeinsten  Schaar  von  Ebenen  leitet  man  höchst 
einfach  die  folgenden  Gleichungen  ab 

o=f'(a)z  +  <p'(a)y+\,     p  -/{a)+(f{a)*+  f^+Dg. 

g-  *« +(/'««+ 

und,  wenn  q  =  y(p)  gesetzt  wird, 

Die  letzte  sagt  aus,  dass  die  Fläche  zum  Krümmungsmaassc  Null 
bat  und  sich  ohne  Ausdehnung  durch  Biegung  einer  Ebene  darstellen 
lässt l). 

Die,  den  Oberflächen  beider  Körper  gemeinschaftlich  u m beschrie- 
bene Abwickelungsfläche  bestimmt  somit  auf  der  beleuchteten  Fläche 
die  Curven,  welche  die  Gebiete  der  vollen  Beleuchtung,  des  Kcrn- 
und  Halbschattens  von  einander  trennen 

Läge  statt  einer  Ebene  allgemein  eine  Gleichung  von  der  Form 

(BF  \ 
=  0,   F  —  U  j  die  Curve  aus- 
drücken, deren  geometrischer  Ort  die  Grenzfläche  ist.  Diejenige 
Curve,  in  welcher  sich  zwei  unendlich  nahe  solcher  Curven  schnei- 
den, ist  die  Wendungs-Curve  (oder  Cuspidal-Kaute)  der  dchaar  von 

Flachen  und  findet  ihren  Ausdruck  durch  die  Gleichungen  1^=0, 
B*F  ) 


1)  Ein  Beispiel  für  die  Grcnzfliche  einer  Schaar  von  Ebenen  mit  zwei 
T»riabelen  Parametern  liefert  die  Wellenflächc  von  Freanel. 


Ttü  LXX. 


Digitized  by  Google 


242         Witts  t ein:  Rückblick  auf  eine  Schuttenßäche  von  Laplace. 

Längs  der  Wendungscurvc  berühren  sich  die  beiden  Mäntel  der 
abwickelbaren  Fläche.  Die,  aus  den  zuletzt  angeschriebenen  Glei- 
chungen hervorgehenden  Werte  von  *,  y,  z  gehören  der  Reihe  von 
Punkten  an,  in  denen  jede  (nach  Monge  so  genannte)  charakteristi- 
sche Linie  ^F«-  0,  |^=0^  von  der  benachbarten  charaktcristi- 

/BF        B*F  \ 
sehen  Linie  U-  =  0,        =»  0  \  geschnitten  nnd   im  Allgemeinen 

zugleich  berührt  wird. 

Für  den  Fall  einer  Ebene  sind 

■ 

z  -  f(a)z  +  q>(a)y  +  a,  0  -  f'(a)x  +  <p'(a)y  + 1,  0  -  f"(a)x+<p"(a)y 

die  Gleichungen  der  charakteristischen  Linie,  und  ist  die  erstere  die 
Schmiegungsebcne  der  Wondungscurve ,  die  jetzt  dadurch  entsteht, 
dass  die  auf  einander  folgenden  Durchschnitte  der  Ebenen  eine  Reihe 
von  geraden  Linien,  und  die  Durchschnitte  dieser  auf  einander  fol- 
genden Geraden  eine  Reihe  von  Punkten  bilden,  welche  im  Allge- 
meinen eine  doppelt  gekrümmte  Curve  bestimmen,  deren  Tangenten 
jene  Geraden  sind. 

Ropräsentiren 

x  =  az+f(a)  \ 
y  =  <p(a)*+t//(«)  i 

die  Gleichungen  einer  erzeugenden  Goradon  der  Fläche,  so  werden 
die  Gleichungen  der  Wendungscurve : 

x  =  -«/»  +/(«),    y=-(p(a)/'(«)  +  //'(aV(aV«, 

Die  Lösung  der  uns  hier  beschäftigenden  Aufgabe  wird,  der 
Hauptsache  nach,  darauf  hinauskommen,  dass  man,  wenn  x  =  ay-\-bz-\-c 
die  bewegliche  Ebeue  ansdrückt,  b  und  c  als  Functionen  von  «  be- 
stimmt und  dann  aus 

x  =  ay  ~\- bz c  \ 

a  eliminirt,  wodurch  die  verlangte  Endgleichung  in  x,  y,  z  erhalten 
wird. 

Betrachten  wir  zunächst  den  leuchtenden  Körper,  dessen  Ober- 
fläche durch  die  Gleichung /(a;,  y,  z)  ■=*  0  dargestellt  sein  roög^  Für 
die  Tangenten  in  irgend  einem  Punkte  y,  Z)  der  Fl 
steht  dann  die  bekannte  Gleichung: 
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{'  ^}\dx dz+dr  dz  +  dz  j ' 


ooter  n  =  0  Dasjenige  verstanden ,  was  aus  /  =  0  wird ,  wenn  man 
darin  die  laufeuden  Coordinaten  durch  die  des  Berührungspunktes 
ersetzt.  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet;  soll  somit 
unsere  bewegliche  Ebene  eine  Taogcutenebene  des  leuchtenden  Kör- 
pers werden,  so  muss  sie,  neben  der  Bedingung,  die  Coordiuateu  des 
Berührungspunktes  zu  enthalten,  auch  der  anderen, 


l*-dX  +  %  dY+%.dZ  =  0 


cY 


cZ 


genügen.  Setzt  man  den  Wert  von  dX  aus  dX  —  atlY+bdZ  in  die 
zweite  Bedingung  ein,  so  folgt: 

'Kfe+-fe)+-*(fe+*fe)-* 


welche  Gleichung  in  die  beiden  Gleichungen 


dz+bdx 


0 


zerfallt  Die  Vereinigung  derselben  mit  u  =  0,  X  —  aY-\-bZ-\-c 
führt  nach  der  Elimination  von  Xy  Yy  Z  auf  eine  Endgleichung  in 
K  c. 

Genau  dieselbe  Betrachtungsweise  auf  den  beleuchtenden  Körper 
angewandt,  giebt  die  Glechungen 

V       du'  du'  du 

SF+Bä?,"()«    Sz'+'ä*'885  0'  f4'"0' 

woraus  eine  zweite  Endgleichung  in  a,     <?  folgt. 

b  und  e  können  nun  als  Functionen  vou  a  ausgedrückt  und  in 
die  oben  angesetzten  Gleichungen  substituirt  werden. 


2. 

In  seiner  „Analytischen  Geometrie  des  Raumes  (I.  S.  276.)", 
und  zwar  in  dem  Capitel  über  die  Invarianten  und  Covariantcn  der 
Systeme  zweiten  Grades,  hat  bereits  Salinem  das  Problem:  die  zwei 
Oberflächen  zweiten  Grades  gemeinschaftlich  umbeschriebene  abwickel- 
bare Flache  zu  bestimmen,  kurz  behandelt  und  gefunden,  dass  die 
ichte  Flache  vom  8  ton  Grade  in  den  Variabelen  und  vom  lOten 

16* 
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in  den  Coefficientcn  der  Gleichung  jeder  Fläche  zweiten  Grades  ist; 
die  gegebenen  Flächen  waren  dabei  auf  ihr  sogen,  gemeinschaftliches 
Quadrupel  harmonischer  Pole  bezogen  gedacht.  Als  weitere  Ergeb- 
nisse wären  noch  hervorzuheben :  Die  Berübrungscurven  der  abwickel- 
baren Fläche  mit  den  beiden  Flächen  zweiten  Grades  sind  die  Durch- 
schnittscurven  von  je  zwei  Flächen  zweiten  Grades;  nennt  man 
(7=0,  V  =  0  die  beiden  gegebenen  Flächen,  so  ist  der  Berührungs- 
punkt von  U  mit  einer  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  von  V 
und  U'  der  in  Bezug  auf  U  =  0  genommene  Pol  einer  Tangenten- 
ebene  von  ü'  =  0.  Der  Schnitt  mit  einer  der  Hauptebenen,  d.  h. 
mit  einer  Ebene  des  Fundamental-Tetraeders ,  endlich  liefert  einen 
zweifach  zählenden  Kegelschnitt  und  4  gerade  Linien. 

Auch  Professor  Heger  2)  beschäftigt  sich  mit  der  in  Rede  stehen- 
den Fläche  und  nenut  sie,  auf  Grund  der  von  ihm  angegebenen 
Eigenschaft,  dass  durch  einen  gegebenen  Punkt  4  Tangentenebenen 
an  die  Fläche  hindurchgehen,  eine  Fläche  4  ter  Classe,  1  ter  Species, 
zur  Unterscheidung  von  anderen  Flächen  4  ter  Classe. 

3. 

Als  Anwendung  der  am  Schlüsse  von  (1)  angegebenen  Gleichungen 
erhält  man,  unter  Zugrundelegung  eines  orthogonalen  Coordinaten- 
Systems,  das  seinen  Ursprung  im  Sonnencentrum  hat,  für  die  Sonne 
(vom  Halbmesser  R)  die  Gleichungen: 

X*+Y*  +  Z*  —  J2»  =  0,      K+a*  =  0,  Z+bX=Q, 

X  =  aY+bZ+c. 

Dio  drei  ersten  und  danu  die  drei  letzten  geben 

*»(l  +  a*  +  Ä»)  =  Ä8,     *(l  +  a*  +  Ä*; 

also 

c*  =  Äf(l  +  a»  +  4"). 

Den  Planeten  Jupiter  betrachten  wir  als  ein  abgeplattetes  Rota- 
tionsellipsoid, dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe  der  -X",  in  der  Ent- 
fernung D  vom  Sonnencentrum,  liegen  möge,  und  setzen  voraus,  dass 
soiu  Acquater  (vom  Halbmesser  A)  mit  seiner  Bahnebene  zusammen- 
falle. Der  Irrtum,  de%  wir  durch  diese  Aunahme  begehen,  würde 
für  den  Fall,  dass  Jupiter  eine  kugelförmige  Gestalt  besässe,  völlig 


2)  Handbuch  der  Mathematik,  unter  Mitwirkung  von  Prof.  Dr. 
Rcidt  und  Prof.  Dr.  Heger,   herausgegeben  von  Schlömilch  (in  der  E.  Trc- 
wcndt'schen  Encyclopadic  der  Naturwissenschaften,    1  tc  Abteilung,  2  ter  Teil). 
Breslau  1881. 
\ 
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verschwinden;  er  ist  von  der  Ordnung  des  Productes  aus  der  Ellip- 
ticität  Jupiter's  in  die  Neigung  seiner  Aequatorebcne  gegen  die  seiner 
Bahn,  welche  letztere  etwa  3°  26'  beträgt,  und  verändert  daher,  vom 
astronomischen  Standpunkte  aus  betrachtet,  die  Gestalt  der  Oborflächon 
Ton  Kern-  nnd  Halbschatten,  und  somit  die  Dauer  der  Verfinsterungen 
der  Jnpiter-Satelliten  3) ,  nur  in  so  geringem  Maasse,  dass  sein  Ein- 
tioss  völlig  vernachlässigt  werden  darf. 

Bezeichnet  R'  die  halbe  kleine  Axe  eines  solchen  Ellipsoidos 
(A  seine  halbe  grosse),  so  ist  seino  Gleichung 

{X—  />)»+  r"  z'* 

A*  *  R'1  a 

oder 

{X'-D)*+  r*+^(Z'»-/0  -  0. 


3)  Die  neuesten,  für  die  Epoche  1879.°  geltenden  Bahnelemente  der  4 
Jupiter-Trabanten  hat  Dr.  W.  Schur  in  seiner  ausgezeichneten,  grossen  Ab- 
handlung über  die  „Bestimmung  der  Masse  des  Planeten  Jupiter 
aos  Heliometer-Beobachtungen  der  Abstände  s  ei  ne  r  S  a  t  el  1  i  te  n 
(Leopold.  Bd.  XLV,  Nr.  3;  Halle  1882.  gr.  4")u  gegeben.  Der  Verfasser 
leitet  daselbst  auch  für  die  beiden  ersten  Satelliten  Exccntrici- 
t&ten  ihrer  Bahnen  ab  und  findet,  dass  die  Exccntricit&t  der  Bahn  des 
zweiten  nahe  gleich  der  Bahn  des  dritten  ist,  während  die  Exccntricität  der 
Bahn  des  ersten  sehr  klein  ausfällt.  Bossel  nimmt  noch  beide  Bahnen  kreis- 
förmig an.  Dieses  bemerkenswerte  Ergebnis*  der  Schur'schen  Messungen  lässt 
ein  eigentümliches  Streiflicht  auf  einen  Ausspruch  von  Laplace  (in  der  Vor- 
rede zum  IVten  Bande  der  M.  C  )  fallen,  resp.  bestätigt  aufs  Nene,  dass  die 
Grenze»),  innerhalb  deren  er  sich  aufrecht  erhalten  lässt,  eben  nur  mit  der 
Vervollkommung  der  Bcobachtungskunst,  von  der  ja  die  Fortschritte  der  Astro- 
nomie so  wesentlich  abhängen,  nach  und  nach  immer  enger  werden  können; 
derselbe  lautet  folgendermaassen :  „Es  ist  merkwürdig,  wie  man  so  aus  der 
Analysis  diese  einzelnen  Phänomene  hervorgehen  sieht,  welche  die  Beobachtung 
nur  undeutlich  erkannte,  da  jene,  eine  Folge  der  Vereinigung  mehrerer  ein- 
facher Ungleichheiten,  schon  viel  zu  complicirt  sind,  als  dnss  die  Astronomen  ihre 
Gesetze  hätten  entdecken  können. "  —  Bezieht  sich  dieser  Satz  auch  nicht 
direct  auf  Dasjenige,  wovon  hier  die  Rede  ist,  so  wohnt  ihm  doch  eine  solche 
Allgemeinheit  inne,  dass  es  mir  erlaubt  schien,  ihn  dabei  anzuführen,  wenn 
ich  in  Erinnerung  bringen  wollte,  wie  die  durch  Schur  erst  jetzt  aus  Beobach- 
tungen nachgewiesene  Existenz  der  fraglichen  Exccntricitätcn  schon  Laplace 
für  theoretisch  berechtigt  galt,  als  er  sich  hierüber  (ibidem)  dahin  äusserte, 
dais  „auch  für  diesen  Trabanten  (den  zweiten)  die  Beobachtungen  keine  Ex- 
ccntricität seiner  Bahn  gezeigt  haben,  wo] aber  wieder  Dieselbe .  wie  beim 
ersten,  Statt  finde,  dass  sie  nämlicha^||  :  Ucn  der  beiden  letzten 

Satelliten-Bahnen  etwas  Einfln  ausüi 
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A  Rf 

In  letztere  die  Abplattung  q  =  — eingeführt,  giebt  als  Aus- 
druck für  alle  Punkte  der  Oberfläche  Jupiters 

(X'-D)*+  y'*+(i-fe)i(z'*--Ä'*)  -  0. 
Hierzu  tritt,  nach  den  Schlussformeln  in  (1),  noch  hinzu 

Y'+a(X'—D)  —  0,      Z'(l  -f-  g)*-\-b(X'—  D)  =  0, 
X' — D  -  aY'+bZ'+c  —  D, 
woraus  folgt:  

c  -  D  =  (1  +  9)Ryi  +  a*  +  q£-p 

oder 

Ä1/1  +  a»+Ai  —  -D  =  (1  +       j/l  +  «*  +  (T^p- 

Ist  1  =  — — ,  /*  —  jpffZlji  —  J»  und  vernachlässigt  man 
die  zweiten  Potenzen  von  q,  so  findet  sich  *): 


Vi  +„>+  4»_  (1  _  i)V  r+/i  =  ij/l  +a>  +  jj-^j. 

2+o»+ &«  ~  2(1  - A)  VT+f*  =  2A  +  a*A  +  M  -  24*  q  A, 
- A  +  2pA)  +  a*(l - A)  +  2(1  - A)  «  2(1  - AjVl+T* 

*"  f1  +  +  a'+2  =  2  Vf+T*  -  2  (l  +  f  )  , 

—  frs-  -*"=»■(-&)• 

=      l +«»+(/»-»•)  (1  -  M^) } 

=  Jflfl  +/*)  -  ^  </*_  a»)Ä», 


4)  Ich  gebe  diese  Entwickclung  absichtlich  Ausführlicher,  als  es  too 
Laplace  geschehen  ist. 


I 
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Die  Gleichung  der  Ebene  wird  daher: 

and  geht,  nach  der  Differentiation  nach  a,  über  in 

1— ^ 

1  —  1  ä* 

0  =  y-a*.  y^_0,  +2fAa. 

Die  Elimination6)  von  a  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 
wurde  nun  den  Ausdruck  für  die  Schattenfläche  liefern,  allein  die 

Rechnung  wird  einfacher,  wenn  man  annimmt  a  =»  .  ^  — 

das  erste  Glied  rechts  giebt,  den  Planeten  kugelförmig  vorausgesetzt, 
den  Wert  von  a.   Damit  erhält  man  zunächst 


5)  Sie  verlangt  eigentlich  die  Auflösung  einer  Gleichung  vierten  Grades, 
die  Laplace  umgeht.  Hatte  man  bis  dahin  gar  keine  Vereinfachungen  ein* 
treten  lasten  und  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoidcs  irgendwo  in  der  Ebene  der 
XY  angenommen,  so  würde  man  zur  Bestimmung  von  a  ebenfalls  eine  Glei- 
chung vierten  Grades  aufzulösen  haben ,  zu  der  noch  eine  zweite  vom  8  ten 
Grade  in  a  hinzutritt,  einerlei  ob  man  es  mit  einem  Umdrehungs-  oder  drei- 
axigen  Ellipsoide  zu  tun  hat,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  im  ersten  Falle 
die  Coefficienten  von  a  einfacher  sind,  alß  im  zweiten.  Sobald  aber  der  Mittel- 
punkt des  Ellipsoidcs  ausserhalb  der  Ebene  der  XY  liegt,  gestaltet  sich  der 
ganze  Proccas  um  ein  Bedeutendes  complicirtcr;  ich  will  jedoch  auf  diese 
strengen  Gleichungen  hier  nicht  weiter  eingehen.  Handelt  es  sich  um  die 
Schattenflache  eines  Rotationsellipsoides  —  dabei  wieder  die  Voraussetzung, 
dass  seine  Aequatorcbcne  durch  den  Mittelpunkt  der  leuchtenden  Kugel  geht 
—  so  hat  offenbar  die  Wahl  der  Lage  seines  Mittelpunktes  in  der  Ebene  der 
XY  gar  keinen  Einfluss  auf  deren  Gestalt;  es  erscheint  einem  Beobachter 
zwischen  EUipsoid  und  Kugel,  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  beider 
Körper,  stets  vollständig  beleuchtet,  oder,  insofern  es  ein  Planet  ist,  als  stets 
von  denselben  Projectioncn  der  Beobachtungscurven  (denn  der  Halbschatten 
partieipirt  ja  auch  hieran)  auf  den  Himmelsgrund  begrenzt.  Anders  ist  es 
beim  dreiaxigen  Ellipsoid,  das  extreme  Beleuchtungs-  und  Schatten-Phasen 
zeigt,  die  damit  zusammenfallen,  dass  man  seinen  Mittelpunkt  in  den  Coordi- 
natcn-Anfang  legt  und  den  der  Kugel  das  eine  Mal  auf  der  Axo  dor  X,  das 
andere  Mal  der  Y  annimmt;  im  Allgemeinen  erscheint  es  einem,  wie  oben 
«tnirten  Beobachter  unvollständig  beleuchtet. 
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-(-A)(/j=5FW 


und  für  die  Gleichung  der  Ebene 

x  -  f.  Vy  +z  _  _____  +  _  _  _  v  +  j,B 

sowie  hieraus: 


Da  D  bedeutend  grösser  als  R  ist,  so  hat  man  sehr  nahe 
D 

f  — ■  — -  ^  ,  und  zwar  mit  dem  negativen  Vorzeichen,  weil 

Di 

«<  iZZD  ^enn  man  fin<^et  '  emen  Schatten  von  Kreiskegel-Form 
(also  Jupiter  kugelförmig  angenommen)  *  =       ^  y  a  0,  *  — =  0  als 

Coordinaten  seines  Mittelpunktos,  so  dass  also  x  >  j-— —  hier  nicht 
mehr  in  Betracht  kommt. 


Als  Gloichung  der  Figur  des  Halbschattens  erhalten 
wir  somit 

und  in  ganz  ähnlicher  Weise  als  Gleichung  der  Figur  des 
Kernschattens 

/  D        y  RH1  -  A)*  2<>A       /     Ä  V 

da  A  (für  den  Halbschatten  einen  negativen,  für  den  Kernschattco 
einen  positiven  Wert  hat. 
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Betrachten  wir  jetzt  den  Schnitt  der  Kernschattenfläche,  der 
durch  eipe,  auf  der  Axe  der  X  senkrechte  Ebene,  in  der  Entfernung 
r  vom  Mittelpunkte  Jupiter's  hervorgebracht  wird,  setzen  also 
x=  Z>  +  r,  so  folgt  zunächst 

g CW-Kl-W  -  &•  *(y^p ~  0 

und  dann  durch  Vernachlässigung  von  q: 

Diesen  Wert  von  y^+a8  in  das  von  q  abhängige  Glied  der  vor- 
hergehenden Gleichung  eingesetzt,  giebt 

1  Dk 

also  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  halbe  grosso  Axe 
und  deren  Abplattung 

1  DX 

ist;  denn  man  braucht  die  Gleichung  einer  Ellipse  sich  nur  in  der 
Form 

a  —  ß 

Qr  dabei  die  Abplattung  =  — bedeutend,  geschrieben  zu  denken, 

dieselbe  geht  durch  Vernachlässigung  der  zweiten  Potenzen  von  p' 
über  in 

.,2  a2 

5+3(l  +  2P')-l- 

(l-|-rtÄf  ist  die  halbe  grosse  Axe  der  erzeugenden  Ellipse  Jupitcr's, 
oder  der  halbe  Durchmesser  seines  Aequators,  die  Grösse  ^  ist 

selbst  für  den  4ten  Satelliten  dieses  Planeten  unbeträchtlich.  Heilim-t 
man  sich  der  eben  angegebenen  abgekürzten  Bezeichnungen,  ho  wird, 
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wieder  mit  Rücksicht  auf  die  mehrfach  betonte  Vernachlässigung  der 
zweiten  Potenzen,  die  Gleichung  der  Schnitt-Ellipse 


2«  drückt  dann  die  'grösste  Breite  eines  Kernschatten-Querschnittes 
aus. 

Denkt  man  sich  in  a  und  g'  die  Grösse  X  mit  negativem  Vor- 
zeichen eingeführt,  so  stellt  die  voraufgehende  Gleichung  ebenso  den, 
auf  der  Axc  des  Halbschattons  senkrechten,  durch  letzteren  geführten 
Schnitt  dar.  Die  grösste  Breite  des  Halbschattens  in  der  Entfernung 
r  vom  Mittelpunkte  Jupitcr's  wird  daher  augenscheinlich  durch  die 
Differenz  der  beiden  Werte  von  «  für  Kern-  und  Halbschatton  be- 

2r  2rÄ 

stimmt,  sie  ist  (l-f-p)T?' ^  oder  worin  R  den  Sonnenhalb- 

messer bedeutet. 


Bei  dem  Entwürfe  der  perspectivischen  Ansicht  von  der,  im  Vor- 
aufgehenden behaudeltcn  Kernschatten  -  Fläche ,  welche  ich  diesem 
Aufsätze  beigefügt  habe,  ist  der  Augenpunkt  so  angenommen,  dass 
der  Beschauer  von  Oben  herab  schräge  auf  die,  etwas  um  die  Ver- 
ticale  und  Horizontale  gegen  ihn  zu  gedachte  Figur  sieht;  die  Con- 
touren  und  einzelnen  Schnitte  werden  sich  daher  dem  Auge  nicht  in 
ihrer  wahren,  sondern  in  einer,  durch  die  Perspective  etwas  ver- 
änderten Gestalt  darbieten. 

/  D 

Legt  man  die  Ebene  der  YZ  in  den  Punkt  I  x  =  - — -    y  =  0, 


s=»0),  den  ich  ein  für  alle  Male  Mittelpunkt  nennen  werde,  so 


sieht  man  zunächst,  dass  das  Gebilde,  welches  durch  eine  Fläche 
6tcn  Grades  dargestellt  wird,  alle  3  Coordinaten-Ebenen  zu  Sym- 
metrie-Ebenen hat. 

Der  Durchschnitt  mit  der  Ebene  der  XY  führt  auf  die  Gleichung 


stellt  also,  was  am  Ende  auch  von  selbst  klar  gewesen  wäre,  zwei  sich 

im  Mittelpunkte  schneidende  Gerade  (a,  a)  dar.    Dabei  ist  n  = 
x'  =*  x  —  a. 


4. 
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Die  Contourcn  der  Fläche  in  der  Ebene  der  YZ  sind  zwei  Hy- 
perbeln (ä,  br) 


*'2  x>2 


von  denen  nur  je  ein  Ast  vorhanden  ist.   Hierbei  wurde  gesetzt 

IgE 


1  ,  2Ae  ' 
L    i  —  k 

Jeder  Schnitt  mit  einer  Ebene,  parallel  der  Ebene  der  AT,  z.  B. 
der  für  liefert  eine  Gleichung  von  der  Form 

welche  einer  Curvo  6ten  Grades  (<?,  c\  cu  c,')  angehört,  die  aus 
zwei  coDgruenten,  nach  beiden  Seiten  hin  sich  in's  Unendliche  er- 
streckenden Zweigen  besteht.  Sic  liegt  gegen  beide  Axen  des  be- 
treffenden rechtwinkligen  Coordinaten-Systems  vollkommen  symme- 
trisch und  besitzt  geradlinige,  iu  der  Figur  nicht  angedeutete 
Asymptoten 

<*'- jrV  «)(*'+ ir  V«)  =0, 
die  wieder  zu  der  Hyperbel 

lx'2  _        y2  _ 
{~VW  ~~  /i  /<£\2  ~  1 


(i/i) 

gehören. 


Schneidet  man  schliesslich  die  Fläche  durch  eine,  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  und  der  Ebene  der  YZ  parallele  Ebene ,  so  er- 
hält man  wieder  eine  Curve  6ten  Grades  (<*,  <V)  von  der  Form 

t*A*  +  y*  +  i*y2(A*+2A)+y*zH2A  +  l)  —  z*(A-  1)2. W  ~  0, 

Die  Discussion  dieser  Curve,  für  welche  der  Mittelpunkt  ein 
sogen.  Inflexionspunkt  wird,  hängt,  der  Hauptsache  nach,  von  der 
Auflösung  zweier  Gleichungen  dritten  Grades  (die  eine  in  y2,  die 
andere  in  s2)  ab.  Sie  setzt  sich  aus  zwei  congruenten  Teilen  zu- 
sammen, deren  einer  ganz  oberhalb  und  deren  anderer  ganz  unter- 
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halb  der  Ebene  der  XY  liegt,  hat  einige  Aehnlichkeit  mit  eioer 
Lemuiskate  und  lässt  sich  näherungsweise  durch  zwei,  in  oincr 
Ebene  angenommene  Ellipsen  ersetzen,  deren  kleiuc  Axen  in  eine 
Gerade  fallen  und  im  Mittelpunkte  zusammentreffen.  Je  weiter  man 
sich  von  letzterem  Puukte  entfernt,  desto  mehr  werden  die,  der  Ebene 
der  YZ  parallelen  Schnitte  Ovalen  ähneln,  resp.  Ellipsen,  die  wir 
oben,  nach  dem  Laplace'schen  Verfahren,  als  allgemeine  Schnitt* 
tiguren  in  dem  zuletzt  besprochenen  Sinne  kennen  gelernt  haben. 

Leipzig,  im  Marz  1883. 
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XVII. 

Ueber  einige  Eigenschaften  einer  besonderen 

Kegelschnittschar. 

Von 

Dr.  Carl  Hossfeld. 


Unter  den  ebenen  Gebilden  II.  Ordnung  von  einfach  unendlicher 
Mannigfaltigkeit  hat  das  Kegelschnittbüschel  und  die  Kegelschnitt- 
schar mit  vier  gleichartigen  (reellen  oder  imaginären)  Grundelemcnten 
die  eingehendste  Betrachtung  erfahren  *). 

Nicht  weniger  interessante  Eigenschaften  wie  jene  Gebilde  zeigt 
die  sog.  gemischte  Kegelschnittschar,  deren  einzelne  Curven  durch 
drei  feste  (zum  Teil  imaginäre)  Punkte  hindurchgehn,  und  eine  feste 
Gerade  berühren. 

■ 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall  der  Realität  sämmtlicher 
Grundelemente. 

Es  seien  gegeben  drei  feste  Punkte  A%  C,  die  nicht  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  und  eine  feste  Gerade  rf,  welche  keinen  dieser 
Punkte  enthält  Die  durch  diese  vier  Elemente  bestimmte  Kegel- 
schnittschar könnte  am  einfachsten  dadurch  erzeugt  werden,  dass 
man  den  Berührungspunkt  auf  d  fortschreiten  Hesse;  wir  wenden 
ans  jedoch  einer  andern  Erzeugungsweise  zu,  welche  uns  unmittelbar 
auf  wichtige  Eigenschaften  der  Schar  fuhrt. 
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Nimmt  man  in  einem  der  drei  gegebenen  Punkte  z.  B.  in  C  eine 
Tangente  c  beliebig  an,  so  giebt  es  immer  zwei  (reelle  oder  imaginäre) 
Kcgelschuittc,  welche  die  fünf  Curvcnelemente  A,  B,  C,  e  nnd  d  ent- 
halten *). 

Um  ihre  Berührungspunkte  auf  d  zu  erhalten,  müssen  wir  auf 
der  gemeinschaftlichen  Sehne  AB  «=  *  dasjenige  einzigo  (reelle  oder 
imaginilro)  Punktpaar  VI,  2T  bestimmen,  welches  sowol  die  Punkte 
A  und  B,  als  auch  die  Schnittpunkte 

A($d)     5)   und   (w)  <& 

harmonisch  trennt.  Die  reellen  oder  imaginären  Verbindungslinien 
des  Punktes  C  mit  VI  und  VIt  bestimmen  auf  d  die  Berührungspunkte 
eines  reellen  oder  imaginären  Kegelschnittpaares.  Drehen  wir  die 
Tangente  c  um  den  Punkt  C\  so  schreitet  ü  auf  s  fort,  und  wir  er- 
halten sämmtiebe  Kegelschnittpaare  der  Schar.  So  lange  die  Tan- 
geute c  die  Sehne  a  auf  derselbeu  Strecke  AB  trifft,  welche  auch  d 
schneidet,  sind  die  Curvenpaare  reell;  sie  werden  imaginär,  sobald 
A  und  B  durch  (£  und  2)  getrennt  erscheinen.  Da  das  Punktpaar 
Vi  Vi'  stets  harmonisch  durch  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  ge- 
trennt wird,  so  beschreibt  es  bei  der  Erzeugung  der  Kegelschnitt- 
schar  —  und  in  Folge  dessen  auch  das  Paar  Berührungspunkte  auf 
d  —  eine  hyperbolische  Involution. 

Mit  Hilfe  des  Gefundenen  können  wir  den  Ort  des  Poles  einer 
allen  Kegelschnitten  der  Schar  gemeinschaftlichen  Sehne  in  Bezug  auf 
jene  bestimmen. 

Wir  führen  diese  Bestimmung  für  die  Sehne  AB  —  *  aus.  Für  jede 
bestimmte  Tangentenlage  c  erhalten  wir  im  Allgemeinen  zwei  Punkte 
als  Pole  von  *  in  Bezug  auf  die  durch  c  bestimmten  zwei  conjugirteo 
Kegelschnitte.  Diese  Pole  sind  die  Schnittpuukte  der  Polaren  y  des 
Punktes  (£  mit  den  beiden  Polaren  6  und  ö'  des  Punktes  Die 
Polare  y  finde  ich,  indem  ich  C  mit  einem  Punkte  (£'  auf  *  ver- 
binde, welcher  durch  A  und  B  harmonisch  von  ü  getrennt  wird;  die 
Polaren  ö  und  6'  sind  bzhw.  die  Verbindungslinien  der  Berührungs- 
punkte D  und  D'  auf  d  mit  einem  festen  Punkte  3)'  auf  *,  welcher 
durch  A  und  B  harmonisch  von  3)  getrennt  wird.   Die  Schnittpunkte 

(yd)  =  Ik\    und    (yö')  «=  /Z, 

siud  also  die  Pole  der  Sehne  *. 


*)  Vcrgl.  meine  Inaug.-Diss.:  Constniction  «les  Kcgelschn.  aas  fünf  «"» 
Teil  imag.  Curveneleraenten.    Jena,  Deistung. 
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Nun  müssen  aber  auch  die  Verbindungslinien  des  Schnittpunkts 
{cd)  =-  £  mit  ¥1  und  Ä  die  Pole  77,  und  77,  enthalten;  da  aber  die 
vier  Strahlen  <i,  c,  Sfl  ein  harmonisches  Büschel  bilden,  so  sind 
die  vier  Punkte 


vier  harmonische  Punkte. 

Drehen  wir  jetzt  c  stetig  um  C\  erzeugen  also  die  Kegelschnitt- 
schar,  so  beschreiben  die  Strahlen  <i)'D  und  eine  Involution. 

Auf  jedem  Paar  conjugirter  Strahlen  öd'  derselben  liegen  die  Pole 
der  Sehne  *  in  Bezug  auf  das  durch  sie  bestimmte  conjugirte  Kegel- 
schnittpaar, und  man  tindet  diese  Pole  77,  und  77a,  in  dem  man  den- 
jenigen Strahl  von  C  aufsucht,  dessen  Schnittpunkte  77,  und  IL,  mit 
fl  und  (3  durch  C  und  seineu  Schnittpunkt  mit  d  harmonisch  ge- 
trennt werden.  Daraus  folgt,  dass  die  Polpaare  77,  und  772  auf  einer 
Curve  77.  Ordnung  liegen,  welche  a  im  Punkte  5)'  berührt  und  in 
Bezug  auf  welche  C  und  d  Pol  und  Polare  sind. 

Fassen  wir  das  Ergebuiss  unserer  Betrachtung  noch  einmal  in 
dem  Satz  zusammen: 

„Lässt  man  eine  Kegelschnittschar,  deren  einzelne  Curven  durch 
„drei  reelle  Punkte  hindurchgehn  und  eine  reelle  Gerade  berühren, 
„dadurch  entstehen,  dass  man  die  Tangente  in  einem  der  drei  Punkte 
„stetig  um  diesen  dreht,  so  erhält  man  unendlich  viel  Paare  cin- 
„ander  zugeordneter  reeller  oder  imaginärer,  in  dem  gewählten  Punkte 
„sich  berührender  Kegelschnitte,  deren  Beziehungspuuktpaare  auf 
„der  festen  Geraden  eine  hyperbolische  Involution  bilden.  Die  Pole 
„einer  gemeinschaftlichen  Sehne  aller  Curven  der  Schar  in  Bezug 
„auf  sämmtliche  conjugirte  Kegelschnittpaare  bilden  eine  involutori- 
„sche  Punktreihe  zweiter  Ordnung,  deren  Träger  die  gemeinschaft- 
liche Sehne  berührt  und  in  Bezug  auf  welche  der  nicht  auf  der 
„gemeinschaftlichen  Sehne  gelegene  dritte  Punkt  der  Pol  —  der  ge- 
gebenen festen  Geraden  ist." 

Wir  dehnen  jetzt  unsere  Untersuchungen  auf  eine  Kegelschnitt- 
schar aus,  für  welche  zwei  der  ursprünglichen  Grundpunkte  imaginär 
sind.  Es  sei  C  der  reelle  Punkt,  d  die  reelle  Gerado  und  *  die  re- 
elle Verbindungslinie  der  zwei  imaginären  Punkte,  welche  durch  eine 
elliptische  Punktinvolution  auf  *  definirt  sind.  Durch  die  Annahme 
einer  beliebigen  Tangente  c  im  Punkte  C  sind  zwei  Kegelschnitte 
der  Schar  bestimmt,  welche  C\  d  und  die  imaginär«  n  Doppelt     *  v 


77„    C\    77,    (77,77,</)  =-  S' 


auf  s  zu  Grundelementcn  hat. 


i 
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Die  Berührungspunkte  D  nnd  D'  beider  Kegelschnitte  sind  da- 
durch zu  finden,  dass  man  auf  *  dasjenige  einzige,  allzeit  reelle 
Paar  conjugirter  Punkte  der  gegebenen  Involution  aufsucht, 
welches  sowol  die  Punkte 

(sd)  =  35   und   (tc)  =  £ 

als  auch  deren  resp.  conjugirte  Punkte  und  (£'  harmonisch  trennt, 
dasselbe  mit  C  verbindet  und  die  Verbindungslinien  mit  d  zum  Durch- 
schnitt bringt. 

Es  folgt  hieraus  ohne  Weiteres,  dass  die  Berührungspuuktpaare 
D  und  D'  auf  d  eine  Involution  —  und  zwar  eine  elliptische  — 
beschreiben,  wenn  durch  Drehung  der  Taugente  c  um  den  Punkt  C 
die  ganze  Kegelscbnittschar  erzeugt  wird. 

— 

Sind  durch  eine  bestimmte  Tangeutculage  c  zwei  Kegelschnitte 
der  Schar  gegeben,  so  construirt  man  die  Pole  ff,  und  der  Sehne 
*  in  Bezug  auf  dieselben,  indem  man  die  Geraden  und  $}'/>'  — 
das  sind  die  Polaren  des  Punktes  $>  —  zum  Durchschnitt  bringt  mit 
CdT,  der  Polaren  des  Punktes  S.  Durch  diese  Durchschnittspunkte 
77,  und  IJ9  gehen  aber  offenbar  auch  die  Verbindungslinien  des 
Schnittpunkts  (cd)  »  S  mit  W  und  VI;  da  nun  diese  nebst  e  und  d 
ein  harmonisches  Büschel  bilden,  so  sind  auch  die  vier  Punkte 

uu  t\  nt  (ntut)  =  s1 

harmonische  Punkte.  In  ganz  gleicher  Weisn,  wie  oben,  schiiesseQ 
wir  hieraus,  dass  nt  und  il,  die  Polpaare  der  Sehne  #,  auf  einem 
Kegelschnitt  hingleiten,  wenn  durch  stetige  Drehung  der  Tangente  e 
die  Kogelschnittschar  erzeugt  wird.   Wir  haben  also  das  Resultat: 

„Lässt  man  eine  Kegelschnittschar,  deren  einzelne  Curven  direct 
„durch  einen  reellen  und  zwei  imaginäre  Punkte  hindurchgehn,  und  eise 
„reelle  Gerade  berühren,  dadurch  entstehen,  dass  man  die  Tsngente 
„in  dem  reellen  Punkt  um  diesen  dreht,  so  erhält  man  unendlich 
„viel  Paare  einander  zugeordneter,  allzeit  reeller,  in  dem  reellen 
„Punkte  sich  berührender  Kegelschnitte ,  deren  Berührungspunktpaare 
„auf  der  reellen  Geraden  eine  elliptische  Involution  bilden.  Die 
„Pole,  der  Verbindungssehne  der  imagiuärcu  Punkte  in  Bezog  auf 
„sämmtliche  conjugirte  Kegelschuittpaare  bilden  eine  involutorische 
„Punktreihe  II.  Ordnung,  deren  Träger  die  Sehne  berührt,  und  in 
„Bezug  auf  welche  der  reell  gegebene  Punkt  der  Pol  der  reellen 
„Geraden  ist." 

Dieser  Satz  klärt  uns  Uber  den  allgemeinen  Ursprung  der  fol- 
genden beiden  Sätze  auf: 
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1)  „Die  Mittelpunkte  aller  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegel- 
schnitte, welche  durch  einen  festen  Punkt  hindurchgehn  und  eino 
„feste  Gerade  berühren,  liegen  auf  einer  Parabel,  in  Bezug  auf  welche 
„der  feste  Punkt  der  Pol  der  festen  Geraden  ist." 

2)  „Die  Mittelpunkte  ^llcr  Kreise,  welche  durch  einen  festen 
„Punkt  hindurchgehn  und  eine  feste  Gerade  berühren,  liegen  auf 
„einer  Parabel,  für  welche  der  feste  Punkt  der  Brennpunkt,  die  feste 
„Gerade  die  Directrix  ist/4 

Wir  sind  nun  im  Stande,  mit  Hilfe  der  zuletzt  betrachteten 
Kegelschnittschar  die  Aufgabe  zu  lösen:  einen  Kegelschnitt  zu  con- 
struiren,  welcher  zwei  imaginäre  und  einen  reellen  Punkt  enthält, 
ausserdem  zwei  reelle  Gerade  berührt. 

Wir  finden  nämlich  die  Pole  der  Sehne  *  in  Bezug  auf  die  ge- 
suchten Kegelschnitte  und  somit  diese  selbst  als  Schnittpunkte  zweier 
geometrischer  Oerter. 

Ist  ausser  den  bereits  gegebenen  vier  Elementen  eine  Tangente  e 
gegeben,  so  wissen  wir,  dass  die  Pole  der  Sehne  *  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte,  welche  C,  d  und  die  imaginären  Doppelpunkte  auf  « 
enthalten,  auf  einer  Curve  k  II.  Ordnung  liegen;  weiterhin  ist  der 
Ort  des  Poles  der  Sehne  »  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte,  welche 
d  und  e  berühren  und  durch  die  imaginären  Punkte  hindurchgehn, 
durch  zwei  Gerade  gebildet,  welche  durch  den  Schnittpunkt  {de)  =  2 
hindurchgehn,  d  und  e  harmonisch  trennen,  zugleich  aber  auf  *  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  *8  und  sl\  fixiren,  —  also  durch  ein  ein- 
deutig bestimmtes  Strahlenpaar. 

Die  Schnittpunkte  desselben  mit  k  sind  die  Pole  der  Sehne  t  in 
Bezug  auf  die  gesuchton  Kegelschnitte^  die  Anzahl  derselben  ist  also 
im  allgemeinen  vier. 

Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  zwei  derselben  stete  imaginär 
sein  müssen*).  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Strahlen,  welche  vom 
Schnittpunkte  S  der  Tangente  c  mit  d  nach  zwei  conjugirten,  durch 
c  bestimmten  Polen  nx  und  27,  hingingen,  auf  «  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  der  Involution  fixirten,  ferner  sieht  man  leicht  ein,  dass  alle 
conjugirten  Punktpaare  der  Involution  auf  «  von  C  aus  als  conjugirte 
Punktpaare  derjenigen  Involution  auf  d  projicirt  werden,  welche 
dieser  Tangente  in  Bezug  auf  k  zugehört.  Hieraus  folgt,  dass  jedes 
Strahlenpaar  5/7,   und  512,  Tangentenpaar  an  die  Curve  k  ist; 


i. 


teil  LXX. 


•)  Zu  demselben  Resultat  bin  ich  durch 
«r  Inaug.-DiM.  gekommen. 
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ferner,  dass  jedes  Tangentenpaar  ans  irgend  einem  Punkte  der  Tan- 
gente rf,  z.  B.  ans  2  an  k  gelegt,  auf  «  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
der  Involution  X,  X'  bestimmt.    Das  Punktpaar  wird  aber 

jedenfalls  durch  XX'  getrennt,  also  auch  das  Strahlenpaar  2f)' 
durch  2X,  EX'\  es  kann  mithin  nur  ein  Strahl  des  ersteren  die 
Curve  k  in  reellen  Punkten  treffen,  welche  die  Pole  der  Sehne  *  in 
Bezug  auf  die  gesuchten  beidon  Kegelschnitte  sind.  Fällt  jedoch 
©'  mit  X  resp.  X'  zusammen,  so  haben  wir  vier  Lösungen,  von 
denen  je  zwei  zusammenfallen. 

Jena,  den  29.  Juni  1882. 
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XVI1L 

Die  Cochleoi'de. 

Von 

C.  Falkenburg, 

Maschinenbau-Ingenieur  der  Actiengcsellschaft  Atlas  zu  Amsterdam. 


Verfasser  dieses  Aufsatzes  hat  neulich,  indem  er  beschäftigt  war, 
sich  die  Vorgäuge  einer  von  ihm  erfundenen  Steuerungsconstruction 
für  Dampfmaschinen  durch  eine  mathematische  Vorstellung  derselben 
klar  zu  machen,  eine  Linie  entdeckt,  welche  besonders  merkwürdige 
Eigenschaften  zeigt,  und  sich  durch  eine  schneckenartige  Gestalt 
charakterisirt. 

Er  hat  sie  daher  die  Cochleolde  genannt,  Yon  Cochlea  = 
Schneckenhaus. 

In  seiner  Steuerung  kommen  nämlich  zwei  Dampfschieber  vor, 
welche  von  Excentern  bewegt  werden. 

Diese  Excenter  haben  aber  nicht  wie  gewöhnlich  dieselben  Winkel- 
geschwindigkeiten,  sondern  es  macht  das  eine  die  doppelte  Anzahl 
Touren  des  andern  in  derselben  Zeit. 

Um  sich  nun  die  gegenseitige  Bewegung  dieser  Excenter  gra- 
phisch zu  veranschaulichen  in  einem  Schieberdiagramm,  machte  er 
Gebrauch  von  dem  aus  der  niederen  Geometrie  bekannten  Satz,  dass 
ein  Winkel  an  der  Peripherio  eines  Kreises  halb  so  gross  ist  als  der 
entsprechende  Centriwinkel ,  und  es  entstand  dadurch  das  Diagramm 
Fig.  1.  OKh  sei  die  Todlage  der  Kurbel,  O  das  Schwungradwellcn- 
mittel,  OE  die  Excentricität  des  langsam  gehenden  Excenters,  wel- 
ches sich  mit  der  Schwungradwelle  dreht,  und  OxE  die  des  zweimal 

17# 
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so  schnell  gehenden  Excenters-,  derart  dass  OOl  =  OxE\  so  ist  für 
jede  beliebige  Kurbelstellang  OK,  welche  den  Winkel  o  mit  der  ur- 
sprünglichen Todlage  OKk  macht,  der  Wiukel  E^Kk  =  2a.  Es 
erschien  ihm  nun,  durch  Annahme  verschiedener  Grössen  von  Ojö, 
derart  dass  die  Excenterkreise  EE1 0  immer  die  Linie  O  Y  berührten, 
eine  Reihe  von  Punkten,  welche  ihn  auf  die  Existenz  einer  Linie 
schliessen  liess,  welche  durch  folgende  Definitionen  bestimmt  wird: 
Fig.  2.  Die  Spitze  O  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  OAB  durch- 
läuft die  rAxe,  während  der  Punkt  A  seiner  Basis  fest  liegen  bleibt, 
und  der  andere  Schenkel  OB  stets  mit  A  Y  einen  Winkel  bildet,  der 
mit  der  Länge  AO  umgekehrt  proportional  ist  Der  Punkt  B  be- 
schreibt die  Cochleoide,  wovon  die  Gleichung  auf  Polarcoordi- 
naten  lautet: 

gep  =»  7ir8in<p 
und  auf  rechtwinklige  Coordinaten 

y 

(«*+ y*)  arc  tg-  =  nry, 
x 

wenn  man  mit  r  die  halbe  Entfernung  von  A  aus  bezeichnet,  wo  die 
Curve  zum  ersten  Male  durch  die  Y  Axe  geht. 

Beweis. 

Es  sei  gegeben  (Fig.  2.)  OA  =/>  X  mal  den  Radius  des  Kreises  r, 
wofür  der  Centriwinkel  BOA  =  18O0  =  n  wird,  so  ist,  weil  OA=pr, 

n 

der  Winkel  AOB  —  -,  da  sich 'die  Winkel  mit  den  Schenkeln  um- 

P 

gekehrt  proportional  verhalten.  Nennt  man  nun  AD  —  q  und  Wkl. 
DAX  —  %  so  ist  CD  =  2pr  =  AC  und  hat  man: 

Wkl.  ACD  =  2  DAX 

oder: 

71 

also 

n 

daher 

_Q 

AE       2  p 


folgt 


oder 

Q(p  «=  «rsingp  (1) 
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Hierin  für  Transformation  auf  rechtwinklige  Coordinaten 

und 

<p  —  arctg* 

gesetzt,  wird 

sin  ®  =>    , —       —  =r  - — r  , 

yi+tgv  yx»+y» 

and  wird  also  die  Gleichung  anf  rechtwinklige  Coordinaten  durch 
Substitution  obiger  Werte  in  die  Polargleichung: 

(*f  +  y*)arctg^  -  nry. 
sc 

Es  folgen  hieraus  mehrere  merkwürdige  Eigenschaften: 

Bin  <x>        sin  w 

Für  q>  —  0  wird,  weil  p  =  nr          und   ~  für  <p  =  0  don 

Grenzwert  1  erhält,  p  «=»  »r;  das  heisst: 

Für  cp  =»  0  rectificirt  der  Radiusvector  die  halbe  Peripherie  des 
Kreises,  welcher  mit  r  beschrieben  ist. 

Die  mittlere  Proportionale  zwischen  diesem  Radiusvector  nr  und 
dem  Radius  r  des  angenommenen  Kreises  ist  also  die  Seite  des  Qua- 
drats, dessen  Inhalt  gleich  dem  Inhalte  dieses  Kreises.  Wenn  also 
(Fig.  2.)  OA  «=  r,  80  ist 

PA  —  nr 

und 

AQ  =  r  y  7T. 

Jeder  andere  beliebige  Punkt  C,  D,  £  u.  s.  w.  ist  nun  leicht 
mittels  der  gefundenen  Gleichung  zu  construircn. 

Es  folgt  nun  ebenfalls  daraus: 


für 

<p 

30° 

ist 

9 

=  3r 

<p 

90°  - 

2 

9 

=  2r 

AB 

180°  ~ 

?t 

« 

9 

-  0 

A 

270°  = 

y 

9 

=  i 

AM 

360°  = 

2» 

»» 

9 

=  0 

A 

450°  «=> 

"2 

9 

-  I 

AN 
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für 

=  540° 

3n 

ist 

e 

=  0 

=  A 

» 

=  630° 

2 

p 

-* 

=  w4Ä 

<P 

-  720° 

4* 

p 

=  0 

=  A 

<P 

-=810° 

Y 

9 

=  1 

Die  Entfernungen  AB,  AM,  AN,  AR,  AS  u.  s.  w.,  in  denen  die 
Cocbleoide  durch  die  Y  Axe  geht,  bilden  also  eine  Reihe,  welche 
ausgedrückt  wird  durch  die  Bruchzahlen 

11111  1      1  1  1 

1'  3'  5'  7'  9  U'  8'  W*  ~  1'  1+2   1  +  2  X2'  1  +  3  X  2' 

1 

1  +  4  X  2  U'  8  W- 

Aus  der  Gleichung  der  Curve  findet  man: 

sin  q> 


und  sub8tituirt  man  hierin  für  <p  die  Werte  a,  a+rc,  a+2rr,  a+3*. 
«  +  4rc,  so  bilden  die  hinter  einander  folgenden  Werte  von  q>  eine 
Reihe,  welche  mit  abwechselnden  Zeichen  +  und  —  versehen  ist. 
deren  Glieder  aber  die  Reciproken  einer  arithmetischen  Reihe  ent- 
halten. 

Bedenkt  man  nun,  dass  die  negativen  Werte  derart  ausfallen, 
dass  dieselben  mit  den  positiven  in  Wirklichkeit  immer  an  nur  einer 
Seite  des  Ursprungs  zu  liegen  kommen,  so  ist  es  klar,  dass  jeder 
Radiusvector  der  Cochleoide  von  der  Curve  selbst  der- 
art geschnitten  wird,  dass  die  Stücko  desselben  eioe 
harmonische,  divergente  Reihe  bilden. 

Für  q>  =-  \n,  \\n,  2\n  u.  s.  w.  fanden  wir  schon  die  Reihe  1, 
i»  i>  Ii  i  o-  s.  w. 

Die  Curve  hat  zwei  asymptotische  Punkte,  nämlich  P  für  q>  —0. 
und  A  für  <p  =»  <x. 

Gleichzeitig  aber  ist  A  auch  ein  Berührungspunkt  unendlichster 
Ordnung,  denn  es  passirt  die  Curve  denselben  eine  unendliche  An- 
zahl Male,  während  sie  die  X  Axe  berührt. 

Vermittels  der  Cochleoide  lässt  sich  auch  der  nte  Teil  eines 
beliebigen  Winkels  o  construiren. 

Es  kommt  bei  dieser  Frage  erst  darauf  an,  den  Eckpunkt  des 
Winkels  a  derart  auf  AH  zu  stellen,  dass  von  beiden  Schenkeln  durch 
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die  CocMeoide  gleiche  Stücke  abgeschnitten  werden,  wahrend  einer 
der  beiden  Schenkel  anf  AH  liegen  bleibt;  sei  FKA  z.  B  der  Winkel 
er.  so   mass  KA  =•  KF  werden. 

Ist  also  (Fig.  2.)  -  =  o,  so  wird  9     7-  ss  ?;  d.  h. 

p  4p  4 

a 

Ist    die  Cochleoido  gegeben,    so  mache  man   Wkl.  DAP  —  7 

(Fig.  3.)    und  beschreibe  darauf  ein  gleichschenkliges  Dreieck  /!/)/; 

er 

wodurch  -17Z>  =  5  wird.  Nimmt  man  nun  AK  -=  \AI  und  zieht  A7-; 

wo  I&  die  Cochleoido  schneidet,  so  ist  gleichzeitig  AK  —  KF  und 
WU.  ^lJT/^  —  a. 

Verlangt  man  nun  den  nten  Teil  des  Winkels  so  nohmo  man 
AM  =  r»  X  AK,  beschreibe  mit  HA  =  HC  einen  Kroisbogon  fftf, 

und  ziehe  HC.  so  ist  Wkl.  AHC~~- 

n 

Aus  der  Gleichung  sowol  als  selbstverständlich  aus  der  Figur 
folgt  noch  eine  andere  Definition: 

Eine  unendliche  Anzahl  Kreise  berühren  eine  Gerado  A  X  in  dem- 
selben Punkt  A.  Man  nimmt  von  A  aus  auf  jedem  dieser  Kreise 
einen  Bogen  von  constanter  Länge  nr.  Der  geometrische  Ort  der 
in  dieser  ^'eise  erhaltenen  Punkte  ist  Q(p  =  nr%\ntp. 

Hoschreiben  wir  nämlich  ans  /  alt  Mittelpunkt  einen  Kreis  mit 
LA.  als  Radius;  dieser  Kreis  gebt  durch  D.  Da  nun  JA  d<-m  Winkel 
A  ZL>  umgekehrt  proportional  Ut,  ist  au'h  die  Länge  des  Bogen*  CI> 
constant 

Fig.  4-  3/  sei  ein  Punkt  der  Cochleoido  Ziehen  wir  OM'  — 
und  parallel  mit  SM.  so  beschreibt  M'  ein':  hrperbolisebe  Spirale; 
denn  die  Winkelgeschwindigkeit  de*  Radius  OM'  ist  der  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  M'  aaf  die^r  Geraden  umgekehrt  proportional. 
Aber  3/"3/'  —  OM'.  woher  eil-         Definition  der  CochJeoide: 

.^Ein  Punkt  JT  btsrhreibt  eine  hyperbolische  Spi- 
rale; zieht  iai  MM'  =  4*m  Radio* vector  OM'  and  pa- 
rallel mit  QY.%'*  ist  itr  getaetritcke  Ort  des  Pa&ktes  if 
die  Coehleoi«e~ 

Ferner:  T^rJa>r?ri  *r  </.v  im  MS  —  OJ#*  «4  äefce»  ÄJ/f  so 

ist,  weil  AJ/=  OS—  OX  torWait^;  OäM—  \OSMmA  OM*—  * 

I>aJiex  ist  5J/  -mue  o*r  Lwm  1***  *i'iu*ai^  J>M  <tes  fertattarisdMs 
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gleichschenkligen  Dreiecks,  und  macht  man  also  SP  =  SO,  so  ist  P 
ein  Punkt  der  Cochleoide.  Hieraus  leitet  man  ab: 

„Ist  OSP  das  veränderliche  gleichschenklige  Drei- 
eck, dessen  Punkt  P  die  Cochleoide  beschreibt,  so  ge- 
hört auch  dio  Projection  M  des  Punktes  O  auf  dem 
Schenkel  SP  zu  derselben  Curve." 


Die  Umhüllung8curve. 


Fig.  4.  Der  veränderliche  Schenkel  NM  oder  SP  hat  eine  Um- 
hflllungscurve  (enveloppe),  die  wir  vorläufig  mit  (K)  bezeichnen 
wollen.  Da  nun  M  die  Projection  von  O  auf  eine  Tangente  an  (K) 
ist,  kann  man  Bagen: 

„Die  Cochleoide  ist  die  Pedale  oder  Fusslinie  des 
Poles  O  mit  Beziehung  zu  (iT)",  oder  auch  noch: 

„Die  Ümhttllung8curve  (enveloppe)  des  drehenden 
Schenkels  NM  ist  die  Antipedale  von  O  bezüglich  der 
Cochleoide  selbst." 

Wir  suchen  jetzt  die  Gleichung  von  (K).   (Fig.  3.). 

Setzen  wir  Wkl.  AID  =  a,  den  Bogen  AD  =  OP     wr,  so 

haben  wir  AIX  «  —  *r  oder  AI  =  — . 

et 

Die  Gleichung  von  ID  wird  sein 

y  —  xtgDIA+OI==  —  a;cotga+^  (1) 
Differentiiren  wir  (1)  bezüglich  o,  so  kommt: 

-  —%  =  0   oder    z(l  +  cotg  *a)  —  ^  =  0  (2) 


sin*o     ß2 "  "  a 

Ans  (1)  folgt: 


nr 

~z  —  V 


COtga 


x 

welchen  Wert  wir  in  (2)  substituiren ;  das  gibt: 


X 

oder 
woraus : 


a*(x*-\-yi)  —  2nray-{-n*rt—  nrx  -=  0, 
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nry  ±  Ynrx(x*+y*  —  nrx) 
+ 


1       nry      ynrxjx*  +  yl—nrx) 
a  a  nr(nr —  x) 

Die  Gleichung  (1)  führt  jetzt  zur  Gleichung  von  (K): 

|  lCOte  nry±ynrz(x*  +  y*  —  nrx)  _  nry  TV*rx (z*  +  y1  —  nrx) 
-  **+y2  nr  — x 

oder 

x    Ur  nry  —  Vnrx(x9mhv9 —  nrx)      *y  -F  Vnrx  (r*  -f-y*  —  nrx) 

xHV  arCCOt«  xJnT^x)  " 

arctg   *(*r-x)   _ 

xy  ipy  rcrx  (x*  +  y*  —  nrx) 

x{xy  ±Vnrx{x*+ y*—  nrx)) 
*rClg  *r(x»  +  y*) 

Die  gesuchte  Gleichung  ist  daher  in  ihrer  einfachsten  Form: 

/  s-i — i  ■ — r      ,  •  i  x{xy~^y  nrx{xt\yt—nrx)) 

nry±Ynrx{x*+y'-nrx)  -  (x»+y«)arctg     »  ^  ^'(xTfp)  1 

oder 

nry  +  V *rx(xl  +  y1  —  «rx)      xy  ±  V jrrx(x*  +  y*  —  *rx) 

cot8  **r-m)  

Die  Gleichung  (2)  führt  zur  Bestimmung  des  Berührungspunktes 
der  Geraden  NM  mit  der  Umhüllungscurve  (enveloppe).  Man  hat 
(Fig.  5.) 


nr  sin*« 

c  «-   = —  , 

er 

aber 

nr 

daher 

_  Ö]v»  sin'a      AJ/'sin»«  __  M/f* 
X~       nr       =        nr  "OB 

Nun  ist  MH  senkr.  auf  0F,  senkr.  auf  OX  und  00  die 
Abscisse  des  Berührungspunktes  von  3/iV  mit  f'  A' | .  man  hat  also: 

OE*=OGXOB 

woraus  folgt: 
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Beschreibe  man  auf  OB  ah  Durchmesser  einen  Kreis,  ziehe  die 
Ordinate  ME,  beschreibe  aus  O  als  Mittelpunkt  mit  OE  einen  Kreis- 
bogen EF,  ziehe  FGI  senkr.  auf  OX,  so  ist  /  der  gesuchte  Punkt 

Die  Construction  der  Tangente  an  die  Cochleofde  und  des 
Berührungspunktes  des  drehenden  Schenkels  mit  dessen 

UmkttllungrscurTe  {K). 

Es  führen  uns  sehr  einfache  kinematische  Betrachtungen*  zur 
Construction  der  Tangente  an  die  Coehleoido  und  des  oben  genannten 
Berührungspunktes. 


Man  hat 
woraus 


ON  X  a  =  nr 

dON  ^„det 

°-dr  +  0N<ü  =  °- 


Aber  ^  ist  die  Geschwindigkeit  von  N  auf  OY,  ON  ~    ist  die 

Geschwindigkeit  des  Punktes  M,  als  auf  NM  fest  liegend  betrachtet 
während  der  Rotation  von  NM  um  N,  die  Gleichung  wird  also  za- 
rückgeführt  auf  «  X  Geschw.  von  N  +  Geschw.  von  M  auf 

(nr  \ 
*"w) 

oder 

Geschw.  von  N     Geschw.  von  M  auf  NM 

ÖN         +  nr  =  0 

Fig.  6.  Stellt  mau  die  erste  dieser  beidcu  Geschwindigkeiten 
durch  ON  vor,  so  wird  die  zweite  durch  MO  senkr.  auf  NM  und 
—  nr  bezeichnet.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  der  Punkt  M 
gleichsam  eine  Geschwindigkeit,  welche  als  die  Resultante  der  3 
nachfolgenden  Geschwindigkeiten  zu  betrachten  ist: 

1.  Eine  Geschwindigkeit,  welche  durch  MW  =*  uud  parallel  NO 
wird  vorgestellt,  als  herkünftig  von  der  gleitenden  Bewegung  von  N 
auf  OY, 

2.  Eine  Geschwindigkeit,  welche  durch  MQ  senkr.  auf  MN  und 
=  nr  =  OB  wird  vorgestellt,  und  herrührt  von  der  Rotation  von 
NM, 

3.  Eine  Geschwindigkeit  vorgestellt  durch  MN,  entstehend  aus 
der  gleitenden  Bewegung  von  M  auf  MN  derart,  dass  MN  =  NO. 
Die  Resultante  der  Geschwindigkeiten  MN  und  MW  wird  MO.  Die 
von  MO  und  MQ  ist  MU,  wenn  OU  =  und  parallel  MQ.  Hieraas 
folgt  die  höchst  einfache  Regel: 
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üm  die  Tangente  an  einen  Punkt  3/der  Cochleoido 
zn  construiren,  ziehe  man  OU  scnkr.  auf  MN  und  =  OB 
=  nr\  ziehe  ferner  MV  so  wird  diese  die  Tangente  sein. 

Es  sei  jetzt  der  Berührungspunkt  der  Umhüllungscurve  von  NM 
mit  dieser  letzten  zu  bestimmen. 

Hierzu  suchen  wir  das  Centrum  der  momentanen  Drehung  der 
veränderlichen  Geraden  MN.  Da  der  Punkt  N  die  Gerade  OY 
durchläuft,  ist  die  Normale  zu  seiner  Trajectorie  NZ  scnkr.  auf  Ol'. 

Bliebe  NM  constant,  so  würde  die  Tangente  zur  Trajectorie  von 
M  die  Richtung  derjenigen  Geschwindigkeit  sein,  welcho  aus  den  Ge- 
schwindigkeiten MW  und  MQ  resultirt    Drehen  wir  diese  beiden 

Geschwindigkeiten  um  |  um  M,  so  wird  MW  die  Lage  MW'  senkr. 
auf  OX,  nnd  OQ  die  Lage  OQ'  einnehmen. 

Ziehen  wir  Q'L  =  und  senkr.  auf  MW'  und  ziehen  ML,  so  ist 
diese  die  Normale  zur  Curve  von  M  beschrieben  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  M  fest  liegen  bleibt  auf  WM  während  der  Rotation 
dieser  Geraden  WM. 

Der  Schnittpunkt  von  NZ  und  ML  wird  also  das  momentane 
Centrum  der  Drehung  der  Geraden  NM  sein ;  die  Protection  von  D 
auf  MN  daher  der  Berührungspunkt  von  MN  mit  der  Umhüllungs- 
curve  dieser  veränderlichen  Geraden.   Daher  die  folgende  Regel: 

Man  nehme  auf  MN,  MQ'  —  nr  =  OB,  ziehe  Q'L  parall.  OX 
und  =  M W  =-  ON,  ziehe  ML,  so  schneidet  diese  die  Linie  NZ 
parall.  OB  in  einem  Punkte  D,  welcher,  projicirt  auf  MN  den  Punkt 
P  als  Berührungspunkt  der  augenblicklichen  Schenkelstellung  MN  mit 
ihrer  Umhüllungscurve  (K)  gibt. 

Amsterdam  am  25.  März  1883. 
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XIX. 

Neue  Methode  zur  Berechnung  der  Excentricität 
bei  astronomischen  Instrumenten  und  Uhren. 

Von 

Franz  Carl  Lukas  in  Wien. 


i. 

Es  stelle  Li!  die  Alhidade  des  zu  untersuchenden  Instrumentes 
vor;  ferner  sei  die  Teilung  des  Ablesungskreises  von  c  aus  vorge- 
nommen, während  die  Drehung  der  Alhidade  im  Punkte  cx  erfolge. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  c,  mit 

und  beziehen  alle  Berechnungen  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten* 
System  in  c,  bei  welchem  der  Bequemlichkeit  halber  die  x-Axe  mit 
dem  Nullpunkte  der  Teilung  zusammenfällt,  so  wäre  die  Lösung  der 
Aufgabe  dann  gegeben,  wenn  die  Werte  £  und  v  und  eventuell  der 
Abstand  eet  gefunden  ist. 

Nun  sind  wir  in  der  Lage,  die  Winkel  xcL  und  xcL'  der  Alhi- 
dade abzulesen  und  seien  diese  Winkel  in  verschiedenen  Lagen  der 
Alhidade  LL'  mit  tfj,  0S,  tf3,  ...  <sn  am  oberen  Ende  L  und  mit 
tfj',  ffg',  öj',  ...  Gn  am  unteren  Ende  V  bezeichnet.  Dadurch, 
dass  diese  Winkel  bekannt,  ist  es  ermöglicht,  die  Coordinaten  der 
Punkte  m  und  m'  in  verschiedenen  Lagen  der  Alhidade  in  Bezug 
auf  das  Centrum  in  c  anzugeben,  so  dass  sich  aus  der  Figur  folgende 
Gleichungen  ergeben  würden. 
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Für  das  obere  Ende  L  der  Alhidade: 
Punkt  m,  ar,  = 


Punkt  to 


2 


ar,  —  r .  C08  0,  \ 

y,  «=  r .  sin  0,  f  ^ 

x,      r .  COS  0,  1 

y,  —  r .  Bin  <f,  )  ^ 


Punkt  to„  x„  =  r.cos  a„ 

y»  =•  r .  sin  an 

Fttr  das  untere  Ende  L'  der  Alhidade: 

Punkt  to,' 


! 


4) 


ar,'—  r.cos 0,'  \ 

y,'=r.  sin  0,'  J  5> 
Punkt  to,'               x,'—  r.CO8  0,'  ^ 

y,'-=  r.sin0,'  i  ^ 


Punkt  w*'  x„'= 

y 


„'=  r.cos0H'  ) 
„'=  r.sin0»'  ) 


7) 


Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Punkte  to„  to,,  to,,  to4,  . . . 
m»  die  Stellen  bezeichnen,  wo  der  obere  Teil  der  Alhidade  des  In- 
strumentes den  Kreis  (Teilkreis)  des  Instrumentes  trifft,  ebenso  wie 
dies  in  den  Punkten  to,',  to,',  TO3',  to/,  . . .  to*'  von  dem  unteren 
Teile  der  Alhidade  geschehen  würde. 

Der  Radius  des  Teilkreises  in  c  ist  mit  r  angenommen,  so  dass 

C,TO,  «=  CTO,  =  CTO,  =  .  .  .  =  CTO«  r  8) 
CjTO,'™1  CTO,'«  CTO,'=  .  .  .  «™  CTO*'™  r  9) 

ist.  Da  die  Lagen  der  Punkte  TO,,  TO,,  TO,,  TO4,  .  .  .  TO«,  wie  auch 
der  zugeordneten  Punkte  to,',  to,',  to,',  to/,  . . .  to«'  in  Bezug  auf 
das  der  Berechnung  zu  Grunde  gelegte  Axcnsystem  bekannt  sind, 
so  ist  es  ein  Leichtes,  die  Alhidaden  in  den  verschiedenen  Lagen 
darzustellen,  da  man  blos  die  Gleichungen  der  Linien  to,to,',  to,to,', 
tojto,',  m4m4',  . . .  mMTOn'  zu  bestimmen  hat,  für  welche  man  aus  den 
Formen  2)  bis  10)  erhalt: 

Linie  to,to,'  y  — y,  =»  ^ — ~,  (x  — *,) 

xx—xl 

Linie  to,to,'  y-y,  -  v  10) 


yn  y« 

Linie  to^to*'  y  —  y»  =  — ?  (z— **) 

Xn  —  X» 
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Setzt  man: 


Vi—  Pi 


Vi 

Vn 

Xn 

t 

—  Xn 

11) 


und  daher: 


12) 


yn  —  o«*«  ■=  y*  —  oimT*»' 
so  kann  man  die  Gleichungen  in  10)  auch  so  schreiben: 

Linie  m^m^  y  =  axx+b1 

Linie  m2m2'  y  =  axx  -f- 


13) 


Linie  mnm«' 


y  =r  a„a;  +  Äw 


Von  der  Richtigkeit  kann  man  sich  durch  Vergleichung  der 
Werte  tiberzeugen;  übrigens  braucht  man  bei  der  Form  12)  nur  zu 
bedenken,  dass  die  Punkte  mti  m„  roj,  m4,  ...  w*.  wie  auch  die 
Punkte  m.,  Punkte  der  betreffenden  Linien 

sind. 

Um  die  Coordinaten  des  Punktes  c  zu  erhalten,  hätte  man 
sämmtliche  in  13)  zum  Durchschnitte  zu  bringen,  was  am  besten 
mit  Hilfe  der  Gauss'schen  Methode  der  kleinsten  Quadrate  geschieht, 
wonach  man  erhalt: 


n=l  *=1 


n  =  l 


n=l  N=l 

x  £  [an]  +  2:  ß„] 


14) 


«=  y  .n 


Aus  diesen  zwei  Gleichungen  erhalten  wir  für  die  Werte  £  und  v 
demnach : 


h=1  n=1  n=l 

M  —  M   K=W  »t=W  

n~=l  w=l 
£SM  —  n  2  [an*] 


15) 
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H  =  l  tl  =  l  »  =  1  tl  =  l 

2  [an]  Z  M  -  2  0„2]  £  [bn] 

y  =  v  =   n^l  n=\   15> 

2*  [an]  -  n  2  {an9] 

n=n  n  —  n 


wobei 


V*  [an]  -  nz\an]£[an]  16) 

n=n  M=n  NSN 


zu  nehmen  ist. 


Nennt  man  den  Abstand  cc,  =  so  hat  man  zu  dessen  Bestim- 
mung die  Formel 

wodurch  die  Lage  des  Punktes  c  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des 
Teilungskreises  vollkommen  bestimmt  erscheint 


U. 


Diese  hier  dargestellten  Werte  £  und  v  können  noch  in  anderer 
Weise  bestimmt  werden,  wenn  man  nämlich  bedenkt,  dass  dio  Be- 
dingung, der  Punkt  c  gehöre  der  Alhidade  LL'  in  den  verschiedeneu 
Lagen  an,  durch  folgende  Gleichungen  gegeben  sind: 


v—yx 

y\— Vi 

v—y% 

yt—y* 

mm  ^       —  r 

arj  —  #2 

18) 


v  —  yn     v  —  yn      yn  —  yn 

£  —  Xn       £  —  Xn        XH  —  Xn 


=  an 


Durch  Wegschaffuug  der  Nenner  dieser  Gleichungen  erhält  man 
weiter  folgende  mit  18)  identische  Gleichungen: 

(«i— Üi— Pt'yt  —  Ikfe— %0— »iCfe— ä') 

{xt—xt')v  —  (yt—  y2')£  —  y20r*— *2')  — s2(y2— y*')  19) 


{xn—Xn)v—  (yn-yn')t 


yn{xn—Zn')  —  xn(yn—y„') 


Xnyn —  ynXn' 
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Obwohl  in  Form  19)  die  von  £  and  »  freien  Glieder  vollkommen 
einander  gleich  sind,  wie  man  sich  dnreh  Auflösung  leicht  überzeugen 
kann,  so  soll  für  die  weitere  Berechnung  doch  nur  das  letzte  von 
t  und  v  freie  Glied  zur  weiteren  Entwicklung  benutzt  werden.  Die 
Bestimmung  der  Werte  £  und  v  geschieht  auch  hier  wieder  am  besten 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrato,  wonach  man  wieder  er- 
hielte: 

H=l  N=l  «1=1 

v  £[(rn — *»')']  —  £^[(afM— ar„')(yw— y„')]  =  Z  [(Tn—Xn')(irnyH—ynXu)] 


20) 

VXyn-y,/)]  -^[(y.-y«')*]  =" £ l(y»-yn')(xnyn'-yn*n)] 
i  n—n  n=n 

Setzt  man  zur  Bequemlichkeit  bei  der  Berechnung: 


-**)*] 

«=  m 

n—n 

■=»  n 

n=l 

-  V 

fl=l 

n-n 

—  Xn')  {rnyn—  ynXn')] 

=  <1 

H=l 

£[(t/n 

—  yn^iXnyn—ynXn]] 

=  s 

so  lassen  sich  die  Formen  in  20)  kürzer  schreiben: 

mv  —  nj 


—  H  =  q  ) 


woraus  man  endlich  die  Werte 


v  «= 


mp —  n* 

nq  —  ms 
mp —  n* 


erhält. 


21) 


22) 


23) 


Diese  Werte  unterscheiden  sich  von  jenen  in  15)  nur  durch  die 
Darstellung,  sind  aber  mit  denselben  identisch;  ebenso  wie  die  Glei- 
chungen in  19)  mit  jenen  in  13)  in  naher  Beziehung  stehen,  wie  sieb 
leicht  zeigen  lässt 
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III. 

Bei  den  in  I.  und  II.  entwickelten  Methoden  wurde  voraus- 
gesetzt, dass  sowohl  eine  Ablesung  in  L,  wie  in  L'  möglich  sei. 
Bei  Uhren,  wo  selbst  für  den  Fall,  wo  der  Secundenzciger,  dessen 
Excentricitat  man  eben  bestimmen  will,  in  L  und  V  gleichzeitig  ein- 
gestellt und  abgelesen  werden  kann,  diese  Ablesuug  in  Folge  der 
raschen  Bewegung  des  betreffenden  Secundenzeigers  jedoch  nicht  L 
nnd  L\  sondern  nur  in  einem  der  beiden  Punkte  möglich  erscheint, 
ist  es  am  besten,  den  Secundenschlag  hierzu  zu  benutzen,  d.  h.  man 
nimmt  die  Lagen  der  Secundenschläge  0,  1,  2,  3,  . . .  29  als  zuge- 
ordnete zu  jenen  von  30,  31,  32,  ...  59  an,  indem  man  entere  als 
Ablesungen  in  L,  letztere  als  fingirte  in  L'  betrachtet. 

Wirft  man  die  Frage  auf,  ob  es  besser  sei,  bei  der  Berechnung 
der  Excentricitat  die  Methode  in  I.  oder  jene  in  II.  zu  wählen,  so 
wird  man  sich  für  die  Methode  in  I.  schon  deshalb  entscheiden  müs- 
sen, weil  dio  Berechnung  der  Werte  von  1  (siehe  Form  15))  schon 
einen  Anhaltspunkt  für  die  Genauigkeit  der  Ablesungen  der  Winkel 

°*  °sj  •  •  •  <*n  nnd  c,',  ff/,  o\,',  . . .  a„'  giebt,  indem  die  Werte  b 
ein  Steigen  oder  Fallen  vom  Positiven  ins  Negative  ergeben  müssen, 
widrigenfalls  die  gemachten  Voraussetzungen  nicht  zutreffen. 

Es  kann  nämlich  folgendes  der  Fall  sein : 

1)  Die  Alhidmde  ist  statt  einer  geraden  Linie  eine  in  c,  oder 
einem  anderen  Punkte  gebogene.  (Bei  der  Uhr  wäre  die 
Voraussetzung  des  gleichmässigen  Secundenschlagcs  irrig.) 

2)  Die  Excentricitat  könnte  eine  mehrfach  veränderliche  sein, 
insbesondere  dann,  wenn  mehrere  Hülsen  sich  im  Mittelpunkte 
bewegen. 

3)  Das  Instrument  enthält  unberücksichtigt  gebliebene  Teilungs- 
fehler. 

Im  Falle  3)  wäre  einfach  vor  der  Rechnung  eine  Correctur  der 
Werte  <f„  <f„  a„  ...  <tH  nnd  «,',  */,  cz\  o4',  ...  tf»'  vorzuneh- 
men. Im  Falle  1)  nnd  2)  musste  man  sich  mit  der  „gefundenen 
mittleren  Excentricitat"  begnügen,  wenn  man  et  nicht  vor- 
ziehen wollte,  eine  genauere  und  eingehendere  L'nUrrsuchang  mit 
Rücksicht  auf  die  gegebenen  Verhaituiftte  vorzunehmen,  worüber  ein 
andermal  abgehandelt  werden  soll 

Diese  hier  gegebene  Metbode  erlaubt  für  den  KaJJ.  wo  sich  im 
Instrumente  eine  zweite  Alhidade  L  "L"  befiadet,  die  temkreefct  aaf 
der  ersteren  LL'  stekt,  eine  neve  Controlle;  ftr  die  BeetuBSwag  bei 
Uhren  müsste  wieder  der  Secnndenf  Llaj?  smpefcesd  wtUL 
t«u  lxx.  ie 


Digitized  by  Google 


274 


Lukas:  Neue  Methode  zur  Berechnung  dtr  Exce-ntricität 


Setzt  man  voraus  (siehe  Figur),  die  Alhidade  L"Lm  ergebe  bei 
der  Ablesung  in  den  Punkten  m",  m'"  die  Werte  <r"  und  o*".  so  cr- 
giebt  sich  nach  Analogie  der  früheren  Punkte  m  und  m  folgendes 
System  aus  den  Ablesungen  in  L" : 


Punkt  m, 


Punkt  m," 


r .  cos  ff/'  ) 
y,"=  r.siua/'  J 

sr,"=  r .  COS  Os"  \ 
y,"=r.sinff,"  J 


24) 


25) 


Punkt  mn" 


r .  COS  ff«"  ^ 
y„"<=  r .  sin  ff„"  ) 


und  ebenso  für  die  Ablesungen  in  L  : 
Puukt  m,'"  -  m 


Punkt  m," 


*,'"=>  r.COSffi  I 
y"—  r.  sin  tf,"  I 

a-jw=  r .  COS  ff2w  i 
r/./'—  r.  sin  ff,'"  1 


26) 


27) 


28) 


Punkt  mn" 


—  r .  COS  0Mm  ) 
=  r .  sin  ff»"  J 


29) 


Für  die  Visurlinien  erhielte  man  nach  Form  10): 
Linie  m/V 


Linie  m,"m/ 


y— yi  =  rrr— " *  (*  ~xi  ) 


»  —  ?»  =  tf»— ; tt»  (*  —  *t") 


30) 


Linie  mn"mHm 


oder  falls  man  wieder 


y"-yim 

x,  —  x2 


yn"-  Vn°' 


Xn  —  Xn 


31) 
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ond  daher 


II  t  _  //  III         ,    '  m 

V\  —a\  x\  =  }Jx  —  a\  *l 


II  f  II 


II*        ~  '  y  I» 


Ii  i     ii  ni      _  '  m 

yn  — <*n  In  =  y»   — <*n  XH 


setzt,  für  die  Gleichungen  in  30)  folgende  Schreibweisen: 

I»  •       ii    in  i    i  i  t 

Arne  mx  m,  y  —  ai  x-\-bx 

T  •     •  II  III 

Linie  m,  m, 


y  —  «t'*+*t 


32) 


33) 


Liuic  in*" in»"  y  —  a„'x  +  £»' 

Bei  diesen  hier  gegebenen  Gleichungen,  wie  auch  bei  jenen  in 
2)  bis  13)  gegebenen,  wird  mau  nicht  die  Werte  ff,,  ff*,  ...  ff», 


ff 


m  st  "i 


ffww,  sondern  die 


entsprechenden  verbesserten  Werte  o„  <is,  ...  (>»..  0i\  o*\  •  •  •  P»«', 
9,",  p,",  .  . .  o„",  p,'",  . . .  p»w  benutzen,  wenn  man  eine  solche 
Correctur  anzubringen  wünscht. 

Da  LL'  und  L"L"'  aufeinander  senkrecht  stehen,  so  müssen  die 
Gleichungen  in  14)  und  38)  folgenden  Bedingungen  entsprechen: 


—  1 

—  1 


0*10,/=  — 1 

Oder  mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen  Werto  wäre : 

sin  ff,  —  sin  tsJ 


und 


*i 

— *t 

—  y% 

—  x,' 

—  yn 

Xn 

—  Xn 

n 

yi  • 

-»." 

m 

COS  0,  —  COS  0, 

sin  ff,  —  sin  ff,' 

COS  0,  —  C09  0./ 


ffj  +  Ö,' 

-  cotg  —  2 

-  cotg  —  2— 


sin  ff»  —  sin  ff»' 
cos  ff«  —  cos  On 


9in  ff, 


sin  ff, 
cos  ff, 


ii 

y*  —yi 


COS  ff," 

sin  ff," —  sin  0/ 

r  =  COSff,"— COS  ff," 


ffM  +  <*»' 

-  cotg  -j- 


ff,"+  ff," 

-cotg-*-^p- 


II  A 

yn  —yn 

II  _  I 
*»   Xn 


sin  ff»"  -  sin  ff» 


11 


COSff»  —  CO«  ff» 


a  -  —  cot« 


34) 


35) 


30) 
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so  dass  die  Gleichungen  in  34)  folgende  Formen  annehmen; 

cotg  1  ;  1  .  cotg   1 


cotg  — g— .  cotg 


2 


cotg  — g —  •  cotg  k  =  —  1 


2 


oder  auch: 


cotg 


2  '  o 


2 


cotg 


i±£l' _  _  te 

2  <> 


2 


cotg 


gn  +  gft' 

2 


tg  2"— 


woraus  weiter  folgt,  dass 


—  o  —  2 


2 


2 


2      11 2 


2 


37) 


38) 


39) 


2        X  2  ~~  2 

sein  müsste,  wobei  für  die  Anordnung  nach  unserer  Figur  nur  das 
obere  Zeichen  (Plus)  zu  wählen  ist. 

Da  diese  Bedingungen  in  39)  jedoch  im  allgemeinen  nicht  zu- 
treffen werden,  so  bestimmen  wir: 

2      -  «, 

2      ~  °2     y  40) 


c»  +  <y„' 

2      —  aM 


und 
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2 
2 


«2 


41) 


~  =-  Ott 


2 

and  ermitteln  weiter  die  Worte: 


2 

2 

+  r 


2 


42) 


womit  wir  die  corrigirten  Werte  durch  folgendes  System  von  Qlei- 
chnugen  erhalten: 


02  =»  *J  —  "ö" 


2 


43) 


0i 


1  ""T 


CT'  4 


44) 


n  2 


2 


c«  +  y 


45) 
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A  IW        -  w  J 

?i  =*  ff2  T  9 


46) 


Hcissen  die  verbesserten  Werte  von  a  nnd  a'  entsprechend  ß 
und  0',  so  hat  man  weiter: 

Pi  =  «i  ~  2  "      2  2" 
P»  =     —  y  =      2      "  2      >  47) 


und 


a  ^n      °n     a*  ^n 

p«  =  a„-      -      2  2 


Pi  =  «iH-y  -      2       r-  2 

-  «i  +  2  -       2"    +2     )  48) 


Von  der  Richtigkeit  diesor  hier  gegebenen  Gleichungen  in  43) 
bis  48)  kann  man  sich  leicht  überzeugen,  wie  auch  von  der  Richtig- 
keit der  nachfolgenden  Relationen,  die  sich  aus  47)  und  48)  ergeben: 

«i+V-  ßi  +  ßi 

Die  Berechnung  der  Excentricität  hätte  man  mit  den  auf  diese 
Weise  verbesserten  Werten  nach  einer  der  beiden  Methoden  in  I. 
oder  II.  durchzuführen,  wobei  es  bei  Bestimmungen  an  Uhren  gnt 
erscheint,  die  Verwandlungen  in  das  Gradmass  sogleich  vorzunehmeü, 
da  sonst  durch  die  Correcturcn  allein  schon  grössero  Fehler  ent- 
stehen könnten,  indem  eiue  Zehntel-Secunde  im  Bogenmasse  den 
Wert  von  36  Minuten  besitzt. 
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Bezüglich  der  Continuität  des  Wortes  b  gilt  dasselbe,  was  schon 
früher  gesagt  wurde,  nur  kann  hier  der  Fall  eintreten,  dass  dio  Con- 
tinuität durch  die  Correctur  entweder  hervorgerufen  oder  selbst  auf- 
gehoben wurde. 

IV. 

Um  die  Abhängigkeit  der  berechneten  Grösseu  in  Bezug  auf  dio 
Genauigkeit  der  beobachteten  kennen  zu  lernen,  ist  es  am  einfachsten 
die  Gleichungen  in  19)  zu  differentiiren,  gleichgiltig  welchen  Wog 
man  für  die  Berechnung  der  Excentricität  gewählt  hat. 

Man  erhält  demnach: 

(xn  -  *«'         (y„  -         =  (f-  Ofc»  -  ({- 

—  (w  —  yM')^n  +  (t>  —  y»»)<W 
Setzt  man  der  Kürzo  halber 

-  (t— *t')fci-(f-*i)ajri  -  (»-3fi')arf  +  (»-yi)az1' 


51) 


JT*  «=  (£-*„')3y„  -  (t-*»)Sy/-  (*>  -W)&«  +  (*  -  * 
so  wären  die  Gleichungen  in  50)  gegeben  durch 

(*,—  xx')bv  —  (yx—  yx')dt  =  £t 
—  (y2  — y,')?£  =  ÜT, 


52) 


(x»  -  xn'tfv  -  (yn  -  y»')%  ~ 


wobei  die  Werte  Kv  ä2,  . .  ä;  nach  ausgeführter  Reduction  folgende 
Gestalt  annehmen: 

K,  =  rffcos^a-^O  +  sintf^-y/^atf, 

-  |cos  <?,  '(f  -    )  +  sin  a/(v  -  y,  )J  a<j, '] 

Ä'j  =  r[{costf,({:— ar2')-f-5intf?(c  — yt';}3as 

-  (cos  ot'(t-zt)  +  sin  a9'(v-  yt)\dot'^    )  53) 

=  r[(cosö«ff  —  r«') -f- sin  ff*(tr  —  ym'^S^ 

-  !cosc«7£-**)  +  sintf.>-y,,)jaa,»']  / 
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Um  aus  den  Gleichungen  in  50)  resp.  in  52)  die  Werte  5»  und 
5£  zu  bestimmen,  erscheint  es  am  besten,  wieder  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  in  Anwendung  zu  bringen,  wodurch  man  folgende 
Bestimmungsglcichungen  erhielte: 

3t,  E  [(*„  -  Xn')*]  _  B£  2         -  yn')  (xn  -  *■')]  =  2  —  *•')] 

dv  V[(,,  -  *„')  (y„  -y,')]  -  8f  V[(y»  -  y»')*]  =  £  [Jf»(y»  —  y»')] 
Nimmt  man 


n=n 

M  —  K 

"l*  [(*.-**')*]  =  ^  >  55) 

n=l 

— yN')]  =  5 


an,  so  kann  man  die  Gleichungen  in  54)  auch  schreiben: 

M dv  —  Nd£  «==  Q  ) 
NBv  —  Pdt^S  I 

woraus  man  endlich  erhält: 

pq  —  ns 


56) 


dv 


NQ  —  MS 
MP—  iV* 


57) 


Zu  erwähnen  wäre  noch,  dass  es  am  besten  ist,  sämmtliche 
Werte  in  Teilen  von  r  auszudrücken,  d.h.  r  =  1  zu  setzen ;  man 
hat  in  diesem  Falle  in  sämmtlichen  hier  angeführten  Formen  einfach 
den  Wert  r  wegzulassen. 
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XX. 


Emil  Hain. 


I. 


Die  Straten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes 
zu  den  Punkten  irgend  eines  Teiles  der  Erdoberfläche  gezogen  wer- 
den, schneiden  eine  beliebige  Ebene  in  Punkten,  deren  Gesammtheit 
die  perspektivische  Projection  jenes  Oberflächenteiles  genannt  wird. 

Ist  diese  Ebene  parallel  zum  Horizont  des  angenommenen  Punktes 
«4,  so  erhält  man  ein  kreisförmiges  Bild,  welches  dem  Panorama 
eines  Aussichtspunktes  A  entspricht.  /•;  sei  der  Mittelpunkt  der 
Erdkugel,  AE  treffe  ihre  Oberfläche  in  O. 

Wir  ziehen  einen  Kreis  vom  Mittelpunkte  E  und  dem  Radius 
EO  —  r  und  an  denselben  von  A  eine  Tangente,  welche  die  Peri- 
pherie in  B  trifft.   Die  Tangente  in  O  treffe  AB  in  H. 

Darnach  ist  H  ein  Punkt,  von  welchem  an  den  gedachten  Kreis 
die  zwei  Tangenten  HO,  HB  gezogen  sind.  Nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  des  Kreises  ist  dann 


Die  Dreiecke  HEO,  HEB  sind  congruent  HE  treffe  den  Kreis 
(die  Erdoberfläche)  in  C.   Dann  ist: 


HO  «  HB. 


Bogen  OC  =a 
C  liegt  in  der  Mitte  von  O  und  Ja 
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Denken  wir  uns  nun  zwischen  O  und  A  eine  horizontale  Karten- 
ebene;  diese  werde  von  OA  in  0\  von  OB  in  B\  von  OC  in  C 
getroffen.  Zwischen  O'  und  C  erscheint  also  das  Bild  der  Stellen 
von  O  bis  C,  während  die  andere  Hälfte  BC  zwischen  B'  und  C 
abgebildet  ist. 

Eine  Zeichnung,  in  welcher  AO  gegen  OE  sehr  klein  angenom- 
men wird,  zeigt,  dass  die  Strecken  OD,  Dil,  also  auch  O'C,  C'B' 
ungleich  sind.  Der  Rand  des  Panorama's  von  der  Breite  BC  wird 
auf  der  Karte  weniger  breit  als  der  mittlere  Teil  OC  erscheinen. 

Der  Zweck  dieser  Zeilen  ist  nun,  das  Verhältniss 

O'C  OD 
C  Bf  ~~  DU 

anzugeben,  wobei  neben  einigen  goniometrischen  Formeln  die  Funda- 
mentalsätze der  ebenen  Trigonometrie  in  Anwendung  kommen. 


n. 

Die  bestimmenden  Grössen  zur  Ausmittelung  des  gesuchten 
Wertes  sind: 

der  Erdradius  EO  «  EB  =  EC  =»  r 

und 

OA  -  A. 

Der  Radius  EB  steht  im  Berührungspunkte  B  auf  der  Tangente 
AB  senkrecht.  Das  Dreieck  ABE  ist  also  bei  B  rechtwinklig.  So- 
mit ist  nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsatze: 


Nun  ist: 


also : 


Ah?  =  AB*  +  BE* 

AE  =  r  +  h 
BE  «=  r 

(r  +  A)2  —  Zßf -f-r2 
AB1  —  (r  +  A)2  —  r* 
ÄJ?  ~  r2  +  2rA  +  A*  —  r2 


AB  =  V2rA  +  Ä*—  VA.V2r  +  A 

Ferner  ist  das  Dreieck  A OH  ebenfalls  rechtwinklig;  die  Katheten 
sind  AO,  HO\  die  Hypotenuse  ist  HA. 


Wir  haben  also: 


AH1  —  AO*  +  HO* 


m 

5yGooöle 
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Bedienen  wir  nns  der  Abkürzung: 

HO  =  a 

und  bedenken  wir,  dass  die  Strecken  HO,  HB  einander  gleich  sind; 
so  bekommen  wir: 

HA*  =  h*  +  a* 
{AB  —  o)s  -  h*  +  al 
AB*  —  2AB.a  +  a*  -  Af  +  a* 
;Zß8  — 2^ö.a  =  A* 

Setzen  wir  den  gefundenen  Wert  von  AB*  ein,  so  erhalten  wir 

2rÄ  +  Af  —  2ÄB.a  —  A», 
2rh  —  2ÄB.a  —  0, 

woraus  Bich 

a  ~~  V2rÄ+ A»  "  V^+ä 

ergibt. 

Zur  Bestimmung  des  Wertes  HC  betrachten  wir  das  bei  B  recht- 
winklige Dreieck  HBE.   In  demselben  ist: 

EH*  —  HB*  +  ~Bhf 
Schreiben  wir  der  Kürze  halber 

HC  —  c, 

so  folgt: 

{r  +  c)'  =  a*  +  r* 
wo  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist. 


Wir 


Dann  ist: 

Die  trigo 
Betrachter.* 


III. 

Winkel  OAH  =  a 
Winkel  OHC  -  ß 

Wiakel  AHO  —  rMf>  —a 


Functionen  von  « 
rechtwinkligen  Dreiecks  -1  BEy 


ergeben  sich  aus  der 

CS  ist: 


sin« 


r 

r  +  Ä 
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Die  gemeinsame  Seite  EH  der  congruenten  Dreiecke  HEO%~ 
HEB  halbirt  den  Winkel  BHO.    Wir  haben  daher : 

2/J  +  90°-a»180<> 

2ß  =  90°+« 

Ferner  brauchen  wir  im  Folgendon  den  Winkel  AEC. 
Es  ist: 

Winkel  AEC  -=  i  Winkel  AEB 
-  i(90°—  «) 


=  45° 


et 
2' 


IV. 

Um  nnn  das  Verhältniss 

OD:  DH 

zn  finden,  betrachten  wir  die  Strecken: 

AD,    CD,  AC 

Aus  dem  Dreiecke  AOD  ergibt  sich,  wenn  wir  den  spitzen  Winkel 
bei  D  mit  6  bezeichnen: 

A0  h 

AD  =  -r—*  =  - 

sind 


Nach  dem  Sinussatze  erhalten  wir  in  dem  Drciecko  CDU: 


CD 
CH 


CD 


sinjj 
siu  ö 


Also  ist: 


c  sin  (45°+!*) 
sind 


AD  +  CD=Sa+—än[— 

A  +  cein  (45«  +  ?) 
sin  4 
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JC    r  ^  „«fandet»  ^crl 


I  sin ö 

1  ioiumen  wff. 


OD  -  hCOtJ 

c  sind  ;t  di0  Formel  f« 

ge»ncWeo  >eru 

V'  «ete  ^oi*  ^ 

aber  »         ^ei«  todeB' 

..„fuudeü'- 
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h 

Für  den  angenommenen  Fall  ist  -  ein  sehr  kleiner  echter  Bruch, 
h* 

also  kann  ^  vernachlässigt  werden.    Dann  wird 


a  — 


_h  1  fhr 

y2h "  V  2 


«2  


Ar 
2 


Die  Substitution  dieses  Wertes  für  a*  in  den  Ausdruck  für  <* 
gibt: 


Wenn  t  oin  sehr  kleiner  echter  Bruch  ist,  so  kann  in  der  iden- 
tischen Gleichung: 


(l  +  |)a-l  +  «  +  ? 


der  Bruch  ^  vernachlässigt  werden.   Dann  erhalten  wir: 


Nun  ist  fr-  ein  sehr  kleiner  echter  Bruch,  also  ist; 
2r 


Für  eine  geringe  Höhe  h  kann  man  die  Verticalen  der  Orte  0 
und  B  nahezu  parallel  annehmen;  dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  ADO,  CDH: 

OD:DH=z  OA:CH=h:c 
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Wir  erhalten  sonach  in  erster  Annäherung: 

OD:DH=  4:1. 
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VI. 

Mittelst  der  Formel: 


(n  t  a\      l/l  +  sino 


kann  der  in  IV.  gegebene  Ausdruck  für  sind  von  trigonometrischen 
Functionen  frei  gemacht  werden.   Wir  erhalten  dann: 


-Kg-  vm 

-(«•-D-k'IS 


—[VW-') 

Werden  diese  Werte  in  die  Formel 

h  +  c  sin  (45»+|) 


sin  (3 


V 2r h  +  A»  +  2r»  -  2r (r  +  h)  COS  ^45°  —  ^ 

eingesetzt,  so  findet  man  nach  allerdings  längerer  Rechnung: 

{r  +  h)T/W^)-rl/2r-+h 
tang3  ^ 

Substituirt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung: 

h 

OD.  DR  =•  ßtaDg^  —  ä 
so  erhält  man  schliesslich: 

r  +  A 

Dieser  Ausdruck  wird  für 

k 


288  Baim  Zur  pertpectwischen  Projtction. 

am  grössten,  nämlich:  4:1  und  für 

A 

in  welchem  Fall  das  Projectionscentrum  A  in  die  Unendlichkeit  rückt, 
am  kleinsten  und  zwar: 

(1  +  V2):1  =  241:1. 

Ferner  erhalten  wir  für  die  Fälle: 

A  _L  JL  1 

r  ~~        100'  1000 

die  Werte 

3-23:1,  3*98:1,  3  99:1. 

Der  letztere  Wert,  der  also  dem  Verhältnisse  4:1  sehr  nahe 
kömmt,  entspricht  einem  Aussichtspunkt  von  der  Höhe  von  6367 
Metern. 


r 
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XXI. 

Kriimmungslinien  in  den  Nabelpunkten 

von  Flächen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Nabclpunkt  sei  Anfang  der  xyz,  die  Bertihrungscbene  Ebene 
der  xy,  die  Normale  Axe  der  *.  Betrachtet  man  ein  unendlich  kleines 
Flächenstück,  welches  den  Nabelpunkt  umgibt,  so  läsat  sich  die 
Gleichung  der  Fläche  im  allgemeinen  schreiben: 

z--±*-+u  +  R<  (1) 
wo  q  den  Krümmungsradius  des  Normalschnitts  im  Nabelpunkt, 

eine  beliebige  homogene  ganze  Function  3.  Orades  von  x,  y,  und  Jtn 
einen  in  nter  Ordnung  mit  x,  y  verschwindenden,  nicht  in  Rechnung 
kommenden  Rest  bezeichnet.  Sind  ferner  p,  q,  r  die  Richtungs- 
cosinus  der  Normale  in  (xyz),  und  drücken  wir  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten von  u  nach  x  und  y  bzhw.  durch  die  Indices  1  und 
2  ans,  so  ist 


T«il  LZX  19 
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rt  — 


8y 

dz  dy 

dz  dz 

dz  dy 

dz  dB 

dz  dy 

dz  dz 

dz  dy 

dz  dz 

dz  dy 

dy  dy 

dz  dy 


dz  z         ,  „ 


— J-« 


=- 1 


woraus : 


so  dass 


(3) 


Die  partiellen  Differentialquotiente»  von  ,  und  ,  lassen  sich  in  der 
Form  darstellen: 


dp 

8s 

8*" 

8»  .  „  8y 
"E+K'8-y 

8p_ 

•/8*+'',8Jf 

8p 

8^" 

II, 


Die  durch  diese  Form  definirten  Coefficientcn  haben  (bei  Verasch- 
lassigung  von  Rt)  also  folgende  Werte: 


//,  =  —  »u 
1 

—  «ist      J,=-  — «w 
Sie  sind  auch  dio  Coefficienten  der  Gleichung 


Digitized  by  Google 


Hoppe:  Krümmungslinien  in  den  Nnbelpunklen  vnn  Flächen.  291 


Jk'  +  iH—JJk—  1IX  ~  0 

welche  das  Variationsverhältniss 

k  =  dy  :  dx 

für  die  Hauptkrümmungsrichtungen  bestimmt,  Dicso  Gleichung  lautet 
nach  Einsetzung  der  obigen  Werte: 

*2  +  («*u  —  u»)  *  —  «lt  -  0  (4) 

Geht  nun  eine  der  Krüramungslinien  vom  Punkte  (xyz)  durch  den 
Nabelpunkt,  so  ist 

Setzt  man  für  u  seinen  Wert  (2),  so  wird  hiernach 

Dies  eingeführt  in  GL  (4)  gibt: 

y*»  +  (20  — *)*•  +  («  — 2y)*  —  0  =  0  (6) 

Jede  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  bestimmt  im  allgemeinen  die 
Richtung  einer  vom  Nabelpunkt  ausgehenden  Krümmungslinie.  Von 
einer  Ausnahme  wird  später  die  Kedc  sein. 


Dlscussion. 

Die  Gl.  (4)  ohne  die  Relation  (5)  hat  bekanntlich  stets  2  reelle 
Wurzeln  fc,  und  its,  entsprechend  den  2,  verschiedenen  Scharen  an- 
gehörenden Krümmungslinien.   Ein  Vorzeichcnwechsel  von 

*i "~     80  i  r(t*n  —  «M)f  +  4u1}*  :  2u,s 
bedeutet  also  einen  Uebergang  von  der  einen  Schar  zur  andern. 

Von  dieser  Quadratwurzel  ist  Gl.  (0)  unabhängig.  Betrachtet 
man  nnu  zwei  zum  Nabelpunkt  entgegengesetzt  liegende  Punkte  (*,  y) 
und  (— *,  —  y),  so  entsprechen  diesen  entgegengesetzte  Werte  von 
Ujj,  dagegen  gleicher  Wert  der  Quadratwurzel,  folglich  entgegen- 
gesetzte Werte  von  A-,  —  kt.  Daraus  erhellt  1)  dass  jede  Krtim- 
mungslinie,  die  den  Nabclpunkt  erreicht,  ihn  in  un- 
veränderter Richtung  überschreitet,  2)  dass  sie  im 
selben  Augenblicke  von  einer  Schar  zur  andern,  d.  i. 
vom  Krümmungsmaximuiu  durch  die  constante  Krümmung  zum  Krüm- 
mungsmiuimum  oder  umgekehrt,  übergeht. 

19» 
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Gl.  (6)  hat  3  oder  1  reelle  Wurzel  (für  y  =  0  muss  die  Wurzel 
&*=»oo,  d.  i.  ae  =  0,  mitgezählt  werden).  Ihre  Geltung  setzt  indes 
voraus,  dass  nicht 

a=*/3  =  y  =  fl  —  0 

ist.  Unter  den  Wurzeln  können  gleiche  vorkommen;  doch  bildet 
dieser  Fall  im  allgemeinen  keine  Ausnahme,  weil  sich  die  Wurzelu 
in  höherer  Ordnung  unterscheiden  können.  Endlich  ist  auch  der  Fall 
zu  berücksichtigen,  dass  sich  z  nicht  bis  zu  3.  Ordnung  entwickeln 

läBSt. 

Das  Resultat,  sofern  es  die  genannten  Ausnahmefalle  von  der 
Betrachtung  ausschliesst,  lautet: 

Von  einem  Nabelpunkt,  dessen  Umgebung  die  Form 
(1)  hat,  wo  u  nicht  constant  null  ist,  gehen  entweder  6 
oder  2  Zweige  von  Krümmungsliuicn  aus,  parweiso  in 
entgegengesetzter  Richtung.  Von  jedem  solchen  Pare 
vorfolgt  der  eine  Zweig  die  grösste,  der  andre  die 
kleinste  Normalschnittkrümmung. 

Ist  u  constant  null,  so  tritt  an  seine  Stelle  ein  in  /?4  enthalte- 
ner Ausdruck  höherer  Ordnung.  Ist  das  nächste  Glied  der  Ent- 
wicklung von  z 

also 

so  bleibt  der  Gang  der  Rechnung  derselbe,  und  in  Gl.  (4)  ist  nur  r 
für  u  zu  setzen.   Gl.  (6)  wird  alsdann: 

ä**  +  (3y  —  s)k3  +  3(ß -ö)lc*  +  (a  —  'Sy)k-ß  -  0  (7) 

Da  u„,  t'M  bei  Vorzeicheuwechsel  von  x  und  y  unverändert 
bleiben,  so  gehören  hier  die  2  entgegengesetzten  Zweige  der  vom 
Nabelpunkt  ausgehenden  Krümmungslinien  derselben  Schar  an.  Solcher 
Pare  giebt  es  dann  vier,  zwei  oder  koins. 

Ein  weiterer  Unterschied  ist  folgender.  Die  Coefficienten  der 
Gl.  (7)  verschwinden  für 

0  =  <5  =  0 ;    «  =  3y  =  « 

und  es  wird 

Sv  «  y(x*  +  3,*)2 

während  die  Coefficienten  der  Gl.  (6)  nur  mit  u  verschwinden  können. 
Ist  der  Rest  Rb  gleichfalls  Function  von  x'+y8,  so  bleibt  k  will- 


Digitized  by  Ge«gl 


Hoppe:  Krümmung tiinü*  in  den  AaAdJpvntoa  von  FUcAtn.  293 


kürlich,  die  Fläche  wird  eine  Rotationsfläche,  der  Xabelpunkt  ihr 
Scheitel,  und  in  diesem  treffen  in  allen  Richtungen  Krüramungsliuien 
derselben  Schar  zusammen. 

Seien  nun  x,  k,  p  die  (reellen  oder  imaginären)  Wurzeln  der 
Gl.  (6),  also 

a  —  2y  =  (kfi  -f-  fix  -f-  nk)y 
ß  =  %Af»y 

woraus: 

«  =  (^  +  f»»  +  *A  +  2)y;  ß  =  xkpy  )  (8) 
d  ^  (x  +  k  +  ti  +  2xkp)y  ) 

Setzt  man  diese  Werte  in  Gl,  (1)  ein,  so  stellt  die  Gleichung 

*  -  +  1 1  (l*  +  fi»  +  *«  +  2)x»  +  3xA,* x»y  (Q) 

+  Zxy » + (x  +  A  +  p  +  2»  W  |  +  Ä4) 

eine  Fläche  dar,  welche  im  Anfangspunkt  der  xyz  sphärisch  gekrümmt 
ist,  in  einem  Punkte  von  welchem  in  den  (reellen  oder  imaginäreu) 
Richtungen 

y=x*;    y=kx\    y  =  tAz  (10) 

Krümmungslinien  ausgehen.    Wir  wollen  sie  Hauptstrahlen  nennen. 

Betrachtet  man  diese  Eigenschaft  nebst  den  6  Hauptstrahlon  als 
gegeben,  so  zeigt  sich,  dass  im  allgemeinen  eine  Ciasso  von  Flächen 
dieselbe  realisirt,  und  dass  die  Tenne  der  Entwicklung  von  »  bl* 
zu  3.  Grade  durch  diese  Eigenschaft  und  durch  die  Conatanten  werte 
Pr  y  bestimmt  sind,  während  alle  zu  dieser  Classc  gehörigen  Flächen 
skh  durch  die  ganz  willkürlich  bleibenden  Terme  höbern  Grade* 
allein  unterscheiden. 


Krttmmungslinien  in  der  l'nureban*  a>*  XaHrlpankU, 

Die  Differentialgleichung  der  Krümmongslinien  In  der  Nabu  de« 
Nabelpunkts  war  nach  (4): 

Der  Radiusvector  einet  Punkts  der  Kntfiwnb&Uhi",  wtrt  *M*  Max) 
niorn  oder  Minimum  nur  für 


x  'ex  -i-  y      -  h 
wenn  dy.dx  der  vorigen  GWiü^/  V-**?         *****  1'*f 
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das  ist  dieselbe  kubische  Gleichung,  welche  durch  die  3  Yerhältniss- 
werte  (10)  erfüllt  wird.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Der  Radius vector  ei ner  Krümmungslinie  in  derNähe 
desNabolpunkts  kann  nur  in  einer  vom  Nabelpunkt  aus- 
gehenden Krümmungslinie  ein  Maximum  oder  Minimum 
haben. 

Noch  umfassender  lässt  sich  das  Resultat  dahin  aussprechen, 
dass  kein  andrer  vom  Nabelpunkt  ausgehender  Strahl  von  einer 
Krümmungslinie  normal  geschnitten  werden  kauu.  Daraus  folgt,  dass 
keine  Krüm  mnngs linie  einen  solchen  Strahl  berühren 
kann,  weil  sonst  die  zweite  Krüminungslinie  in  demselben  Punkte 
den  Strahl  normal  kreuzte. 

Verfolgt  man  nun  eine  Krümmuugslinie  erster  Schar,  so  mass 
sie  solange  alle  consecutiven  Strahlen  überschreiten,  bis  sie  aus  dem 
unendlich  kleinen  Felde  der  Betrachtung  verschwindet,  also  nach 
beiden  Seiten  hin  sich  schliesslich  vom  Nabelpunkt  entfernen,  da  sie 
mindestens  einen  Strahl,  nämlich  denjenigen,  welcher  Krümmungs- 
linie derselben  Schar  ist,  nicht  überschreiten  kann.  Folglich  ist  ein 
Minimum  des  Radiusvectors  unausbleiblich,  mithin  ein  Maximum  un- 
möglich. 

Dieses  Minimum  findet  im  Durchschnitt  mit  einem  Hauptstrah! 
statt  Lässt  mau-  auf  letzterem  den  Durchschnittspunkt  stetig  bis  zum 
Nabelpunkt  rücken,  so  wird  die  Krümmungslinie  1.  Schar  eine  Sur- 
cession  ebensolcher  durchlaufen  und  in  der  Endlage  in  die  nächsten 
2  Hauptstrahlen  übergehen ,  welche  demnach  Krümmungslinien  1. 
Schar  sind.  Demnach  liegt  jeder  zur  2.  Schar  gehörige  Hauptstrahl 
zwischen  2  zur  1.  Schar  gehörigen  Hauptstrahlen.  Oder  mit  andern 
Worten: 

Die  Hauptstrahlcu  gehören  abwechselnd  der  ersten 
und  zweiten  Schar  an. 

Gibt  es  nur  2  entgegengesetzte  Hauptstrahlcn,  so  ist  der  Winkel 
zwischen  2  gleichnamigen  Hauptstrahlen  =  4R,  und  letztere  fallen 
zusammen. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ist  die  Form  des  Krüra- 
mungslinien-Netzcs  vollständig  zu  ersehen.  Der  Kürze  wegen  heisse 
ein  Strahl  erster  oder  zweiter  Art,  welcher  der  1.  oder  2.  Schar  von 
Krümmungslinien,  bzhw.  von  grösster  oder  kleinster  Normalschnitt- 
krümmung, angehört. 

Im  Falle  von  6  Hauptstrahlen  gruppiron  sich  die  übrigen  Krüm- 
mungslinien in  6  Scharen  hyperbel-ähnlicher  Curven,  welche  einen 
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angleichnamigen  Hauptstrahl  zur  gemeinsamen  Hauptaxe  und  die 
zwei  nächsten  gleichnamigen  Hauptstrahlen  zu  gemeinsamen  Asympto- 
ten, mithin  den  Nabelpunkt  zum  gemeinsamen  Mittelpunkt  haben. 
Die  Felder  der  benachbarten  Scharen  decken  sich  zur  Hälfte,  so  dass 
der  rechte  Arm  einer  Quasi-Hyperbel  auf  dem  Nachbarfelde  rechts, 
der  linke  links  zum  rechtwinkligen  Durchschnitt  mit  der  Hälfte  der 
angrenzenden  angleichnamigen  Schar  gelangt.  Die  Ilyperbelzweige 
in  den.  Scheitelwinkeln  sind  ungleicher  Art. 

Im  Falle  von  2  Hauptstrahlen  haben  gleichfalls  die  2  Curven- 
scharen  die  2  entgegengesetzten  Hauptstrahlen  zur  gemeinsamen  Axe, 
aber  der  Nabelpunkt  liegt  hier  auf  der  coneaven  Seite  zwischen  bei- 
den und  die  Scheitel  der  einen  Schar  auf  der  coneaven  Seite  der 
andern. 

Ausser  diesen  2  Notzformen  gibt  es  nur  Specialfalle,  die  sehr 
mannichfaltig  sind  und  sich  nicht  wol  erschöpfen  lassen. 


Gleichung  der  auf  die  Bertthrungsebene  projiclrten 

KrUmmungslinlen. 

Setzt  man 

cot  2.  -  (12) 

so  lautet  nach  (11)  die  Differentialgleichung  der  Krümmungslinion : 

8y*  +  2d*fycot2w  —  Bx*  =»  0 
und  gibt  nach  Auflösung  die  2  Werte: 


(13) 


^  =  tga>,  -coteo 
Beide  sind  Functionen  der  einen  Variabein 

*-„ 

x 

und  nach  Elimination  von  y  erhält  man: 

x^+v-tgo»,      — COtOJ 

Verweilen  wir  bei  dem  erstem  Werte,  indem  dor  zweite  durch  Sub- 
stitutiou  <o+R  für  a>  daraus  hervorgeht,  so  kommt: 

_      dv—  (14) 
x       tgw  —  v 
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Nun  ist 

«hl  =  w+fe;    ult  -  ßx+yy\  un-^yx+öy 
daher  nach  Gl.  (12) 

g  —  y+(ß  —  d)v 


cot2a) 


woraus: 

oder,  wenn  man 
setzt: 


v  — 


Das  gibt: 


g  —  y  —  2ß  cot2a) 
/J  — <5  — 2ycot2co 

tg  0>  —  * 


<— ü 


yt*+(2ß-ö)t*+(a-2y)t-ß 


Der  Zahlor  verschwindet  für  t  =»  x,  A,      daher  ist 


— x)  (<— A)(t  — 
—     +      — 1) 


Gl.  (17)  differentiirt  gibt: 


[Ka-y)+W-^)](l+t>)a< 

[(/3-d)<  +  y(/'-l)]* 


daher  geht  Gl.  (14)  über  in 


dx  ^  y(tt—  y)  +  ß(ö-ß)  l+<»  dt 

x       (ß-ö)t  +  y^-l)  (t-x)(t-X)(t-  fi)  y 


Setzt  man 


so  wird 


cot2f  *=» 


ß-6 


tg«  —  « 


also 


2y  » 

(/J-ty+y«*-i)  -  y('-*)  («+ 1) 
 Ag+t*)dt  


H«— x)(e— A)(e— ;*)  (<  — e) 


+ 


,3 


(l  +  «c)(l  +  eA)(l  +  ert  + 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 
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1  +  x» 


(1+«)(JC-6)(K-*)(H  — ,0(1-*) 

 L+Ü  

(1  +eX)  (X  -  e)  (A  -  x)  (A  -  ,*)  (<— i) 

 L+i^!  

(l+«f0(f»-«)(fi-%)  (f»-A)«-fi) 


Durch  Substitution  von  —  -,  C  für  <,  C  geht  daraus  die  Gleichung 
der  zweiten  Krümmungslinicnschar  hervor. 

Hier  zeigt  sich  sogleich,  dass  dio  Rechnung  für  einen  Fall  un- 
gültig wird,  nämlich  für  A  =  0.  Dieser  findet  statt,  sooft  zwei  Haupt- 
strahlen einen  rechten  Winkel  bilden,  so  dass  einer  der  Factoren 
des  Products  (20)  verschwindet  Hier  wird  nach  Gl.  (16)  o>  constant, 
daher  die  Substitution  (17)  unanwendbar.  Geht  man  auf  die  Gl.  (13) 
zurück,  so  ergeben  diese  ein  Netz  von  2  sich  rechtwinklig  schnei- 
denden Scharen  paralleler  Geraden,  welches  mit  dem  dritten  Haupt- 
strahl unvereinbar  ist.  Dieser  Umstand  erklärt  sich  durch  die  Form 
der  Gl.  (4),  deren  linke  Seite  hier  in  2  Factoren  zerlallt,  einen  nur 
von  8ar,  dy,  einen  nur  von  x,  y  abhängig.  Das  Verschwinden  des 
letztern  kann  keine  Krümmungslinie  bestimmen,  weil  es  unabhängig 
von  der  Variationsrichtung  stattfindet.  Folglich  wird  hier  dio  kubi- 
sche Gleichung  (6)  ungültig.  Wir  müssen  daher  einen  aufgestellten 
Satz  jetzt  folgendermassen  ergänzen: 

Es  lässt  sich  stets  eine  Classe  von  Flächen  mit  einem 
Nabelpunkt  angeben,  von  welchem  in  3  beliebig  ge- 
wählten, nur  nicht  normalen  Richtungen  Krümmungs- 
linien auslaufen. 

Die  gleiche  Beschränkung,  ausgedrückt  durch 

y(«  -  7)  +  ß(* — ß)  <  0  (22> 
liegt  der  übrigen  Rechnung  zugrunde. 

Will  man  die  Gleichung  der  Krümmungslinien  (21)  in  x  und  y 
darstellen,  so  kommt  die  Bemerkung  zustatten,  dass 
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sein  muss,  weil  im  Zähler  des  Ausdrucks  (19)  der  Coefficient  von  r1 
null  ist.  Man  kann  demnach  alle  5  Dignanden  mit  einem  beliebigen 
gemeinsamen  Factor  multiplicircn  und  dadurch  den  Nenner  von 

entfernen.   Die  Gleichung  enthält  2  Irrationale: 

enthalten  in  e  und 

A  =  VW=Y)x  +  (ß -  ö)y  | » + Üß^+i^ 
Das  Vorzeichen  der  erstem  hat  keinen  Einfluss,  das  von  J  hin- 
gegen, welches  bei  Substitution  von  —  \  für  /  wechselt,  entscheidet 

V 

darüber,  ob  die  Krümmungslinie  die  grösste  oder  kleinste  Normal- 
schnittkrümmung  verfolgt.  Ein  Uebergang  von  der  einen  Schar  zur 
andern  durch  J  =  0  kann ,  bei  Voraussetzung  von  (22) ,  nur  bei 
x  =  0,  y  =  0  stattfinden. 


Geodätische  Krilmmung  der  Krttminungslinien  im  Scheitel. 


Gemäss  der  Gl.  (13)  ist  a>  der  Winkel  zwischen  der  Tangente 
der  ersten  Krümmungslinie  und  der  x  Axe ,  d.  i.  der  Krümmungs- 
winkcl  der  auf  die  Bcrühruugsebenc  projicirten  Curve  s\  folglich  ist 
die  Krümmung  dieser  Projection 

Boa      dt      _  dt 
^=öscos»o,  =  ö~cos3a, 

das  ist  nach  Gl.  (19): 

a«    (< " e)  (' + « ) (<  ~ x)  {i " A)  (<  ~  ^  C085a> 


'CD 


(25) 


(l+AfO(l  +  f«0<l  +  KA)* 

Wir  suchen  nun  den  Wert  dieses  Ausdrucks  für  das  Minimum  des 
Radiusvectors ,  d.  i.  im  Durchschnitt  mit  einem  Hauptstrahl.  Ist 
letzterer  y  —  xs,  so  ist  für  denselben 


also  für  die  Tangentialricbtung  der  Curve 

dy 


~-  t  =  —  :  COS  co 
cV  x> 


x 
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Dies  eingeführt  gibt: 

dm        (l-f-gx)(x — e) 
Bezeichnet  r0  deu  Radiusvector  des  Scheitels,  so  ist  im  Scheitel 

X      Vl  +  x» 

also 

d(°  (!  +  «»)(»  —  <0  ,™ 
8f  -(l  +  A,.)(l+x*)r0  U0; 

Für  jede  der  6  Scharen  Krüminungslinien  einzeln  ist  demnach  der 
Krümmungsradius  im  Scheitel  proportional  dem  Radiusvector.  In 
den  2  gegenüberliegenden  Scharen  ist  das  Verhältniss  dasselbe.  Der 
Ausdruck  (26)  gilt  gleicherweise  für  reelle  wie  für  imaginäre  A,  f*. 

Beispiel. 

Sind  die  Winkel  zwischen  den  Hauptstrahlen  gleich ,  und  man 
nimmt  den  ersten  zur  sc  Axe,  so  wird 

x  =  0;        A  =  — y3;   p  =  V3 
o=— y,     0  =  0;  <5=-0 

Die  Gleichung  der  Fläche  lautet,  weun  wir  i?4  =  0  setzen: 

Da  ferner  hier  cot2f  =  0,  so  ist  t  =  J/?,  e.  =»  1 ,  ferner  A  «=  —  2, 
und  die  Entwickelung  (19)  ergibt: 

integrirt : 

C     t*(i*  —  3)* 
«*— 1)» 

Nun  ist  nach  Gl.  (16) 

v  2t 
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(28) 


a_z±Vx*+ y* 
t  —  

y 

daher  nach  (27) 
und  nach  (28) 

2C  =  *(;r*-3y»)±(x»  +  y*)! 
und  rational  dargestellt 

(3*8  —  y*)V+4Cte(ar2—  3y»)  —  4C»  -  0 

als  gemeinsame  Gleichung  des  ganzen  Systems  von 

Die  geodätische  Krümmung  im  Scheitel  wird: 

Bco  1 

ds  ~~2r0 

Da  alle  6  Scharen  durch  dieselben  Bedingungen  bestimmt  sind,  so 
ist  von  Anfang  klar,  dass  sie  einander  congruent  sein  mttSBen,  woraus 
daun  die  Gleichheit  der  Krümmungen  in  allen  6  Scheiteln  folgt.  Di« 
bestätigt  sich,  wenn  man  im  Ausdruck  (26)  x,  A,  fi  vertauscht. 


Algebraische  Flüchen  mit  einem  Nabelpunkt. 

Die  Gleichung  einer  Fläche 

F(x\  y\       -  0  (29) 

wo  F  eino  ganze  Function  bezeichnet,  sei  durch  Coordinatentrans- 
formation  mit  Einführung  eines  Flächenpunkts  als  Anfang  der  xyz 
und  der  Normalen  in  demselben  als  *  Axe  in 

f(x,  y,  *)  -  0  (30) 

übergegangen.  Dann  sind  der  constante  Term  und  die  CoefficieotOD 
von  x  und  y  null.  Soll  jener  Flächenpunkt  ein  Nabelpunkt  sein,  so 
wird  weiter  erfordert,  dass  der  Coefficient  von  sty  null,  und  der  von  tl 
gleich  dem  von  y%  sei,  während  der  von  %  im  allgemeinen  nicht  null 
sein  darf,  so  dass  er  sich  =  1  setzen  lässt.  Dann  hat  /  folgende 
Form: 

_      x*+y*     q'*»  +  3ys«y  +  3yy +ay 
/(*,  y,  *)  —  *—    2Q   ~"  6 

wo  Q!  alle  Terme  von  höherm  als  dritten  Grade  in  Bezug  auf  z,  y, 
y«  enthält.    Dafür  kann  man  schreiben: 


■ 
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x*  +  y* 

y,       —  «*  —  £y)  =  2  g— 

-  S !(«'-  *)•*+ Kr-  9    (/- 1)  ■*•+ (r-  syj + a 

mit  gleicher  Bedeutung  von  Q.  Da  nun  Q  ohne  Kinfluss  auf  die 
Krümmungslinien  in  unendlicher  Nähe  des  Nabelpunkts  ist,  so  kann 
man  die  allgemeinste  Gleichung  algebraischer  Flächen  mit  einem 
Nabelpunkte  erhalten,  von  welchem  aus  6  Krümmungslinienzweige  in 
den  durch  x,  A,  p  relativ  bestimmten  Richtungen  gehon,  indem  man 

■    ö'=  f  +(*+*+  »»  +  8«Wy 

setzt  und  auf  Gl.  (31)  die  allgemeinste  Coordinatentransformation 
anwendet. 

Diese  neue  Darstellungsform  unterscheidet  sich  von  der  an- 
fänglichen wesentlich  dadurch ,  dass  der  Uebergaug  zwischen  ihr 
und  einer  beliebigen  algebraischen  Gleichung  (29)  lediglich  durch 
lineare  Substitutionen  vollzogen  wird,  während  Gl.  (1)  als  Auflösung 
einer  Gleichung  nach  a  und  Entwicklung  in  eine  unendlicho  Reihe 
betrachtet  ward.  Dadurch  wird  namentlich  das  gewonnen,  dass  man 
über  den  Grad  der  Gl.  (29)  ohne  Eiubusse  an  Allgemeinheit  verfügen 
kann.  Soll  z.  B.  die  allgemeinste  Gleichung  einer  Fläche  3.  Grades 
mit  einem  Nabelpuukt  und  gegebenen  umliegenden  Krümmungslinien 
aufgestellt  werden,  so  braucht  man  nur  in  Gl.  (30)  den  Rest  (31)  auf 
folgende  Terme  zu  beschränken: 

Q'  =  {Ax*  +  Bxy  +  Cy%  )z  +  ( D  +  Ex  +  Fy)z*  +  CM 

and  die  allgemeinste  lineare  Coordinatentransformation  auszuführen. 
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XXII. 

Einfache  Methode,  beim  Interpoliren  die  zweiten 
Differenzen  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Von 

Neil. 


§  l. 

Zur  Erleichterung  der  Lösung  mathematischer,  physikalischer, 
astronomischer  Probleme  bedient  man  sich  fortwährend  der  Tafeln, 
welche  die  numerischen  Werte  gewisser  Functionen  der  Eingangs- 
zahlen (Argumente)  enthalten.  Durch  die  Interpolationsrechnuug  er- 
halt man  die  betreifenden  Functiouswerte  auch  für  solche  Werte  des 
Arguments,  welche  in  der  Tafel  nicht  angegeben  sind.  Am  einfach- 
sten macht  sich  das  Intcrpoliron,  wenn  gewisse  Aenderungen  des  Ar- 
guments proportionale,  oder  doch  fast  proportionale  Aenderungen 
der  Function  zur  Folge  haben ;  mit  anderen  Worten,  wenn  die  zwei- 
ten und  höheren  Differenzen  gleich  Null,  oder  doch  so  klein  sind, 
dass  man  sie  ausser  Acht  lassen  kann.  Dies  erfordert  indes,  dass 
die  Argumente  nach  ziemlich  kleinen  Intervallen  fortschreiten,  wo- 
durch die  Tafel  fast  immer  eine  unverhältnissmässig  grosso  Ausdeh- 
nung erhalten  mtisste. 

Seien  nun 

a,  a  +  w,  a  +  2u?,  a  +  3w  ...  die  aufeinanderfolgenden  Argumente, 
f(a),  f(a-\-w),  +  f(a-\-3w)  ...  die  zugehörigen  Functionswertc, 
d\  J",  4"'  ...  die  erste,  zweite  und  dritte  Differenz, 

so  erhalt  man  den  zwischen  a  und  (a-\-w)  liegenden  Wert  («+:) 
nach  der  bekannten  Interpolationsformel: 
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liier  ist  —  -=  n  gesetzt.   Die  Zahl  n  bewegt  sich  stets  zwischen  den 

tc 

Grenzen  0  nnd  1.  Wir  nehmen  nun  an,  4"'  sei  so  klein,  dass  das 
letzte  Glied  nicht  in  Betracht  komme,  und  können  daher  schreiben: 

f{a  +  z)  =  f{a)  +  n  ~d"  ) 

Wäre  der  Ausdruck  in  der  Klammer  unveränderlich,  so  könnte  man 
mittelst  desselben  einfach  interpoliren.  Beachtet  man,  dass  A"  immer 
beträchtlich  kleiner  sein  wird  als  A\  und  dass  n  zwischen  0  und  1 
liegt,  so  wird  man  keinen  allzugrossen  Fehler  begehen,  wenn  man 
in  der  Klammer  n  =  \  setzt.   Hiernach  findet  sich 

Aa  +  z)  =  A«)  +  n(S-       +  <p 
qp  stellt  den  begangenen  Fehler  vor;  derselbe  findet  sich 

9  =  K'»(«-1) 

Subtrahirt  man  daher  von  jeder  ersten  Differenz  den  vierten  Teil 
der  zweiten,  so  gibt  <p  den  Fehler  an,  der  dadurch  entsteht,  dass 
mit  jener  Zahl  einfach  interpolirt  wird. 

Um  deutlich  zu  tibersehen,  wie  gross  dieser  Fehler  in  jedem 
Falle  sein  wird,  betrachten  wir  n  als  Abscisse  und  q>  als  Ordinate 
einer  Curvo,  und  lassen  n  die  verschiedenen  Werte  von  0  bis  1 
durchlaufen.  (Fig.  1.)  AG  BD  stellt  diese  Curve  (Parabel)  vor;  die 
Ordinate  gibt  an  jeder  Stelle  die  Grösse  des  Fehlers  <p  an.  Für 
n  =  0  und  n  =  i  verschwindet  der  Fehler;  fttm  =  J  =  AF  ist  er 

ein  Maximum  und  betragt  —  32  In  der  zweiten  Hälfte  des  Inter- 
valls  wächst  er  rasch  und  erreicht  für  n  —  1  den  Wert  CD  —  -j. 

Hätte  man  dagegen  die  zweite  Differenz  ganz  vernachlässigt,  so 
wäre  der  Fehler  tp'=  — ^ — LJ"  (Curve  AKC).  y'  verschwindet  am 
Anfang  und  Ende  des  Intervalls,  ist  aber  in  der  Mitte  am  grössten, 
nämlich   «=  BE  =  —  ^  . 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Fehler  ?  namentlich  nur  in  der 
ersten  Hälfte  des  Intervalls  kleiner  ist  als  tp\  dass  er  aber  beträcht- 
lich grösser  wird,  wenn  die  Zahl  »  sich  der  Einheit  nähert  Dieser 
grössere  Fehler  lässt  sich  dadurch  vermeiden,  dass  man  in  der  zwei- 
ten Hälfte  des  Intervalls  rückwärU  interpolirt.    Dafür  ist 
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fa  +  u)  - +     -(1-n)  (^'+^") 

Setzt  man  im  letzton  Factor  wieder  n  =  J,  so  wird 

Aa  +  z)  =  f{a  +  »)  -  ( 1  -  «)         J<0  +  gp 

^-fd-«)(»-}) 

Die  Constraction  dieser  Gleichung  für  n  =  J  bis  n  =  1  gibt  die 
Curve  Ä/C;  <p  verschwindet  für  «  =  £  und  für  n  =  1  und  erreicht 

A" 

für  n  =  \  den  grössten  Wert  =  — ^ 

Werden  in  einer  solchen  Tafel  tiberall  statt  der  ersten  und 
zweiton  Differenzen  die  Zahlen  und  (A'-\-\d")  angesetzt, 

so  hat  man  nicht  mehr  Arbeit,  als  beim  einfachen  Interpoliren.  Ist 
J"  nicht  grösser  als  16,  so  beträgt  der  Fehler  im  ungünstigsten  Falle 
höchstens  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Docimale  der  Function  und 
kommt  also  nicht  in  Betracht. 


§  2. 

Der  Fehler  <jp,  welcher  bei  dem  vereinfachten  Intcrpolations- 
verfahren  begangen  wird,  läset  sich  noch  etwas  vermindern,  wenn 
man  in  dem  Ausdruck  für  +  die  Grösse  A"  mit  einer  Zahl  t 
multiplicirt,  welche  grösser  ist,  als  \ 

also 

g>  =  \nA"(n  +  2x  —  1) 

(Fig.  2.)  Man  erhält  dann  die  Curve  ANK  statt  AGB.  Sei  MN  die 
grösste  (negative)  Ordinate,  so  wählen  wir  nun  x  so,  dass  BK*=  —  MS 
wird;  dies  führt,  da 

BK  »  y      — 1)  und  MN  =  -  -g-  (1  —  2*)* 


zu  der  Bedingung: 
daraus 

*  =  1  —  Vi  -  0,29289 

Der  grösste  Wert  von  g>  wird  dadurch  «=  4^03-    Wenn  daher  die 

zweite  Differenz  nicht  grösser  ist  als  23,  so  ist  der  Fehler  im  un- 
günstigsten Falle  immer  noch  kleiner  als  eine  halbe  Einheit  der 
letzten  Decimale.   Wir  haben  nun  also 
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für  das  Vorwärtsiuterpoliren  Aa  +  z)  =  f(a)  +  n{4'—  0,29289  J"), 
fördas  Rückwärtsintcrpoliren  fta+z)=f(a+w)-(\-n)(4'+0*jmsf") 

Um  auch  zu  wissen,  wann  man  die  dritte  Differenz  vernach- 
lässigen kann,  sotzen  wir: 

„     ;»(n— 1)  (n  —  2) 
T  g  J 

Dieser  Wert  wird  am  grössten  für 

n  =  1  -  y  4  -  0,42265 

dafür  wird 

*  "  27  ^  ~  15,59 

Es  kann  daher  die  dritte  Differenz  bis  zu  7  Einheiten  betragen,  ohne 
dass  deren  Vernachlässigung  einen  merklichen  Kiuflnss  auf  das  Re- 
sultat der  Interpolatiou  ausüben  würde. 


Tafel  I. 


Tafel  II. 


N 


Ii 


100  !  10,000  !  Aftft 
110  I  10,488  T.  * 
1 20 , 10,954  !  T?S 
130  11,402 

11,832  !  Hr 

12  247 
12,649 

13,038  jj78 
13,416 
190113,784 
200 1 14,142 


140 
150 
160 
170 
180 


358 


—22 

—  18 
—18 
-15 
-13 
-13 
—11 
—10 
-10 

-  9 


100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 


10,488  [  *J4'4 


10,954 
11,402 
11,832 
12,247 
12,649 

13  416 

13  784  I 
200 1 1M42  I  36U'6 


471,3 
453,3 
434,4 
418,8 
405.8 
392,2 


481,6 
460,7 
442,7 
425,6 
411,2 
398,2 
385,8 
375,1 
365,1 
355,4 


Um  dio  Anwendung  dieser  Regeln  zu  zeigen,  sind  in  Tafel  I. 
die  Quadratwurzeln  einer  Reihe  von  Zahlen,  nebst  den  ersten  und 
zweiten  Differenzen  augegeben ;  in  Tafel  II.  dieselben  Wurzeln  und 
daneben  die  nach  den  obigen  Regeln  gebildeten  Interpolationszahlcn, 
die  durch  die  Ueberschrifteu  V  und  R  daran  erinnern,  welche  Zahl 
beim  Vorwärts-  und  welche  beim  Rückwärtsinterpolircn  zu  gebrauchen 
ist.   Es  soll  z.  B.  V  112,75  berechnet  werden.    Hier  ist 

2  75 

z  =  2,75,    w  =  10,    «  =        =  0,275 


Da  n  <  J,  so  wird  vorwärts  interpolirt 

V112775  -  ynö-f-0,275. 471,3  -  10,488+129,6  -  10,618 


T«il  LX\. 
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Die  Benutzung  der  Tafel  I.  nach  der  Formel 

f{a  +  z)  =  Aa)  +  n^'+^^1V 

hätte  ergeben: 

1/112,75  = Vi  10 +  0,275. 466  +  1 ^  ^--18=10,488+12845+1,79 

V  112,75  -  10,488  +  129,94  -  10,618 

Sei  ferner  y  128,33  zu  berechnen.  Hier  wird  man,  da  n  «=  0,833, 
rückwärts  intorpoliren 

Vf28,33  =  VT30-  (l  -         442,7  =  11,402-73,9  =  11,328 


§  4. 

Die  Anwendung  der  vereinfachten  Interpolationsmethode  soll 
noch  an  einer  Tafel  gezeigt  werden,  welche  dazu  dient,  die  Berech- 
nung der  Kreissegmentflächen  zu  erleichtern.  Sei  r  der  Halbmesser. 
a  der  Ccntriwinkel  und  S  der  Inhalt  eines  Kreissegments,  so  besteht 
die  Beziehung 

S  =*  |r2(ft  — sino) 

■ 

Bezeichne  ferner  2a  die  Sehne  und  b  die  Pfeilhöhe  des  Segments, 
so  erhält  man  a  und  r  durch  die  Formeln 

ab  a 


4      a''  a 

81n2 

Die  Berechnung  von  S  nach  der  angeführten  Formel  ist  einerseits 
umständlich,  andererseits  erhält  man  dadurch,  namentlich  bei  flachen 
Segmenten,  nur  eine  geringe  Genauigkeit.  Denn  sei  z.  B.  a  =  7°  12'. 
so  gibt  die  7  stellige  Logarithmentafel  log  sin  a  ~=  9,0980662,  also 
sin«  -  0,12533323;  Bogen  «  =  0,12566371,  a  —  sin«  =  0,0003304* 
und  log(«  — sina)  -  6,5191452-10. 

Nun  ist  aber  auf  12  Dccimalstelleu 

o  -  0,125663706144 
sin«  =  0,125333233564 


«  —  sin  «  —  0,0003  3047  2580 
Sucht  man  hiervon  den  Logarithmen,  so  wird 

log(«  —  sin  «)  -  6,519 1354  — 10 
also  gegen  das  vorhergefundene  Resultat  um  98  Einheiten  der  siebeo- 
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ten  Decimale  verschieden.  Man  sieht  also,  dass  in  diesem  Falle  bei 
ausschliesslicher  Anwendung  der  siebenstelligen  Logarithmentafel  der 
Wert  von  log(o  —  sino)  auf  höchstens  5  Decimalen  richtig  gefunden 
werden  konnte.  Der  Grnnd  davon  ist  darin  zu  suchen,  dass  bei 
einem  kleinen  Winkel  Bogen  und  Sinus  in  den  ersten  Dccimalstellcn 
übereinstimmen,  folglich  in  der  Differenz  der  beiden  eine  geringere 
Anzahl  geltender  Ziffern  vorkommt. 


§  5- 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  dass  ein  flaches 
Kreissegment  mit  Hülfe  der  Sinustafel  sich  nicht  besonders  genau 
berechnen  lässt,  wir  wollen  es  deshalb  versuchen,  den  Inhalt  in  an- 
derer Weise  zu  bestimmen. 

(Fig.  3.)   Sei  ADCB  die  Hälfte  eines  Kreissegments, 

-   AECB   -      -        -  Parabelsegments, 

so  ist,  wenn  BC  =»  a,  AB  =  b,  das  letztere  =  \ab. 

Setzen  wir  die  Ordinate  FD  des  Kreisbogens     —  y', 
-    -       -       FE    -   Parabelbogens  =  y, 

so  ist 


/t 


a*  +  6* 


—  x —  x*  und   y*  =>  -  x 


Entwickelt  man  nach  dem  binomischen  Satze,  so  fandet  sich: 


l  /x  s  1  Hb— x)  1 
*-y=«V  ä(2   2.4 


b\b  —  x)*       L3  b\b  —  x)* 
a*        *~  2.4.6  " 


1.3.5  bHb  -  x)4  ) 
2.4.6:8       a»        h '  * '  ] 


Wird  der  Inhalt  des  ganzen  Kreissegments  wieder  durch  S  bezeichnet, 
ao  ist 


\S  =  iab+fw-y)<lz 


Setzt  man  für  (y—y)  die  obige  Reihe,  und  führt  die  angedeutete 
Integration  aus,  so  erhalt  man: 

i        3   /6v*      3    ib\*  ,     3        '       ■>    i>>{  ,  i 

s  -  &  i + ^5(  j  -  ^  7  y  +  5  7 ,  i  j  7  ,.n  y  -r .... 
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Diese  Reihe  für  den  Inhalt  des  Kreissegments  kann  nnn  auch  benutzt 
werden,  um  die  transcendente  Grösse  («-sin«*)  zu  berechnen.  Denn 
es  ist 

a  =  r  Sin  g ,     b  =  a  tg  ^ 

daher 

S-Hr»sm««<{l  +  i tßl  I  -  k  #1  +  1  h  *  l  -  231  #  4+1 
Da  nun  auch 

S  =  g  {a  —  sin  «) 
so  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Werte  von  S 

ft-s,nrt  =  3SUl"2t^n1+5^  4~35^  4  +  lT>5^  4~  •  ) 
Setzt  mau,  wie  in  §  4.  a  =  7°  12',  folglich 

^  =  3"  36',   |  =  48' 

so  erhält  man  mit  Anwenduug  der  siebenstelligen  Logarithmentafel 

a  -  sin  a  =  0,0<  )03  3040  735  +  0,0000  0006  526  -  0,0000  0000  001  = 

0,00033047  260 

also  sehr  nahe  übereinstimmend  mit  dem  genau  berechneten  Werte 
in  §  4. 

§  6- 

Die  in  §  5.  entwickelte  Reihe  für  S  zeigt,  dass  für  ganz  flache 
Kreissegmente  gesetzt  wenfeti  kann :  S  =  $a/> ;  für  den  Halbkreis  ist 

71  71 

b  =  a  =  r,  also  dafür  S  =  2  r2  oder  ^  ab-  Setzen  wir  jetzt  all- 
gemein für  irgend  ein  Segment  S  =  kab,  so  ist  k  ein  Coefficient 
der  sich  innerhalb  der  Grenzen  $  =  1,333333..  und  *  =-  1,570796 
bewegt,  welcher  sich  daher  mit  Vorteil  in  eine  Tabelle  bringeu  lasst. 

Zur  Berechnung  von  k  hat  man  nach  den  Entwickelungen  des 
§  5.  den  folgenden  Ausdruck: 

Nimmt  man  beiderseits  die  Logarithmen,  so  findet  sich: 
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log*  -  log  3  +  g  y  -  m  y  +  26,5  y  -  i34fgö0  y  +.. . 

4  47 M 

log  ^      0,12493  87366  log  ^  -  7,89075  3 

log  y  -  8,93881 431  loß  fl^Ö  "  7,55079 

log        -  8,3241652 

Hiernach  wurde  die  beigefügte  Tafel  berechnet.    In  der  mit  A 

b 

bezeichneten  Spalto  finden  sich  die  Werte  von  log  -  und  daneben  der 

a 

zugehörige  log&  auf  5  Deeimalstellen. 

Soll  nun  zu  irgend  einem  A  das  zugehörige  h  bestimmt  werden, 
so  bezeichne 

A°  das  nächst  kleinere  A  der  Tafel,  log*0  den  zugehörigen  Wert  von  log* 
A'   -       -    grösserem  log  *'    -         -  -  - 

dann  ist 

log*  —  log*°  +  U  —  A°)V,  wenn  (A  —  A°)  <  (A' —  A) 
log*  =  logt'-  (A'-~  A)R,      -     (A-A°)  >  (Af—  A) 

Von  vi  =  9,00  bis  9,80  beträgt  das  Intervall  der  Zahlen  A  in 
der  Tafel  2  Einheiten  der  zweiten  Decimale.    II  icruach  hätte  man 

anter  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen  n  —  ^     ^  ,  wo 

die  Differenz  A  —  A"  in  Einheiten  der  zweiten  Decimale  auszudrücken 
ist.   Man  hätte  also 

log*  =  log*»+^—  V 

V 

Um  indes  nicht  mit  2  dividiren  zu  müssen,  wurdo  if  statt  V  an- 
gesetzt   Die  gleiche  Bemerkung  gilt  für  R. 

Zur  Erläuterung  mögen  folgende  Beispiele  dienen: 

1.  A  =»8,6327         A°  -=8,6  log  ft°  —  0,1250» 
A  —  A°  =  0.327                  6>     (A  —  AQ)V~  2,2 

log*  =-  0,12510 

2.  A  =9,17264        A'=~  9,1«  log*'  -  0,12692 
j4' — J  =u,736           Ä  =  9,79       M'— -  7J 


log*  -049666 
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3.         A  =  9,9750     A°  =    9,97  log*0  =  0,18831 

A-A0  =  0,5  V=  249,5      U  —  A°)F  =  124,75 

logt-  =0,18956 

Da  hier  A  in  der  Mitte  liegt  zwischen  A°  und  A\  so  hätte  man 
ebensowohl  rückwärts  interpolireu  können.    Dafür  ist 

A'=  9,98     A'-  A  =  0,5     R  =  254,5  log*'  =  0,19083 

{Ä—A)R  =  127,25 

log*  =0,18956 

§  7. 

Der  Gebrauch  der  Tafel  soll  an  einigen  Beispielen  gezeigt  werden. 

1.  Von  einem  Kreissegment  ist  die  Sehne  «=-  195,96,  die  Pfeil- 
höho  =  25,36,  also 

a  =*  97,98      b  =  25,36      log b  ■=  1,40415      log*  •=  0,13067 

loga  =  1,99114      logaZ.  =  3,39529 

log^  =  9,41301      logS  =  3,52596 

S  —  3357,1 

2.  a  «  709,89 ;  b  =  1087,83.  Da  hier  b  >•  o,  so  ist  das  Seg- 
ment grösser  als  der  Halbkreis.  Hier  berechnet  man  den  ganzen 
Kreis  und  subtrahirt  das  kleinere  Segment.  Wird  die  Pfeilhöhe  des 
letzteren  durch  b'  bezeichnet,  so  ist  seino  Fläche  =  kab\  daher 

Nun  ist  b'=  2r  —  b,  r  =  -  ^—,  also  *'=-&-,   dies  eingesetzt 

gibt 

*-M«+S)-*(;)- 

b'  er 
Um  k  zu  erhalten,  geht  man  mit  log  -,  oder  wegen  b*  =  ^  mit 

log^  in  die  Spalte  A  der  Tafel  ein. 

loga  -  2,851 191  *)  logit  =  0,15913 

log»-  3,032953  log?  ==  9,81824 

log  l  -  9,818  238  log  a*  _  5^0238 

5,67975  =  log  478354 

m)  Dua  erste  Glied  in  «1er  Formel  für  5  ist  meist  betrachtlich  grosser,  als 
das  zweite.    Man  tnt  daher  gut,  um  ein  sicheres  Resultat  zu  erhalten,  dasselbe 
~*»tt  6  8telliger  Logarithmen  zu  berechnen. 
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U")*  =9,636476  ****  =  ff^f 

6W  log  6*  =  6,0651)06 

log  [l  +  Q2]  =  0,156243  •)        log  [l  +  (ffj  =  0,31 2486 

6,273482 

S  =  1877078-478354  =  131)8724 


§  8. 

Sind  voii  dem  Kreissegmente  die  Grössen  r  und  a  statt  (i  und 
gegeben,  so  erhält  man: 

S  =  *tg^rsin^ 

Man  geht  mit  logtg^  in  die  Spalte  A  der  Tafel  ein  und  entnimmt 
log£,  z.  B. 

r  =  25,    o  =  36°  25'  20".    * «  =  9°  6'  20",    logtg ^  =  9,20486, 

logt  =  0,12715,    logS  =  1,11765,    5  =  13,111 

Wenn  der  Wkl.  a  >  180°,  so  ist  das  Segment  grösser  als  der  Halb- 
kreis.   Man  findet  dann 

S  =  7tr*  —  k  tg  -j        I  r  sin  g  I  =  nr*  —  k  cot  ^  1  r  S1U  ~A 

a 

Den  logfc  erhält  man,  indem  mau  mit  log  cot  j  in  die  Spalte  A 
eingeht. 


*)  Diesen  Wert  erhält  man  sehr  cinfnch  mittelst  der  sechsstelligen  Tafel 
der  Ganss'sihcn  Logarithmen  vun  Bicmikcr. 
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Tafol  zur  leichten  Berechnung  der 
Kreissegmont  flächen. 

Den  Zahlen  A  ist  noch  — 10  anzuhängen. 


log& 


R 


3.0 
4.0 
5.0 
6.0 
7.0 

8.0 
8.1 
8.2 
8.3 
8.4 


8.5 
8.6 
8.7 
8.8 
8.9 


0.12494 
0.12494 
0.12494 
0.12494 
012494 

012195 
0.12495 
0.12496 
0.12197 
0.12499 


0.12503 
0.12508 
0.12516 
0.12528 
0.12549 


logt 


R 


[I 


9.20J0.12711 
9.22,0.12732 
9.2410.12754 


9.26  0.12779 Wi'fi  to«? 9.760.15163 


13.0613.94"-: 


9.000.12581 
9.02  0.12589 
9.04  0.12598 
9.06  0.12608 
908  Ol  26 19 

9.100.12631 
9.12  0.12644 
9.14  0.12659 
9.160.12674 
9.180.12692 

9.2ojö.l2711 


1.0 
0.7 
1.4 
3.7 

4.1 
6.8 
9.4 
17.8 
26.7 


4.35 
4.85! 
5.35 
5.85 

6.21 
7.50 
7.06 
8.85 
9.21 


1.0 
1.3 
2.6 
4.3 

5.9 
9.2 
14.6 
24.2 
37.3 

4.16 
4.65 
5.15 
5.65 
6.15 

6.79 
7.5o 
7.91 


9.28  0.12806;— |-  -19.78-0,15401 


116.Ü7 


95.70 


ino^linß^^700.14554!  Q1  QrJ 
10.35  10. 6o  Q        -  4-|t  i  91.30  vo.*\ 

10.56  11.44l^if'niiQiil  98  36  10364 
974  0U943!107.3G  112.64 
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9.30  0.12836 
9.32  0.12869 
9.34  0.12905 
9.360.12944 
9.38  0.12987 


9.80  0.15659 


125.92(132.06 


16X)6,l6.94<jQ7|X,JrrxX  1134.9 
l7.56;ia44itÄ  1593^140  4 
18  91  20.09j  145.9 

"  24  77  f7  ^^SÄjJ^ 

*ii  9.8  i  0. 1  b  <  34 ,  |  —  p  i 
,1^9.88  0.169121?'^ 

37.5»°-8i,0A'09b  188.9 
,.  o.Ji).9O0.17287;.qr  „ 

•    1(1(11  I  i  1  7  iäV 

9.51  0.13509  T.,  :  :^  Tj  ^  9.92  0.17691tfr^* 

0.136(4|^f;;;j  ;;  9.930.179U3E?-~ 
J50.04|52.9^  S123  217.7 

i»o  1 1  9.9o  0.18301  Laoo  l> 


9.400.13034 
9.42 0.13085  'l 
9.44013141;;/'^ 
9.46  0.13202S^^- 
)  48  0  13269 %-tZ 

).50|0.13342L 
9.52 


9.56 
9.58 
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O.13707lrr  , 

i5:>.04 

I.60KU3820U,  u« 
9.62  0.13913'?.^ 
9.64  0.14077^:^ 
9.660.142235' V* 


[!9.70|0.14554j 


7476y-97l01883ll249:5 
98|0.19083|258o 

266.2 


9'^,r>  Q  68  0  ^  ^^-q  qqn  iq'-im  258.2 

9.79  r  '  "  !ü- 14,181  84.45  88.55  i^?  Yril^ 


1,0.0010.19612 


1138.1 
143.6 
149.1 
154.8 
160.8 

166  9 
173.4 
179.9 
186.4 
1931 

200.2 
207.6 
214.7 
222.3 
233.3 

238  2 
246  0 
254.5 
262.8 
270.8 


31  a  hier:   Zur  Theorie  der  flächen  gerader  Ordnung. 


313 


XXIII. 

Zur  Theorie  der  Flächen  gerader  Ordnung. 

Von 

Eduard  Mahler. 


Artikel  I. 


„G  r  u  p  p  i  r  t  man  die  Tangentialebenen  T  e  i  n  e  r  F 1  ä  c  Ii  e 
Ft  2ter  Ordnung  so  zu  je  zwei,  dass  die  Schnittgeraden 
g  je  zweier  ein  Tauge  ntenebeueu  paar  bildenden  Tan- 
gentialebenen in  einer  uud  derselben  Ebene  ß  zu  liegen 
kommen,  so  ist  das  Erzcugniss  dieses  Systems  von  Tan- 
gen tenebenenpaaren  mit  einem  ihm  p  ro  j  ecti  vi  sc  heu 
Flächenbüschel  (FJi)„  ntcr  Ordnung  eine  Fläche  der 
2(n-f-l)ter  Ordnung/4 

Behufs  Beweises  dieses  Satzes  nehmen  wir  eine  beliebige  Ebene 
E'  im  Räume  an,  so  schneidet  diese  das  Flächenbüschel  in  einem 
Systeme  von  Curven  nter  Ordnung,  das  mit  dem  Systeme  der  Ge- 
raden g,  in  denen  Ef  von  den  Ebenen  T  geschnitten  wird,  in  fol- 
gender Verwandtschaft  steht.  Jeder  Curvc  Cn{i)  entspricht  eine  be- 
stimmte Fläche  Fn{i)  des  Büschels  (F--ß)n,  dieser  ein  bestimmtes 
Tangentcnebcnenpaar  3TW  und  diesem  zwei  bestimmte  Goraden 
und  fl,*'"),  in  denen  das  Tangentcnebcnenpaar  die  Ebene  E' 
schneidet.  Umgekehrt  gehören  zu  jeder  Geraden  g  von  Ef  zwei  sich 
in  ihr  schneidende  Tangentenebenen  7\  deren  jedo  einem  anderen 
Tangentenebenenpaarc  angehört; jedem  anderen  Tangentenebeueupaare 
entspricht  aber  eine  andere  Fläche  /'«  des  Ij^jkjs  (F—  />)*.  d.  h. 
jedem  anderen  Tangontcnebenenpaare  entsr^^^^^B^dere  Curve  C« 
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des  auf  E'  licgendon  Curvensystems,  also  gehören  zu  jeder  Geraden 
a,  zwei  Curven  Cn.  Nuu  ziehen  wir  in  der  Ebene  E'  eine  beliebige 
Gerade  so  schneidet  diese  jede  Curve  C»W  in  n  Punkten  c,w. 
«2<'),  «3")  .  .  .  <*„(•)  und  jede  Gerade  g  in  einem  Punkte  y.  Es  ent- 
stehen sonach  auf  Ü)  zwei  conlocale  Puuktreiheu  «  und  y,  von  denen 
die  eine  2-deutig,  die  andere  2u-deutig  ist.  (Letzteres  ist  aus  fol- 
gendem Grunde  klar.  Nachdem  jeder  Curve  G'„(0  zwei  Geraden  fcW 
und  pgW  entsprechen,  so  entsprechen  jedem  der  auf  G,W  gelegenen 
n  Punkte  u£%  ujfi  .  .  .  «„(0  der  «-Reihe  dieselben  2  Punkte  y/'  . 
y»W  der  y-Reihe,  in  denen  &  von  g/fl  und  0fW  geschnitten  wird. 
Umgekehrt  gehören  wieder  zu  jeder  Geraden  g  zwei  Curven  C„,  also 
gehören  zu  jedem  y  Punkte  der  y-Reihe  zwei  Gruppen  von  n  Punkten 
«  der  «-Reihe,  d.  i.  2«  Punkte  der  «-Reihe).  Die  gemeinsamen 
Punkte  dieser  Reihon  sind  Punkte  des  Erzeugnisses,  welches  das 
System  der  Geraden  ß  mit  dem  ihm  verwandten  Systeme  der  Curven 
Cn  bildet,  also  Punkte  jener  Curve,  in  der  E'  von  dem  zu  suchen- 
den Erzeuguisse  geschnitten  wird;  nachdem  nun  die  Anzahl  jener 
gemeinsamen  Punkte  2n+2  =  2(n+ 1)  betragt,  so  ist  die  Anzahl 
der  Punkte,  die  die  Gerade  mit  jener  Schnittcurve  überhaupt  ge- 
mein haben  kann,  2(w-f-l),  und  die  Schnittcurve  ist  daher  von  der 
2(«-f-l)teu  Ordnung.  Dann  ist  aber  unser  Erzeuguiss  eiue  Fläche 
von  der  Ordnung  2(«  +  l). 

Artikel  II. 

Sonach  ist  eine  neue  allgemeine  Art  zur  Erzeugung  von  Flächen 
gerader  Ordnung  gegeben.  Ist  z.  B.  1»  —  1,  d.h.  wir  fragen 
nach  dem  Erzeugnisse  eines  Ebenenbüschels  und  jenes  mit  ihm 
projectivischen  Systems  von  Tangentcnebeneupaaren ,  so  erhalten  wir 
eiuo  Fläche  4ter  Ordnung.  Doch  scheint  es  nicht  überflüssig, 
den  hier  verfolgten  Gedankengaug  bei  einem  Beispiele  nochmals 
durchzuführen  und  wir  wählen  hiezu  die  genannte  Fläche  4  ter  Ord- 
nung,  Es  soll  also  folgender  Satz  bowieson  werden. 

„Das  Erzcugniss  des  zu  einer  Fläche  2ter  Ordnung 
gehörenden  Systems  von  Tangenteuebenenpaareu  (die 
ihre  Schnittgeradeu  in  einer  und  derselben  Ebene  E  haben)  mit 
einem  ihm  projectivischen  Ebenenbüschel  B  ist  eine 
Fläche  4ter  Ordnung.'4 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  —  wie  früher  —  eine  Ebene 
E'  im  Räume  an,  so  schneidet  diese  das  Büschel  in  einem  Strahlen* 
büschel  6,  das  mit  dorn  Systeme  der  Geraden  %x  in  denen  £'  von 
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jedem  Strahle  A*  des  Büschels  b  zwei  bestimmte  Geraden  foM  und 
ßftö  entsprechen,  während  andererseits  zu  jeder  Geraden  g  zwei 
Strahlen  A  des  Büschels  b  gehören.  Ziehen  wir  in  der  Ebene  E' 
eine  Gerade  ©,  so  entstehen  auf  dieser  2  zweideutige  conlocale 
lunktreihen  a  und  y.  Die  gemeinsamen  Punkte  dieser  Reihen,  deren 
Zahl  4  ist,  sind  Punkte  des  Erzeugnisses,  welches  das  System  der 
Goraden  g  mit  dem  ihm  verwandten  Strahlenbüschcl  b  bildet,  also 
Punkte  jener  Curvc ,  in  der  E'  von  dem  zu  suchenden  Erzeugnisse 
geschnitten  wird.  Jene  Curve  ist  sonach  von  der  4ten  Ordnuug  und 
sonach  ist  das  gesuchte  Erzcugniss  eine  Fläche  4ter  Ordnung. 

Nehmen  wir  statt  eines  Ebeub  ü  sehe ls  oin  Ebenen  bündcl,  so 
ist  das  Erzeugniss  ebenfalls  eine  Fläche  4tcr  Ordnung.  Der 
Itewcis  ist  analog  zu  führen  wie  früher,  nur  erhalten  wir  in  der 
Ebene  E'  statt  eines  Strahlenbüschels  b  ein  System  von  Geraden  a, 
das  aber  zu  den  Geraden  g  in  derselben  Verwandtschaft  steht,  wie 
das  Strahlenbüschcl  b. 


A  r  t  i  k  c  1   I  I  I. 

Die  Ebene  E  ward  als  Träger  der  den  in  Betracht  gezogenen 
Tangentenebeneupaaren  entsprechenden  Geraden  g  angesehen.  Sucht 
man  nun  die  Schuittcurve  dieser  Ebene  E  mit  dem  Erzeugnisse 
fflii+i),  so  erscheint  diese  als  Erzeugniss  des  genannten  Geraden- 
systems g  mit  dem  ihm  verwandten  Curvcnsystcme,  in  welchem  E 
von  deu  Flächen  des  Büschels  (F — Ji)„  geschnitten  wird.    Die  ver- 
wandtschaftliche Beziehung  ist  die,  dass  jeder  Geraden  o0("  ein  be- 
stimmtes Tangentenebenenpaar ,  diesem  eine  bestimmte  Fläche  FJA 
des  Büschels  (.F—  li)n  und  dieser  eine  bestimmte  Curve  ent- 
spricht, während  andererseits  jeder  Curve  CJÜ  eine  bestimmte  Fläche 
dieser  ein  bestimmtes  Tangentenebenenpaar  und  diesem  eine 
bestimmte  Gerade  g^  entspricht.    Während  also  bei  der  in  Artikel 
l  in  Betracht  gezogenen  Ebene  E'  jeder  Curve  C'n(0  zwei  Geraden 
8t^  und  gf('>  entsprachen,  entspricht  hier  jeder  Curve  Cn{i)  nur  eine 
Gerade  <>(•).   d\qs  na^  natürlich  darin  seinen  Grund,  dass  hier  die 
beiden  Geraden  gx<'>  und  fltW  in  eine  einzige  Gerade  gW  fallen,  und 
dies  ebon  vermöge  der  besonderen  Eigenschaft  der  Ebene  £,  die  wir 
ihr  zu  Grunde  legten.    Dies  ist  auch  die  Ursache,  warum  hier  jeder 
Geraden  g(4  nur  eine  einzigo  Curve  C*M  entspricht,  während  bei  der 
oben  genannten  Ebene  E'  jeder  Geraden  gW  2  Curvon  ent- 
sprachen. Die  Curve,  welche  sonach  als  Erzeugniss  des  Geraden- 
systems g  mit  dem  in  derselben  Ebene  E  gelegenen  Curvensysteme 
C»  erscheint,  ist  scheinbar  nicht  von  der  2(n+l)ten,  sondern 
("-fDten  Ordnung  und  ine  Doppelcurve    des  Erzeugnisses 
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Wir  haben  sonach  folgenden  Satz: 

„Dio  Schnittcurve  unseres  Erzeugnissos  Ft{%\\)  mit 
der  Ebene  E  ist  eine   Doppelcurve    unseres  Erzeng. 

nissos." 

Die  in  Artikel  II  iu  Betracht  gezogene  Fläche  4.  Ordnung  bat 
also  in  der  Schnittcurve  derselben  mit  der  Ebene  E  einen  Doppei- 
kcgelschnitt. 

Ebenso  einleuchtend  ist  der  folgende  Satz: 

„Die  Scheitclcurve  des  Büschels  (F — B)n  ist  eine 
Doppelcurve  unseres  Erzeugnisses." 


Artikel  IV. 

„Construction  der  Schnittcurve  C2(«+i>  des  Erzeug- 
nisses Fjj„  +  i)  mit  einer  Ebene  E'.i% 

Wollten  wir  —  ohne  vorher  das  Erzeugniss  F2m+ n  construirt  zo 
haben  —  die  Curve  bestimmen,  in  der  /2(>i4-i)  eine  beliebige  Ebene 
E'  schneidet,  so  könnte  folgender  Weg  eingeschlagen  werden.  Be- 
kanntlich ist  die  Schnittcurve  als  ein  Erzeugniss  aufzufassen,  das 
das  System  der  Geraden  u/.  in  denen  E'  von  den  Tangeutencbeneo 
V  geschnitten  wird,  mit  dem  Curvensysteme  bildet,  in  dem  E'  von 
den  Flächen  des  Büschels  (F — Lf)n  geschuitten  wird.  Nun  ist  dieses 
Erzeugniss  von  der  Ordnung  2(«  +  l)  uud  ist  daher  durch 

2<a  +  l)--^-~  (»+l)(2«  +  5) 

Punkte  bestimmt.  Nimmt  man  also  eine  genügende  Zahl  von  Ge- 
raden ©'  in  E'  an,  so  liegen  auf  jeder  2(n  +  l)  Punkte,  die  als  die 
2(«  -f- 1 )  gemeinsamen  Elemente  jener  2  conlocalen  Punktreihen  er- 
scheinen, welche  die  Schnittpunkte  y'  der  Geraden  o/  mit  ®'  einer- 
seits und  die  n  Schnittpunkte  einer  jeden  Curve  des  Curvcnsystems 
mit  andrerseits  bilden.  Unsere  Aufgabe  wäre  sonach  gelöst,  so- 
bald wir  auf  einer  genügenden  Anzahl  von  Geraden  '  (in  der  Regel 
2/i  4-5 

^  Geraden  und  nur  wenn  (2n+5)  eine  ungerade  Zahl  ist, 
2n4-6 

=  w-(-3  Geraden)  die  2(n  +  l)  gemeinsamen  Elemente  jener 

Reiheu  bestimmt  haben,  um  so  die  geuügeude  Anzahl  von  Punkten 
zu  haben,  durch  die  eben  die  zu  suchende  Schnittcurve  bestimmt  er- 
scheint 
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Doch  gestattet  die  Aufgabe  eine  andere  Lösung. 

Es  sei  2  eine  Gerade,  so  beschaffen,  dass  jede  der  2  durch  sie 
gehenden  Taugcutenebeueu  der  Trägerfläche  /"4  die  Letztero  in  einem 
Punkte  berühre,  der  der  Schnittcurve  von  F%  mit  E  angehört.  Dann 
kann  2  als  Träger  eines  Ebeuenbüschels  B  aufgefasst  werden,  dessen 
einzelne  Elemente  zu  den  iu  E  golegenen  Geraden  g,  in  denen  sich 
je  2  zu  einem  Paare  gehörende  Tangenten  T  schneiden,  in  der- 
selben Beziehung  stehen ,  wie  E  zu  2.  Ebenso  sei  2'  eine  Gerade,  die 
B'  gegenüber  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  2  der  Ebene  gegenüber. 
Dann  kann  2'  als  Träger  eines  Ebencubüschels  B'  aufgefasst  wer- 
den, dessen  Elemente  zu  den  Geraden  g'  der  Ebeue  E'  (i/  sind  Ge- 
raden der  Ebene  E\  die  in  E'  dieselbe  Rolle  spielen,  wie  dies  die 
Geraden  g  in  E  tun)  iu  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Elemente 
von  B  zu  den  Geraden  g. 

Die  beiden  Büschel  B  und  B'  stehen  in  folgeuder  Verwandt- 
schaft mit  einander.  Jedem  Elemente  von  B  entspricht  eine  einzige 
Gerade  g  ?  dieser  ein  bestimmtes  Ebenenpaar  7',  diesem  eine  be- 
stimmte Fläche  von  (F— B)H.  dieser  eine  bestimmte  Curve  CH  in  E\ 
dieser  eine  bestimmte  Gruppe  von  «  Geraden  (j',  jeder  derselben  ein 
bestimmtes  Element  von  B\  also  entspricht  jedem  Elemente  von  B 
eine  bestimmte  Gruppe  von  n  Elementen  des  Büschels  B'.  Ander- 
seits entspricht  jedem  Elemente  von  B'  eine  bestimmte  Gerade  g', 
dieser  eine  bestimmte  Curve  C'„,  dieser  eine  bestimmte  Fläche  von 
[F—  B)n,  dieser  ein  bestimmtes  Taugeuteuebcnenpaar,  diesem  eine 
bestimmte  Gerade  g  in  E  und  dieser  ein  bestimmtes  Element  von 
B.  Das  Erzcugniss  der  beiden  Ebenenbüschel  B  und  B'  ist  also 
eine  Fläche  der  (n-f-l)ten  Ordnung  und  soll  mit  F(M+i)  bezeichnet 
werden.  Diese  Fläche  schneidet  F%  in  einer  Curve  der  2(u  +  l)tcn 
Ordnung;  die  längs  dieser  Curve  an  F2  gelegten  Tangcutenebenen 
bilden  eiue  Umhülluugsfläche  der  2(»-f-lten  Ordnung,  welche  E'  in 
der  gewünschten  Schuittcurvc  trifft. 

Letzteres  ist  aus  folgendem  Grunde  klar.  Nimmt  man  einen 
Paukt  u  der  Fläche  /(n+i)  an,  so  geht  durch  ihn  und  die  Gerade 
2  ein  einziges  und  zwar  ganz  bestimmtes  Element  von  B\  ebenso 
geht  durch  uud  2'  ein  bestimmtes  Element  vou  B' .  Es  gibt  nun 
ein  Tangenteuübeuenpaar  T,  dessen  Elemente  Ft  dort  berühren,  wo 
Letzteres  von  (2|k)  geschnitten  wird.  Dieses  Tangenteuebenenpaar 
schneidet  E'  in  2  Geraden  p/  und  Qt',  deueu  die  Gerade  g'  ent- 
spricht, in  der  sich  je  2  ebenfalls  ein  Paar  bildende  Tangeutenebcnon 
schneiden,  die  Ft  dort  berühren,  wo  (2'fO  die  Flächo  F%  schm  i 
Ist  aber  a  ein  der  Fläche  F(H\d  uud  der  Trägerfläche  F%  g<"> 
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sanier  Punkt,  so  fällt  fl'  mit  einer  seiner  entsprechenden  Geraden 
(g,'  oder  g2')  zusammen. 

Das  hier  Vorgebrachte  zeigt  auch ,  dass  die  Schnittearve  des 
Erzeugnisses  /ty>»+i)  mit  der  Ebene  K  eine  Doppclcurvc  des  Erzeug- 
nisses i^+i)  ist,  denn  in  diesem  Falle  ist  die  Ebene  K'  die  Ebene 
E  selbst. 

Galpöcz  im  August  1883. 
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XXIV. 


Ueber  lineare  Gleichungen. 


Von 


Herrn  C.  Prediger, 


Professor  in  Clausthal. 


In  den  Lehrbüchern  der  Algebra  wird  bei  Auseinandersetzung 
der  Methode  von  B6zout  ein  Umstand  übergangen,  welcher  verdient 
etwas  genauer  untersucht  zu  werden,  da  er  für  den  Anfanger  eine 
Schwierigkeit  bildet. 

Wir  meinen  die  Falle,  welche  eintreten  können,  wenn  aus  den 
Bedingungsgleichungen  für  die  unbekannten  Multiplicatoren  unendlich 
grosse  Werte  gefunden  werden,  so  dass  ein  oder  mehrere  Werte  der 
zu  suchenden  Unbekannten  in  unbestimmter  Gestalt  erscheinen,  wäh- 
rend diese  Unbekanutcn  fest  bestimmte  Werte  haben  und  demnach 
die  unbestimmte  Form  nur  eine  scheinbare  ist  Man  kann  freilich 
in  einem  solchen  Falle  mit  Hülfe  einer  andern  Methode,  oder  durch 
andere  Verbindung  der  Gleichungen  den  wahren  Wert  finden,  es  ist 
aber  doch  interessant  darzulegen,  auf  welche  Weise  derselbe  erhalten 
werden  kann,  ohne  den  einmal  gewählten  Gang  der  Auflösung  und 
die  Methode  von  Bczout  zu  verlassen 

Man  habe  n  Gleichungen  vom  ersten  Grade: 
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so  wird  die  Auflösuug  derselben  für  die  Unbekannten  xv  x„  ar5l  .  *« 
uach  der  Metbodo  von  Bezout  bekanntlich  dadurch  vollzogen,  daa 
man  n  —  1  Gleichungen  mit  den  Factoren  Aj,  A„  A3,  ...  ln-\  mutti« 
plicirt,  die  Summe  dieser  sämmtlichen  Gleichungen  bildet  und  mit 
derselben  die  letzte  mit  keinem  Factor  behaftete  Gleichung  durch 
Addition  (oder  Subtraction)  verbindet  Dadurch  gelaugt  mau  zu  fol- 
gender Gleichung: 

{  «11  *1  +  «*1  *S  +  «31  h  +  •  •  •  +  ««-1.1  A*-i  +  ««i  1*1 
+  I  «1»  *1  +  «*S      +  «32  A3  +  •  •  •  +  «n  -1.2  A*_l  +  anS )*i 

+  |      A,  +  a23  A8  +      As  -f- . . .  +  o»i-l,3  A»_i  +  ««3 1 *3 


+  { a\u  A,  +  02M  Aa  +  Ö3n  A3  +. . oM-i.H  A„_i  +  a*M \th 
=       A,  +  /'j  Aa  -f  fc3  As  +  .  .  .  -f  &n-i  AM_l  +  k'n. 

Für  irgend  eine  Unbekannte  av  ergiebt  sich: 

&i  Aj  -|-  A?8  A^  -f~  ^3  Aa  -f  - . . .  -f-  Ath-i  A»_i  -f~  fr«  ^ 

air  AA  +  a2rAjj+a3r  A3  +  -  •  .  +  *M-l.rAM-l  +  anr 

und  die  Werte  der  Multiplicatoren  A„  A„  A3  u.  s.  w.  erhält  man  ans 
folgenden  Bediugungsgleichungeu : 

an  Ai  +  «81  A2  -f  a31  A3  +  . . .  +  a„_i,i  AM_i  +  aH\  =  0 
a12  A,  -f  a,s  A2  +  a32  A3  + . . .  -f-  «h-i.2  A*_i  +  ««2  =  0 
«is  Ai  +  af3A8  +  a33  A3 -(-... +  aM-i,3A„-i +aM3  =  0  } 

ai„  A,  +  o2»i  A,  +  as:i  As  + . . .+  a„_i ,»  A„_i  +  a„«  0 

deren  Anzahl  gleich  n — 1  sein  rauss. 

Ereignet  es  sich  nun,  dass  die  Worto  der  unbekannten  Grössen 
Aj>  A2,  A3,  ...  unendlich  gross  ausfallen,  so  erscheint  der  Wert  for 
xr  in  unbestimmter  Gestalt,  welche  in  der  Regel  nur  eiue  scheinbare 
ist,  da  xr  meistens  einen  bestimmten  Wert  hat. 

Will  man  in  solchem  Falle  die  Auflösung  mit  Hülfe  der  Methode 
von  Bezout  durchführen,  so  dividire  man  jede  der  Gleichungen  im 
System  (C)  durch  A„-i  und  gehe  zur  Grenze  über,  dann  ergeben  sieb 
unter  der  Voraussetzung,  dass  a„i,  0*2,  a»3,  ...  aNM  endliche  Grössen 
bezeichnen,  die  Gleichungen:  ^ 

lim  (fc;) + ,im  Gb) + - lim  (b) + •  •  • + = 0 
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ÄjaIim  (^r,) + lim      + ,im  (^Tj)  +  •  • + °— ^  -  0 

^,im(fc)+^iimGy+^iim(fc)+ 

Wird  der  Ausdruck  für  xr  in  folgender  Gestalt 
dargestellt,  lim«r  gebildet,  rechter  Hand  die  Werte  von 

lim(fcr,)'  limfc)'  'Kit,)  »• 8  w- 

durch  diejenigen  ersetzt,  welche  man  aus  den  Gleichungen  (D)  erhält, 
so  ergiebt  sich  durch  Uebcrgang  zur  Grenze,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  Ar«  und  anr  eudliche  Grössen  bedeuten,  der  wahre  Wert 
von  xt. 

Ein  zweites  Verfahren  zur  Auffindung  des  wahren  Wertes  für  av 
besteht  darin,  dass  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (C)  n  —  2  Multi- 
plicatoren  als  Functionen  des  n  —  1  ten  darstellt  und  die  gefundenen 
Werte  in  den  Ausdruck  für  xr  einführt  Dadurch  wird  xr  eine  lineare 
Function  dieses  Multiplicators  und  erhält  die  Gestalt: 

_  A+BX, 
Xr~  A'+B'X,  W 

Nach  vollführter  Division  im  Zähler  und  im  Nonner  durch  A,  und 
Berücksichtigung,  dass  sowohl  A  als  auch  A'  nur  endliche  Werte 
haben  können,  erscheint  beim  Uebergang  zur  Grenze  für  ein  unendlich 
gross  werdendes  Xx  der  wahre  Wert: 

lim  Tt  -  £7  (F) 

Die  nachfolgenden  Beispiele  werden  diese  Methoden  in  ein  helles 
Licht  stellen. 

Beispiel  1.   Es  seien  die  Gleichungen  gegeben: 

2*1  +  &r8  +  5jr3  -»  17 
4ar,  +  6 x8  -f-  *  *s  =s*  31 
9-r,  —  7*2 -j- 2*3  —  15 

welche,  wenn  dieselben  durch  Determinanten  aufgelöst  werden,  die 
Lösungen      —  3,  x2     2,  x3  =-  1  ergeben. 

T«ü  LXX.  21 
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so  wird  die  Auflösung  derselben  für  die  Unbekannten  xly  x^  a*3,  ...  ar« 
nach  der  Methode  von  Bezout  bekanntlich  dadurch  vollzogen,  dass 
man  »  —  1  Gleichungen  mit  den  Factoren  At,  A2,  A3,  ...  A*_i  multi- 
plicirt,  die  Summe  dieser  sämmtlichen  Gleichungen  bildet  und  mit 
derselben  die  letzte  mit  keinem  Factor  behaftete  Gleichung  durch 
Addition  (oder  Subtraction)  verbindet  Dadurch  gelaugt  mau  zu  fol- 
gender Glcichuug: 

«41  *S  +  «31  A3  +  •  •  •  +  «H-l.l  +  a**  1*1 

+  { «U  *1  +  «**  Aj  +  «3*  h  +  •  •  •  +  Qn-\,2  AN-1  +  an»]*? 
+  i  «13  *1  +  «*3      +  «33  *3  +   •  •  +  «h-U  ln-l  +  Ow3  \x9 


+  I  «1h  At  +  Q2m  A8  +  «3«  A3  -|-.  .  .+  «>»  -1.»  AM— 1  +  Ohm  I^t« 

A-,  A,  +  ^2  A8  +  *a  *s  +  •  •  •  +        A«-i  +  A». 
Für  irgend  eine  Unbekannte  xr  ergiebt  sich: 

kx  Aj-|-A;8  Ag-f^s  A8  +  . . .  +  fcn-i  kH-i+kn 

und  die  Werte  der  Multiplicatoren  A„  A.,,  A3  u.  s.  w.  erhält  man  aus 
folgenden  Bediugungsgleichungeu : 

«n  Ai  +  «8i  Aj  +  «31  A3  +  . . .  +  a»t-u  A„_i  -f  -  an\  =  0 
a12k1  +  ank2  +  aMk3+...  +  aM-i,2Xn-\  +  a»2  —  0 
«i3Ai  +  a*3As  +  a33A3  +  ...  +  an-l,3AM_i  +  a*3  =  0      V  (C) 


ai»  A,  +  «2m  A,  +  as;i  A3  + . . .+  a„_i,w  AM-i  +  a**  =  0 

deren  Anzahl  gleich  n — 1  sein  rauss. 

Ereignet  es  sich  nun,  dass  die  Werte  der  unbekannten  Grössen 
An  A4,  A3,  ...  unendlich  gross  ausfallen,  so  erscheint  der  Wert  für 
xr  in  unbestimmter  Gestalt,  welche  in  der  Regel  nur  eine  scheinbare 
ist,  da  a-r  meistens  einen  bestimmten  Wert  hat. 

Will  man  in  solchem  Falle  die  Auflösung  mit  Hülfe  der  Methode 
von  Bezout  durchführen,  so  dividire  man  jede  der  Gleichungen  im 
System  (C)  durch  A„_i  und  gehe  zur  Grenze  über,  dann  ergeben  sich 
unter  der  Voraussetzung,  dass  «ni,  0*2,  ««3,  ...  <*nn  ondliche  Grössen 
bezeichnen,  die  Gleichungen: 

a  a  n  (D) 

«i2lim(xnT1)+ö«limQM :i)+flM,im(juli)  +  ",,"^fl,,"l,Ä  08  0 


Di 
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Wird  der  Ausdruck  für  xr  in  folgender  Gestalt 

*■  fc) + *» fc)  + *» (fr--,) +■■•+*>-»  » t 

*(y+»fc-J+*(!:.i)+---+*  ^  r, 

dargestellt,  limxf  gebildet,  rechter  Hand  die  Worto  von 

Hm(fci)-  limfc)'  ,i,n(!'J  »• " w 

durch  diejenigen  ersetzt,  welche  man  aus  den  Gleichungen  (\))  nrlillK, 
so  ergiebt  sich  durch  Uebergang  zur  Grenze,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  und  a«r  endliche  Grössen  bedeuten,  der  wahre  Wnrt 
von  xr. 

Ein  zweites  Verfahren  zur  Auffindung  des  wahren  Werte«  für 
besteht  darin,  dass  man  mit  Hälfe  A*i  Cleiehangüii  (C)  n  -i*  MnM- 
plicatoren  als  Fnnctioaen  des       Iteo  dar*f/;lU  und  die  wlnwUitnn 
Werte  in  den  Ausdruck  far  »  einfahrt  fcaduroh  wird  /,  eine  linear* 
Function  dies«  Xa&tu.:»^*-«  *nd  «halt  die  Getult: 

Nach  ToüfnarLdr  Dv-.mr»a  >U^er  and  ;m  N^nv-r  dnr<*,h  htm! 
KeiücksicktüginuL  ta«ä  *i«*im  A  %,*  üv:h  ^  mir  eiwtfieh*  Wort* 
haben  können,  -»«ernane  i^m  '  -n**r73;nr  rnr  0r»n2e  f  ir  a^e»d;^h 

Die  rmcinliJ^eniieri  .Vjsvjik**  »-r  ii-i  JftVth<vt«'n   n  »in  ä«*Ue* 


Beifp.-.  1    r-r  ri*-      -:.••*) nimm  /pjov-n 


.;r;n    j^t-r^irrAnr^n  tflfqeirvw  w***ie* 


Digitized  by  Google 


322 


Prediger:   Ueber  lineare  Gleichungen 


Wendet  man  nun  die  Methode  von  Bezout  in  der  Weise  an. 
dass  man  die  zweite  und  dritte  Gleichung  mit  den  Coefficicnten  ^ 
und  A,  multiplicirt  und  hierauf  sämmtliche  Gleichungen  addirt,  dann 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

(2+4A1+9At)a-l  +  (3+6^-7*,)*,  +  (5+7A1+2As)a-s  =  17+31  ^+15*, 

Behuf  Bestimmung  von  x1  ergiebt  sich: 

17 +  311,  + 151,  3  +  6A,  -  7A,  =  0 

*"        2  +  4A,  +  9A,  '    Ierner:   5  +  7A1  +  2As  =  0 

aus  den  Bedingungsgleichungen  folgt: 


41  9  I 

Al"~6l'   61  | 

uod  nach  Einsetzung  dieser  Werte  in  den  Ausdruck  für  xt  erhalt 
man: 

31.41  1^.9 

 61  _61_ 

*'  -    9  _  4J1  _  9.9  ~6 
61  61" 

Es  ergiebt  sich  ferner: 

17  +  31At  +  15A,  2  +  4A1  +  9As=-0 

*»        3  +  6A,-7A8       una     5  +  7A1  +  2Af  =  0 
aus  diesen  Bedingungsgleichungeu  findet  man: 

41  6 

Al  ==~55,     A*  =  55 


und  wenn  substituirt  wird: 

_  31.41      15 . 6 
li        55    +  55 
~~  6.41  _  7J5  — 

3       55  55 

Zur  Bestimmung  von  x3  findet  sich: 

17  +  31A.  +  15A, 
5  +  7A1  +  2Asl 

daneben  bestehen  die  Gleichungen: 

2  +  4A1  +  9A8  «0 

3  +  6A1-7A8-0 

aus  welchen  A,  =  —  i,  A,  =  0  folgt.  Durch  Substitution  findet  sich 
dann: 

17 

2 

6~2 
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Mau  erhält  also  nach  dieser  Methode  und  die  aufzulösenden  Glei- 
chungen auf  diese  Art  componirt,  die  nämlichen  Werte  für  x„  sr,  und 
*s  wie  durch  die  Methode  der  Determinanten. 

Hätte  man  aber  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  in  der  Weise 
bewirkt,  dass  man  die  erste  und  zweite  mit  den  Cocfficienten  A,  und 
1*  multiplicirte  und  von  der  Summe  dieser  beiden  Gleichungen  die 
dritte  subtrahirtc,  dann  hätte  sich  die  Gleichung  ergeben: 

(21,  +4A,-9)x,  +  (3a1+Ga,+7)*,  +  (5^+7 Aa-2)*3  -  17A1+3U,-15 

Die  Werte  für  xt  und  r9  ergeben  sich  genau  wio  oben,  für  den  Wert 
von  ars  erhält  man  aber: 

17^  +  31^  —  15 

daneben  besteheu  die  Bedingungsgleichungen: 

2*1  +  4*,  — 9  —  0 
3A,  +  6A*  +  7  —  0 

aus  welchen  1,  =  +  x,  «=  —  oo  folgt*).  Dadurch  erhält  ra  dio 
Gestalt: 

X  —  00  —  16 


x 


8  a  oo  —  x  —  2 

welches  eine  unbestimmte  Form  ist,  es  herrscht  aber  wie  man  sieht, 
nur  eine  scheinbare  Unbestimmtheit  vor,  denn  a*8  hat  in  diesem  Falle 
einen  festen  bestimmten  Wert.  Um  diesen  zu  finden,  erhält  man 
nach  der  ersten  Methode  aus  den  obigen  Hedingungsgleichungcn: 

und  hieraus: 

Der  Wert  von  xz  kann  aber  auch  in  der  Form 


*)  Da  diese  Gleirhnngen  aof  die  Formen: 

gebracht  werden  könne«.  *o  erkennt  am.  dmm  dU*e  ni'bt  mit  einander  »er- 
träglich sind  and  nnr  darefc  ■nendhrb  gr<f*  Weru  fftr  1,  and  lt  erftUt 
werden  können- 
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»(a+»-g 
(ö+'-j 

dargestellt  werden.  Macht  man  nun  hier  den  Grenzeattbergang  and 
substituirt  für  ^m(^)  d°n  eDen  gefundenen  Wert,  so  kommt: 

lim«3  —  l 

welches  der  wahre  Wert  ist. 

Nach  der  zweiten  Methode  ergiebt  sich  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen 

9  —  2A,         7  +  3^ 
-  4      ~~  6 

und  nach  Einführung  des  ersten  Wertes  in  den  Ausdruck  für  xs : 

(g  21,  \  219 
 -T-)  ~  15      6A.  +  219     6  +  TT 

also  nach  ausgeführtem  Grenzenübergang: 

limsrs  =  1 

Nach  Einsetzung  des  zweiten  Wertes  erhält  man: 

also  wenn  mau  zur  Grenze  übergeht: 

limar3  —  1 

wie  oben. 

Beispiel  2.   Es  sind  die  Gleichungen  gegeben: 

2ar,+  ar,  — 5ars=  — 19 
3*,  —  5x,-|-2*3  =  29 
9x,—  15*a  +  7a?3  =  91 

Wird  die  Auflösung  mit  Hülfe  der  Determinanten  vollführt,  dann 
ergiebt  sich  xx  «=»  2,  x3  «-  —  3,  a-8  -■==  4.  Multiplicirt  man  die  zweite 
und  die  dritte  Gleichung  mit  den  Factoren  Xt  und  und  addirt 
sämmtliche  Gleichungen,  so  findet  sich  nach  der  Methode  von  Bezout : 


_  9A,  -  307  _   -Ijl 
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(2  +  3A,  +  9A,)*,  +  (1  -  5  A,  -  15A,)*,  +(-5+2*,+ 7  A,)*8 

--19  +  29X.  +  91A, 

Zur  Bestimmung  von  ar,  ergiebt  sich: 

91A,  +  29A1-19 
*»"     9A,  +  3A,  +  2 

und  die  Bedingungsgleichungen: 

—  15A,—  5AX  +  1  =  0 
7A,  +  2A,-5  =  0 

aus  welchen  sich 

68  23 
*t  —  —  5  i        -  5 

ergiebt.   Führt  man  diese  Werte  in  den  Ausdruck  für  x,  ein,  dann  ist: 

23  68 
91.^-29.^-19 

-  -  .*_,.?+, " 2 

wie  bereits  durch  Determinanten  gefunden  wurde.   Ferner  ist: 

_  91A,  +  29Aa  —  19 
x*  ~  —15A8  -  5A,  + 1 

dabei : 

9A,  +  3A1  +  2  =  0 
7Af  +  2A1-5  =  0 

59  19 

aus  welchen  Gleichungen  A,  =—  j,  A2  —  -  folgt.  Nun  ergiobt  sich 
durch  Substitution  dieser  Werte: 

91.1|-29.|9-19 
x  __       ö  JL_       —  -3 

-I5.i?+5.5|  +  1 
wie  oben  gefunden  wurde. 

Für  den  Wert  von  xz  ergiebt  sich  aber: 

_  9i^  +  29A^~  L9 
*s~     7A,  +  2A,-5 

daneben  die  Bedingungsgleichungen: 

9A,  +  3A,  +  2  =  0 
-15A,— 5A>  +  1  —  OJj 
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aus  welchen  sich  A,  =  — oo,  A8  =»  +  x  findet*),  dadurch  wird: 

qo  —  oo  — 19 
r*  =  oo  —  oo  —  5 

welche  Form  unbestimmt  ist.  Allein  diese  Unbestimmtheit  ist  nur 
scheinbar,  denn  aus  den  Multiplicatorcngleichungen  findet  mau  nach 
der  ersten  Methode: 


Ii      1  )  -     ■ ' 

und  weil 


«+»®-" 

ist,  so  ergiebt  sich  durch  Uebergang  zur  Grenze  und  Einführung  des 
Wertes  von  üraQ1)  in  den  Bruch  rechter  Hand: 

lima-,  =  4 

welches  der  wahre  Wert  ist. 

Nach  der  zweiten  Methode  ergiebt  sich: 

_  1-5A,  _     /2  +  3AA 
H  "     16  " \    9  "  ) 
folglich  nach  Einführung  des  ersten  Wertes  iu  den  Ausdruck  für  x3: 

9l(^ft)  +  *»,-19     3M|  +  1M  «H-'ff 

"     ,p^Bi)+«t_.  ~  "  5+£ 

daher: 

lima*s  =  4 

wie  oben. 

Beispiel  3.  Man  habo  die  Gleichungen: 
4a-,  —  3a-,  +  7xs  —  Sx4  13 
5a-,  +  2*,  +  6a-3  —35 

—  ari  +  öaPf  +  lö's  =20 
9x,  +4a-4  =  57 


Weil  diese  Gleichungen  auf  die  Form : 

A,  +  3A4--J 

i.  +  Si,-  i 
**»rf«r»,f  werden  können,  so  ist  ersichtlich,  tlnss  nur  u% 
orH  At  flrnM-lhen  Genüge  leisten. 


Prediger:  Ueber  lineare  Gleichungen. 


327 


aas  welchen  mit  Hülfe  der  Determinanten  xx  =  5,  x?  ~ —  1,  x3  =  2, 
*4  =  3  gefanden  wird. 

Für  den  Fall,  dass  man  die  Methode  von  Bezout  anwenden  will, 
ergiebt  sich,  wenn  man  die  zweite,  dritte  und  vierte  Gleichung  mit 
den  Multiplicatoren  A,,  A,,  A3  versieht  und  sämmtliche  Gleichungen 
addirt : 

(9^-^+5^+4)^  +  (5A2+2A1-3)^  +  (15A,+6A1+7)a-s  +  (4A3-8)ar4 

—  57A3+20A2+35A,+13 

Zar  Bestimmung  von  xx  hat  man  nun: 

571,  +  20A2  +  35AA  +  13 
*x  ~~      9A3  — A,  +  5A,+4 

daneben  bestehen  die  Bedingungsgleichungen: 

Wi  +  2At  —  3  =  0 
15AJ  +  6AJ  +  7  =  0 
4AS  —8  =  0 

aus  welchen  A,  =  —  oo ,  A,  =  +  oo ,  A3  =  2  folgt.    Dadurch  wird : 

127  + co  — oo 
Xl  "*    22  —  oo  —  oo 

welche  Form  scheinbar  unbestimmt  ist;  um  den  wahren  Wert  zu 
finden,  haben  wir  aus  den  beiden  ersten  Bedingungsgleichungon  nach 
der  ersten  Methode: 


ferner  ist  auch: 


x,  = 


geht  man  in  dieser  Gleichung  zur  Grenze  über  und  führt  die  Werte 
für  lim^^  und  lim^8^  ein,  dann  findet  sich: 

limz,  «=  5 


erner  ist: 


an  hat  also  nach  der  zweiten  Methode: 
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m  +  20(^)  +  35A1      135,i  +  695  135+^ 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze: 

limarj  =  5 

wie  oben. 

Um  den  Wert  von  x%  zu  erhalten  hat  man: 

57*3 +  20*, +  35^ +  13 

forner  existiren  die  Bedingungsgleichungen: 

9AS  _  X2  +  5*x  +  4  =  0 
15*8  +  6*, +  7  =  0 
4*5  -8-=0 

aus  welchen 

k  ™      X  ^97 

erhalten  wird;  schreibt  man  diese  Werte  in  den  Ausdruck  für 
und  rcducirt,  so  ergiebt  sich: 

xf  =  —  1 

wie  oben. 

Um  den  Wert  von  *8  zu  erhalten  ist: 

_  57*3  +  20*8  +  35^  +  13 
x*  15*2 +  6*, +  7 

und  es  bestehen  die  Bedingungsglcichungen : 

9*3-*2  +  5*1+4  =  0 
5*8  +  2*, -3  -  0 
4*8  -8  =  0 

diese  Gleichungen  geben: 

1         27  '      2      27»  ^ 
und  eingeführt  in  den  Wert  für  «3  giebt: 

*8  —  2 

Endlich  findet  sich  zur  Bestimmung  des  Wertes  von  x4: 

57*3  +  20*8  +  35^  +  13 
*4~  4*3-8 
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ferner  hat  man  die  Bedingungsgleichungen: 

9*3  — *i  +  5*,+4  -  0 
5^+2^  —  3  =  0 
15A,  +  6A,  +  7  -  0 

welche  die  Werte:  —  —  od,  —  +  od,  l5  —  +  od  tiudon  lassou, 
dadurch  ergiebt  sich: 

x  -f-  00  —  od  13 
x.  =   

*  CO  00 

weihe  Form  wieder  anbestimmt  ist.  Aber  diese  Unbestimmtheit  ist 
nur  scheinbar,  denn  man  erhält  aus  den  Bediugungsglcichungon: 

n»@)--i  u»(£)-L  "»(£)--■ 

und  der  Wert  für  xi  lässt  sich  schreiben: 

x4  =  g         —  I 

geht  man  in  dieser  Gleichung  zur  Grenze  über  und  setzt  rechter 
Hand  die  Werte  für  lim(^)  and  lim  (^j  ein,  so  ergiebt  sich: 

limx4  =  3 

welches  der  wahre  Wert  ist 

Nach  der  zweiten  Methode  ergiebt  sieb  dur«  :h  KJiioinmtiou  Akt 
Multiplicatoren  i,  und  lt: 

setzt  man  diese  Werte  in  des  Awvinvk  fftr  xi  *nh,  dam  ervJ***i 
dieser  nur  noefe  ais  Ftactkfli  to»  ä,  «jud  ata*  «rÜJt  tauA  ea*r 
leichten  Reductil: 

^  —  'Hk 

also: 

lmz4  —  * 

wie  obea. 

BeiiyieJ  4.   Et  w»**  ü>  <>4»u 
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8*, +4ar8 +  4«., +  2*4  =  30 

4xj  +  2*j -f- 2s3 —  xA  «=  5 

4z,+2:r,-f  2:r3  — 4x4  —  —  10 

xx  —  2x2  —  3xs  -f-  &r4  =  26 

welche  mit  Hülfe  der  Determinanten  aufgelöst  die  Werte:  x1  =  rj  = 
t3=t4<=  J  liefern,  die  also  hier  sofort  in  unbestimmter  Form  auf- 
treten. Dass  diese  aber  im  vorliegenden  Falle  nicht  eine  scheinbare, 
sondern  in  der  Tat  vieldeutige  Form  ist,  ist  leicht  zu  erkennen,  denn 
wenn  wir  irgend  ein  resolvirendes  System  componiren,  so  ergiebt  sich: 

Auflösung: 


1 

2 

3 

4 

»  0 

=  1 

-2 

*i 

=  3 

*i 

-  11 

=  4 

*i 

=  -  3 

*3 

-  — 6 

*3 

-  4 

*s 

=  9 

*4 

=  5 

*4 

«=  5 

*4 

-  5 

'4 

=  5 

u.  s.  w 


mithin  also  das  vorliegende  System  wirklich  unbestimmt. 

Behuf  Anwendung  der  Methode  von  Bezout  wollen  wir  die  drei 
ersten  Gleichungen  mit  den  Coefficienten  A,,  A2,  A3  multipliciren  und 
dazu  die  vierte  addiren,  dann  findet  sich: 

(8A,  +  4AS  +  4A3  + 1)*, +  (4A,  +  2A,  +  2A3-2)*S 

+  <4A,  +  2A,  +  2A3  -  3)x3  +  (2A,  -  A,  - 4A3  +  6)*4 

=  30A,  +  5A2  -  10A3  +  26. 

Zur  Bestimmung  von  x1  hat  man: 

_  30AJ+5A8-10A3  +  26 
*'  -  "8A1  +  4AÄ+  4A3  +  1 

daneben  bestehen  die  Gleichungen: 

4A1  +  2A2  +  2A3  — 2  ~  0 

4A1  +  2A,  +  2A3  — 3  =  0 

2A,-  At-4A3-t-6 -0 

aus  wolcheu  A,  =  -f  00,  A2  =  —  od,  A3  «=  -f  00  gefunden  wird.  Da- 
durch uimmt  der  Wert  für  xt  folgende  Gestalt  an: 

00  —  00  —  od  +  26 
Xj  "~ao  —  cd  — f-  00  — j—  1 

welche  Form  in  der  Tat  unbestimmt  ist,  denn  es  lässt  sich  schreiben: 

26 


»®+»(Ü)-»+g 
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bewirkt  man  den  Grenienubergang  und  ersetzt  rechter  Hand 
lim  (*A  dnrch  f,  lim  (fy  durch  —     welche  Werte  aus  den  Multi- 

plicatorengleichungen  durch  Division  mit  ia  uud  naehherigem  Greil« 
zenübergange  gewonnen  werden,  dann  resultirt: 

lim  x,  «=  J 

welche  Form  in  diesem  Falle  wirklich  unbestimmt  ist. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  nach  der  zweiten  Methode. 
Aus  den  Multiplicatorengleichungen  findet  sich: 

nehmen  wir  beliebige  Werte  für  die  Grössen  A,  und  A:1,  man  wird 
immer  das  richtige  Resultat  J  für  xx  finden,  wählen  wir  die  ernten 
aus,  so  ergiebt  sich: 

M,,-5(L\)-,o("'J->.„. 
—  .|"T-)M 

und  vereinfacht: 

(90  — 90)A,  -f-  28 
ri  -  (40— 40)1, +  23 

Hier  dürfen  im  Zahler  und  im  Nenner  die  Producta  ni'ht  l^lgt 
werden,  weü  bei  dem  Grenzenubergaage  A,  unendlich  grx*%  wird,  man 


erhält  daher: 


folglich 


2* 

40-40  +^ 


Zur  Besümmuiur  vyx*      rLinv.  tv.i  ■ 
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co  —  oo  —  qo  -f-  26 

X*  00  —  00  ■+  CD   2 

welche  Form  in  Wirklichkeit  anbestimmt  ist,  denn  es  kann  geschrieben 
werden : 

*"•(£)+•©+  -l 

und  weil  ans  den  Bedingungsgleichungen 

u-(ö-*.  «-(ö--t 

sich  ergiebt,  so  findet  man  durch  üebergang  zur  Grenze  und  durch 
Einführung  der  eben  gewonnenen  Grenzwerte: 

limzg  «= 

In  Hinsicht  der  zweiten  Methode  ergiebt  sich  aus  den  Bedin- 
gungsglcichungen ,  wenn  man  Aa  und  A3  als  Functionen  von  A,  dar- 
stellt: 

10At  (lOkt  +  Vi 

16Ai  +  25      8A,  +  23      l6A,-3_8A1  +  9 
*3  "*      12  6  12      ~  "  6 

Welche  Werte  man  auch  wählen  mag,  es  wird  sich  stets  das  richtige 
Resultat  ergeben,  nehmen  wir  z.  B  die  ersten,  dann  findet  sich: 

^(_^^5(l6\+25)  +  26 

X*   ~"  "ai  *  '16*,+  25  ' 

4*i"    3  +  6"  -2 

folglich : 

(180  —  180)A,  +  31 
**  °  (40— ~  40)A1  +  13 

wo  man  in  dem  Bruche  rechter  Hand,  sowohl  Im  Zähler  wio  auch 
im  Nenner  die  Producte  nicht  streichen  darf,  da  sie  die  Form  O.oc 
haben.   Nun  ergiebt  sich: 

180- 180+ ^ 

*'  *~  ~  "13 

40  -  40+  p 

und  nach  vollzogenem  Grenzenübergang: 

limx,  -  J 

wie  oben. 
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Behuf  Bestimmung  von  x3  hat  man: 

30*, +  5*,  — 10*3  +  26 
H  =  4^+2*,+  2*a-  3 

und  die  Bcdingungsglcichungcn : 

8^  +  4^  +  4*3  +  1  =0 

2*i-  *«  —  4A8+6  =  0 
löst  man  diese  mit  Hülfe  der  Determinanten  auf,  dann  findet  sich: 

_  +  oo,       =  —  od,    /8  =  +  QC 

und  damit  wird: 

oo  —  qd  —  oo  +  26 

X3  CO  QC  +  OO —  3 

welcher  Ausdruck  in  der  Tat  unbestimmt  ist,  denn  bringt  man  in 
gleicher  Weise,  wie  bei  den  Werten  a-,  und  xs  die  oben  gezeigten 
Methoden  zur  Bestimmung  des  wahren  Wertes  zur  Anwendung,  dann 
ergiebt  sich  beide  Male: 

limar3  =  §. 

Endlich  hat  man  zur  Bestimmung  von  xi: 

_  30ti  +  blt  —  10i3  +  26 
"   21t-     —  4*s  +  6 
daneben  die  Gleichungen: 

8A1+4A,  +  4;3  +  l  =  0 

2*i+  *,+  *a-l  -0 
4*,  +  2*,  +  2A3  -  3  -  0 

aas  welchen  l%  =  =  ).%  =  J  gefanden  wird.  Diese  Gleichungen 
bezeichnen  geometrisch,  wenn  man  die  Multiplicatoren  als  veränder- 
liche Coordinaten  betrachtet,  drei  Ebenen,  welche  sich  im  Unend- 
lichen in  einer  geraden  Linie  durchschneiden  und  es  erscheint  somit 
der  Wert  von  x4  von  vornherein  in  seiuer  wirklichen  unbestimmten 
Form  g. 

Clausthal,  im  October  1883. 
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Miscellen. 


1. 

Bemerkung  Aber  den  Aufsatz  Ton  Yalyi,  Seite  105, 
und  dessen  Vorsänger. 

Der  citirte  Aufsatz  handelt  von  den  Fällen  mehrfacher  Colli- 
neation  zweier  Dreiecke.  Derselbe  Gegenstand  ist  bereits  1870  von 
J.  Rosancs  und  H.  Schröter  in  den  Mathematischen  Annaleo  von 
Clebsch  und  Neumann,  Bd.  Ii.  S.  549  und  553,  bearbeitet.  Herr 
Professor  H.  Schröter  hat  mich  nun  aufgefordert  die  Priorität  des 
Herrn  Professor  J.  Rosanes  und  seine  eigene  gegenüber  der  Arbeit 
von  Välyi  zu  constatiren.  Ich  nehme  daraus  Aulass,  erstlich  die  an 
jener  Stelle  unterlassene  Erwähnung  beider  Arbeiten  hiermit  nach- 
zuholcn,  ferner  aber  die  beiderseitigen  Arbeiten  mit  einander  zu  ver- 
gleichen. Es  wird  sich  daraus  ergeben,  dass  der  Aufsatz  von 
Välyi,  weit  entfernt  eine  Wiederholung  seiner  Vorgänger 
zu  sein,  sich  weder  ganz  noch  zum  Teil  mit  ihnen  deckt 
und  in  Verfahren  und  Darstellung  der  Resultate  völlig 
unabhängig  von  ihnen  ist.  Im  Zuwerkegohen  tritt  jeder  Be- 
gegnung die  Urverschiedeuheit  in  den  Weg,  dass  Rosanes  die  Be- 
dingungen perspectivischer  Lage  beider  Dreiecke,  ausgedrückt  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  Fundameutaldreieck,  aufstellt  und  bei 
diesen  Bedingungen  verweilt,  während  Valyi  relativ  zu  dem  einen 
Dreieck  in  einfachster  allgemeiner  Form  das  andre  unmittelbar  per- 
spectivisch  darstellt,  so  dass  er  mit  den  Bedingungen  perspectivischer 
Lage  überhaupt  nicht  zu  tun  hat,  und  nuu  mit  den  allein  verfüg- 
baren 3  Coefficienteu  operirt,  von  deren  Relationen  die  Fälle  mehr- 
facher Collineation  abhangen. 

Das  erste  Resultat  von  Rosanes,  entnommen  aus  der  Beobachtung 
jener  Bedinguugsgleichungen  ist  der  Satz: 

Wenn  den  Punkten  «,  b,  c  die  Punkte  A,  B,  C  in  2  verschie- 
denen Anordnungen  perspectivisch  entsprechen,  welche  aus  einander 
durch  cyklische  Permutirung  hervorgehen ,  so  liefert  auch  noch  die 
dritte  cyklische  Permutation  von  -4,  C  eine  Anordnung,  welche 
a,  b,  c  perspectivisch  entspricht. 


Diese  Bemerkung  ist  von  Valyi  nicht  ausgesprochen,  dcun  sie  ist 
fiberholt  durch  die  Bedingung  dreifacher  Collineation  für  cvklische 
Vertauschung,  aas  der  sie  rückgangig  leicht  hervorgeht,  da  andre 
cvklische  Vertaaschnngen  als  dreifache  ihr  mfolge  unmöglich  sind 

Auf  der  andern  Seite  ist  die  entwickelte  Aufstellung  der  Bedin- 
gungen der  4  Fälle,  welche  bei  Valyi  das  Hauptresultat  bildet,  bei 
Rosanes  gar  nicht  vorhanden,  mithin  in  jeder  Beziehuug  neu.  Will 
Herr  Schröter  diese  als  eine  zu  leichte  Folgerung  aus  der  Combi- 
nation  der  6  Gleichungen  für  keine  neue  Leistung  gelten  lassen,  so 
wird  er  jedenfalls  nicht  bestreiten  könueu,  dass  sie  ohne  Hülfe  irgend 
einer  Aufsteilung  von  Rosanes  noch  viel  leichter  gewonneu  worden 
sind,  als  sie  sich  aus  dessen  complicirten  Formel u  herleiten  lassen. 

Die  Fälle  2,  3,  4  und  6  fachcr  Collineation,  abgesehen  von  ihren 
Bedingungen,  gehen  natürlich  auf  beiden  Seiten  als  dicselhüii  hervor. 
Der  Fall  imaginärer  sechsfacher  Collineation,  der  einzige  auf  den 
Rosanes  näher  eingebt,  liefert  insofern  ciuen  Berührungspunkt  der 
beiderseitigen  Deductionen,  als  darin  die  dritte  Wurzel  der  Kinhelt 
eine  Rolle  spielt. 

Alles  Genannte  hat,  wie  es  scheint,  bei  Rosarien  nur  die  Bedeu- 
tung beiläufig  am  Wege  gewonnener  Resultate.  Sein  Ziel  int,  die 
gesammte  Configuration  unter  eine  umfassende  AiiHchauung  zu  sti  llen, 
was  er  durch  Constructiou  der  Oerter  variabeler  Eckpunkte  in  Aus- 
führung bringt.  Diese  seine  Hauptaufgabe  ist  von  Valyi  gar  nicht 
berührt  worden. 

Die  Arbeit  Schröters  ,.  (Jeher  perspektivisch  Heinde  Dreieck«*1 
behandelt,  wie  er  selbst  sagt,  dieselbe  Frage  synth«  tin/h,  welch'-  die 
Arbeit  von  Rosanes  „Ueber  Drek'ke  in  perspectiv  jM:her  J,a#<>k  vor- 
her analytisch  bebandelt  hat.  Die  Seiten,  wv:U  denen  hat  die  Frag« 
in  beiden  verfolgt  wird,  *ind  &j  tf^.TciutMuim*  wl  «lau*  ich  »<,J  *utn-r 
gesonderten  Vergleichung  mit  k-tzterer  u!y:rhv/-.,'j  bin 

Herr  Prof  Schroter  wird  l^r^rsu  wrimh-u,  dat*  H<rr 

Valyi,  sofern  er  aus  dea          V^  v  Ar                 >>n  y: 

ringsten  Nutzen  für  se:i»e  Art*::  l^u  -.  k  t-.-u         4,<-  \":.>  i.\ 

hatte  dieselbe  zu  nenzw-^  K  H'*pp» 


2 

•iu*  Witt*,.. 

Das  hier  Wiai,,  .>  T^v.t  v.y.\>  »•;»■*,  v-?  / 

des  Resultat*  n  */:»/er  '.--  >•.  ..  ^  y   i*.tu-  -    i  *»  •     .  t 

die  Lö? Qüg.  d*  ivi  iu-i  i--  -  -.-^  *u  i  W  yr*w*~' ■ . w 
Wege  ergebe»  vs~* 
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Der  Scheitel  des  Winkels  v  sei  Anfangapuukt  der  xy ,  der  eine 
Schenkel  a  Axe  der  x,  auf  dem  andern  b  sei  u  eine  variable  Strecke. 
Dann  sind 

x,  0   und   u  cos  t>,   o  sin  t> 
die  Coordinaten  zweier  Punkte  auf  a  und  b,  und,  wenn  wir  bloss 
eino  Drehung  des  zweiten  Schenkels  zulassen, 

dxj  = — us'mvöv,    dyt      u eozv öv 

die  Variationen  des  Punktes  (u).  Die  Componenten  der  Anziehung 
der  Linienelcraente  dx  und  duy  deren  Einheiten  sich  in  der  Entfer- 
nung 1  mit  der  Intensität  1  anziehen,  nach  Newton'schem  Gesetz  sind: 

ueosv  —  x  u  sin v 

«-=   ^  Oxöu;     K  =     ^    tte  du 

WO 

r*  «=»  a^-j-tt2 —  2ux  COS  # 

Fügen  wir  eine  Kraft  p  hinzu,  die  auf  den  Punkt  u  =  1  senkrecht 
auf  den  zweiten  Schenkel  wirkt  und  der  Gesammtanziehung  das 
Gleichgewicht  hält ,  und  führen  die  Werte  in  die  Gleichung  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten 

ff(Xöxt+  r<5yi)  =  0 

ein,  so  kommt,  da  —  pdv  das  virtuelle  Moment  von  p  ist: 

b  a 


/'      /*  uxsiuvBx  

Py      /   (*'  +  «*--2u*C08t>)l 


Bezeichnet  e  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  abc,  ist  also 

c  —  Va»-f-6*—  2abcosv 

der  Endwert  von  r,  so  ergibt  die  successivo  Integration  nach  des 
gewöhnlichen  Formeln: 

a-\~b  —  c 
p  —  — : — — 
r  sinv 

Die  so  dargestellte  Grösse  ist  das  Moment  der  Anziehung  zwischen 
a  und  b  nach  Newtou'scheu  Gesetze,  ausgedrückt  in  der  als  constent 
betrachteten  Anziehung  zweier  Linieneinheiten  von  a  und  *  in  der 
Entfernung  1  als  Einheit. 

Angewandt  auf  die  extremen  Fälle  ergibt  die  Formel  bei  ver- 
schwindendem v,  das8  p  sin  v  gleich  dem  doppelten  kleinsten  Schenkel 
wird,  wenn  hingegen  v  ein  gestreckter  Winkel  wird,  verschwindet; 
im  letztern  Falle  verschwindet  auch  p  selbst.  R.  Hoppe. 
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XXVI. 


TJeber  Lissajous'sche  Curven. 


Von 


Herrn  Himstedt, 

Gymnasiallehrer  in  Loeban,  WestprcusHcn. 


Um  die  Bewegung  eines  oscillirenden  Punktes  dem  Auge  sichtbar 
zn  machen,  kann  man  in  folgender  Weise  verfahren. 

Man  befestige  an  das  Ende  einer  vertical  gestellten  Stimmgabel 
einen  kleinen  Spiegel,  so  dass  die  Ebene  des  letzteren  senkrecht  zu 
der  Richtung  der  Schwingungen  der  Gabel  sich  befindet.    In  einiger 
Entfernung  davon  stelle  man  eine  zweite  Stimmgabel  horizontal  auf, 
welche  an  ihrem  Ende  gleichfalls  einen  in  der  vorhin  angegebenen 
Weise  befestigten  Spiegel  trägt.    Die  Stimmgabeln  seien  derart  auf- 
gestellt, dass  ein  vom  ersten  Spiegel  reflectirter  Lichtstrahl  auf  den 
zweiten  Spiegel  fallt   Versetzt  man  dann  die  verticale  Btir/irngabej 
in  Schwingungen,  so  erblickt  man  im  zweiten  Spiegel,  welcher  ruht, 
(am  besten  vermittelst  eines  Fernrohr* ss),  eine  verticale  gerade  Linie, 
welche  der  Bewegung  eines  Punktes  der  schwingenden  Stimmgabel 
entspricht   Ebenso  nimmt  man  eine  horizontale  gerade  Linie  wahr, 
wenn  nur  die  horizontale  Stimmgabel  schwingt,  und  die  andere  in 
Ruhe  ist   Laast  man  jedoch  beide  SCumgabeln  gJekfttttHjg  vibriren, 
so  erblickt  man  eine  kröne  Linie,  deren  GettaJt  von  dem  V  erhalt* 
niss  der  Seh wingungira hlw  4er  heilen  güaagrteJn,  Mrvi«  von  4er 
Phasendifferenz  derselbe»  ibaaglf  itC    In  Fdf*  4m  Vb*mm4m 
nämlich,  dass  das  anarhlira"  Ange  aar  fcaalJ  §td  inMMMUc 
gende  Lichteiadrtcke  als  gfefet 

einzelnen  Punkte  der  C«ne  afe  z*  |MrWr  Zeit  er1t«daaY#  4im 
man  die  ganze  von  das  P— irti  feaaraaat  Cot«  tat  J^^^^^ 

T«tl  I  TT 
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Vorstehende  Methode,  die  Bewegung  eines  schwingenden  Punktes 
dem  Auge  sichtbar  zu  machen,  wurde  zuerst  ?on  dem  französischen 
Physiker  Lissajous  angegeben  in  den  Annaies  de  Physique  et  de 
Chimio,  tome  51,  nachdem  schon  früher  der  Engländer  Thomas  Yonng 
auf  diese  zusammengesetzton  Schwingungen  aufmerksam  gemacht  hatte. 
Nach  jenem  werden  dio  Curven,  welche  der  oscillirende  Punkt  be- 
schreibt, Lissajous'sche  Curven  genannt  Die  geometrischen  Eigen- 
schaften derselben  sollen  im  Nachfolgenden  untersucht  werden. 

< 

§  1. 

Analytische  Darstellung  der  Curven. 

Wenn  man  die  Lage  dos  osciilircnden  Punktes  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  bezieht,  dessen  Achsen  mit  den  Rich- 
tungen der  Stimmgabelschwingungen  zusammenfallen,  so  ergeben  sich 
für  die  Coordinaton  x  und  y  desselben  Ausdrücke  von  der  Form: 

x  =  a .  sin(*n*-J-  <p) 
y  =»  b .  sin(n/). 

In  diesen  Gleichungen  bedeuten  a  und  b  die  Amplituden  der 
beiden  Stimmgabeln,  m  und  n  ihre  Schwingungszahlen,  q>  ihre  Phasen- 
differenz, welche  auch  den  Wert  0  haben  kann,  und  t  die  Zeit 

In  Betreff  der  beiden  Zahlen  m  und  n  können  gewisse  Voraus- 
setzungen gemacht  werden,  welche  dio  Allgemeinheit  obiger  Gleichun- 
gen nicht  beeinträchtigen.  Sieht  man  nämlich  fürs  erste  von  irratio- 
nalen Werten  ab,  so  ist  zunächst  klar,  dass  man  m  und  *  als  ganze 
Zahlen  voraussetzen  darf.  Denn  wären  sie  Brüche  mit  den  Nennern 
p  und  so  könnte  man  eine  neue  Variabele  einführen,  derart, 
dass  t'=>pqty  wodurch  dio  Nenner  verschwinden  würden.  Ferner 
darf  man  m  und  n  auch  als  relative  Primzahlen  voraussetzen;  denn 
hätten  sie  noch  einen  gemeinschaftlichen  Factor  so  könnte  man 
denselben  durch  die  Substitution  kt  «=•  t'  beseitigen.  Endlich  ist  e» 
noch  erlaubt,  m  und  n  als  positiv  anzunehmen,  da  man  im  entgegen- 
gesetzten Falle  durch  eine  blosse  Vertauschung  der  positiven  und 
negativen  Coordinatenachsen  m  und  n  positiv  machen  kann.  Folglich 
kann  man  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  die  Zahlen  m  und 
n  als  ganze  positive  und  relative  Primzahlen  annehmen. 

Als  die  einfachsten  Fälle  der  Lissajous'schen  Curveu  können  da- 
her dio  folgenden  angesehen  werden: 

1)  x  =  a.8in(<+g>),     y  =  £.sin< 

2)  x  —a.sin(*  +  9>),     y  —  *.sin2< 
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3)  x  =  a .  sin(<  -f-  <p),     y  =  b .  Bin  3* 

4)  x  «=  o .  ßin(2*  +  qp),   y  =•  b.  ein  3* 

5)  *  =  a.sin(«  +  g>),     y  ■=  6. sin 4« 

6)  x  =»  a.sin(3*-r-9>)i   y  =  i.sin4f 

etc. 

Im  ersten  Falle  haben  die  beiden  Stimmgabeln,  welche  zur  Er- 
zeugung der  Curven  benutzt  werdon  können,  dieselbo  Tonhöhe;  in 
allen  übrigen  Fällen  haben  sie  dagegen  verschieden  Tonhöhe,  und 
zwar  giebt  die  eine  entweder  dio  Octavc  der  andern  an,  oder  die 
Quinte  der  Octave,  oder  dio  Quinte,  oder  die  zweite  Octave,  oder 
die  Quarte  etc. 

§  2. 

Construction  der  Curven. 

Die  analytische  Mechanik  lehrt,  dass  die  Projcction  einer  gleich- 
förmigen Kreisbewegung  auf  eine  gerade  Linie  die  Bahn  eines  oscil- 
lirenden  Punktes  ist.  Dieser  Satz  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  um 
die  Curven  punktweise  zu  construiren. 

Man  zeichne  ein  Rechteck  aus  den  Seiten  2a  und  2b  und  be- 
schreibe über  2  benachbarten  Seiten  zwei  Halbkreise,  deren  Peri- 
pherien man  in  kn  resp.  Jbn  glcicho  Teile  teile,  wo  k  eino  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet.  Dann  ziehe  man  durch  die  Teilpunkte  parallele 
Transversalen  zu  den  Seiten  des  Rechtecks,  so  erhält  man  eine  Reihe 
von  Schnittpunkten,  von  denen  alle  diejenigen,  welche  auf  zwei  sich 
entsprechenden  Transversalen  liegen,  Punkte  der  gesuchten  Curve 
sind;  wenn  man  unter  zwei  sich  entsprechenden  Transversalen  solcho 
versteht,  welche  durch  je  zwei  zusammengehörige  Projectionen  des 
oacillirenden  Punktes  hindurchgehen.  Verbindet  man  dann  jene 
Schnittpunkte  durch  einen  continuirlichen  Linienzug,  so  erhält  man 
die  Lissajous'sche  Curve  selbst. 

Soll  hiernach  z.  B.  diejenige  Curve  gezeichnet  werden,  welche 
den  Gleichungen: 

x  =  a.sin(2*-f-  qp) 
y  «■  b .  sin  St 

entspricht,  so  teile  man  die  Peripherien  der  Halbkreise  über  den 
Seiten  2a  und  2b  in  12  resp.  8  gleiche  Teile  und  ziehe  durch  die 
Teilpunkte  Parallelen  zu  den  Seiten  des  Rechtecks,  welches  dadurch 
in  12x**  =  96  kleinere  Rechtecke  zerlegt  wird.  Den  Mittelpunkt 
des  Rechtecks  wähle  man  als  Coordiuatenanfangspunkt  und  gebe  der 
2  Achse  die  Richtung  der  Seite  2a.    Nimmt  man  nun  zunächst  an, 
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dass  die  Phasendifferenz  q>  den  Wert  0  hat,  so  beginnt  der  oscüli- 
rende  Punkt  seine  Bewegung  offenbar  im  Mittelpunkte  des  Rechteck» 
uud  geht  von  hier  nach  der  gegenüberliegenden  Ecke  des  ersten 
Rechtecks  des  ersten  Quadranten,  welche  also  ein  zweiter  Punkt  der 
Curve  ist.  Dann  gehe  man,  so  oft  wie  möglich,  nach  der  gegenüber- 
liegenden Ecke  des  in  der  Richtung  der  Bewegung  liegenden  Scheitel- 
rechtecks über,  wodurch  man  weitere  Punkte  der  gesuchten  Curve 
erhält  Ist  man  aber  auf  diese  Weise  nach  einem  Punkte  gelangt 
welcher  auf  einer  Seite  des  Rechtecks  aus  den  Seiten  2a  und  Tb 
selbst  liegt,  so  gehe  man,  der  augenblicklichen  Bcwegungsrichtnng 
des  oscillirenden  Punktes  entsprechend,  in  das  folgende  unmittelbar 
daneben  liegende  Rechteck  Über.  Hierdurch  erhält  man  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Curvcnpunkten ,  durch  deren  Verbindung  man 
eine  ganz  innerhalb  des  Rechtecks  liegende  Curve  construirt,  welche 
in  Fig.  I.  abgebildet  ist. 

Nimmt  man  zweitens  an,  dass  die  Phasendifferenz  einen  von  0 
verschiedenen  Wert  hat,  z.  B.  gi^^,  so  findet  man  die  Punkte 
der  Curve  noch  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin,  nur  hat  man  in  die- 
sem Falle  zu  beachten,  dass  der  oscillirende  Punkt  seine  Bewegung 
nicht  mehr  im  Mittelpunkte  des  Rechtecks  beginnt,  sondern  in  dem 
ersten  Schnittpunkte,  welcher  auf  der  positiven  Seite  der  x  Achse 
liegt.  Die  auf  dieso  Weise  construirte  Curve  (Fig.  II.)  ist  der  vorigen 
ähnlich  und  kann  in  Folge  allmählicher  Verschiebungen  aus  derselben 
entstanden  gedacht  werden. 

Setzt  man  ferner  y  —  fan,  so  beginnt  die  Bewegung  in  dem 
zweiten  Schnittpunkte  auf  der  positiven  Seite  der  x  Achse.  In  die- 
sem Falle  gelaugt  der  oscillirende  Punkt  in  eine  Ecke  des  Recht- 
ecks (2a,  2b).  Da  derselbe  aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  nicht 
über  das  Rechteck  hinaus  kann,  so  findet  hier  eine  Umkehr  der  Be- 
wegung statt,  und  der  oscillirende  Punkt  begiebt  sich  auf  demselben 
Wege  wieder  nach  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung  zurück.  Dann 
setzt  er  seinen  Weg  aber  über  jenen  Punkt  hinaus  weiter  fort,  ge- 
langt zum  zweiten  Male  nach  oiner  Ecke  des  Rechtecks,  dreht  hier 
wieder  um,  und  gelangt  abermals  nach  seinem  Ausgangspunkte,  and 
zwar  auf  dem  frühem  Wege,  denselben  rückwärts  durchlaufend.  Die 
danach  construirte  Curve  findet  sich  in  Fig.  III.  Auch  diese  Curve 
kann  man  sich  aus  der  vorigen  (Fig.  II.)  durch  allmähliche  Verschie- 
bungen entstanden  denken,  indem  dabei  an  Stelle  der  Corvenschleifen 
einfache,  von  dem  oscillirenden  Punkte  jedoch  zweimal  durchlaufene, 
Bögen  getreten  sind. 

Für  <p  =  f27i  erhält  man  wieder  dieselbe  Curve  wie  Fig.  IL, 
jedoch  in  entgegengesetzter  Richtung  von  dem  oscillirenden 
durchlaufen. 
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Für  q>  =  fan  ergiebt  sich  die  ebenfalls  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufene  Curve  von  Fig.  L;  und  für  <p  =  fyn  endlich 
erhält  man  eine  Curve,  welche  das  Spiegelbild  von  Fig.  II.  ist,  in 
Bezug  auf  die  y  Achse. 

Wenn  man  auf  diese  Weise  fortfährt,  der  Phasendifferenz  q> 
immer  andere  Werte  zu  erthoilcn,  von  qp  =  fon  bis  cp  =  f  jrc,  (von 
noch  grössern  Werten  kann  wegen  der  Periodicität  der  Function 
sinus  abgesehen  werden),  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  man 
ausser  den  in  Fig.  I.  bis  III.  abgebildeten  Curven,  resp.  ihren  Spiegel- 
bildern in  Bezug  auf  die  y  Achse,  keine  neuen  Figuren  mehr  erhält, 
uud  ferner,  dass  je  zwei  Curven,  welche  zwei  auf  einander  folgenden 
Werten  von  tp  entsprechen,  langsam  in  einander  überzugehen  scheinen. 
Letzteres  erkennt  man  um  so  deutlicher,  je  mehr  Werte  von  <p  man 
noch  zwischen  den  obigen  Werten  einschaltet. 


§  3. 

Lage  der  Lissajous'schen  Curven 

Im  Folgenden  soll  nun  die  Lage  der  Lissajous'schen  Curven  in 
Bezug  auf  die  Achsen  und  das  bei  der  Construction  derselben  be- 
nutzte Rechteck  untersucht  werden  und  zwar  zunächst  unter  der 
speziellen  Voraussetzung,  dass  die  Phasendifferenz  der  beiden  Schwin- 
gungen den  Wert  0  habe.  In  diesem  Falle  wird  die  allgemeine 
Lissajous'sche  Curve  durch  das  System 

x  =  a .  sin  ntf,    y  =  b  .  sin  nt 

ausgedrückt. 

L  Der  die  Curve  beschreibende  Punkt  befindet  sich  zur  Zeit 
t  =  0  im  Coordinatenanfangspunkte,  und  beginnt  von  hier  aus  seine 
Bewegung  und  zwar  zunächst  im  ersten  Quadranten.  Zur  Zeit  t  =»  2n 
kehrt  derselbe  in  den  Anfangspunkt  zurück,  nachdem  er  inzwischen 
die  ganze  Curve  beschrieben  hat,  folglich  erhält  mau  sämmtliche 
Punkte  der  Curve,  wenn  man  den  veränderlichen  Parameter  t  von 
t  =  0  bia  t  =  2tc  variiren  lässt.  Die  Projectioneu  des  schwingenden 
Punktes  haben  während  dieser  Zeit  m,  resp.  n  ganze  Schwingungen 
in  den  Achsen  vollführt,  da  die  Schwingungsdaucr  der  Projectionen 

T     —  und  T'=  — 
m  n 

betragen. 

II.  Aendert  sich  in  den  Gleichungen  der  Curve  der  Parameter 
t  um  die  Grösse  n,  so  ergiebt  sich 
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x'«=  a.sinro(«-|-tt)  =  a  .B'mmt  .coßmn 
y'=»  b  .s\Tkn{t-\-n)  —  b. sinnt  .C08n» 

wenn  man  mit  x'y'  die  dem  Parameter  <+*  entsprechenden  Coor- 
dinaten  des  oscillirenden  Punktes  bezeichnet  Nun  sind  3  Fälle  zu 
unterscheiden : 

Sind  m  und  n  beide  ungerade,  so  ist  cos  mn  «=»  cos  na  =  —  1, 
folglich  x'= — x,  y'= —  y.  Daraus  folgt,  dass  der  Coordinaten- 
anfangspunkt  ein  Centrum  der  Curve  ist  Diese  Eigenschaft  ist 
übrigens  eine  allgemeine,  gleichgiltig  ob  m  und  n  ungerade  oder 
gerade  sind,  wie  man  leicht  erkennt,  wenn  man  *'-=  —  *  setzt. 

Ist  aber  zweitens  m  gerade  und  n  ungerade,  so  ist  cosmn  —  1, 
cosmr  = —  1,  folglich  x'=»  a-,  y'= — y,  d.  h.  jedem  x  entsprechen 
zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  des  y,  oder  die  Curve  liegt 
symmetrisch  zur  x  Achse. 

Ist  endlich  umgekehrt  m  ungerade  und  n  gerade,  so  erkennt  mau 
auf  dieselbe  Weise,  dass  die  Curve  in  diesem  Falle  symmetrisch  zur 
y  Achse  liegt. 

Ein  vierter  Fall,  wo  m  und  n  gleichzeitig  gerade  sind,  ist  in 
Folge  der  über  diese  Zahlen  gemachten  Voraussetzungen  ausge- 
schlossen. 

III.   Betrachtet  man  2  Parameter,  welche  durch  die  Gleichung 
n  verbunden  sind,  (oder  allgemeiner  (24+1)«,  wo 

k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet),  so  ergiebt  sich; 

aj'«=  a .  sin  m(n  —  t)  —»  —  a  .  s'mmt .  COBniTr 
y'  =  6.sinn(7t  —  t)  =  —  b. sinnt  .cosn« 

dann  sind  wieder  3  Fälle  zu  unterscheiden: 

Sind  m  und  n  beide  ungerade,  so  ist  cos  mn  =  cos  nit  —  —  1, 
folglich  x  und  y'=*  y;  jeder  Punkt  der  Curve  entspricht  in  die- 
sem Falle  also  ausser  dem  Parameter  t  auch  noch  dem  Parameter 
«  —  *,  woraus  folgt,  dass  der  oscillirende  Punkt  während  der  Zeit 
2it  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zweimal  durchläuft 

Ist  aber  zweitens  m  gerade  und  n  ungerade,  so  ergiebt  sich 
x'=  — x,  y'=y,  d.  h.  die  Curve  liegt  symmetrisch  zur  y  Achse. 

Im  dritten  Falle  endlich,  wo  m  ungerade  und  n  gerade,  ist 
x'=  x  und  y'=-  —  y,  d.  h.  die  Curve  liegt  symmetrisch  zur  x  Achse. 

Fasst  man  jetzt  das  unter  II.  und  III.  Bewiesene  zusammen,  so 
ergiebt  sich  folgender  allgemeine  Satz: 


Himstedt:  UAer  Lissrnfamsck*  CWm. 


Wenn  in  der  Gleichung  einer  Uasajous'schen  Curvo  eine  von 
den  Zahlen  m  und  «  gerade  ist,  nnd  die  Phasendiffereni  den  Wer» 
0  hat,  so  liegt  die  Cnrve  symmetrisch  in  Bezug  auf  boide  Achsen. 

§  4. 

Fortsetzung 

Da  die  Coordinaten  des  oscillirenden  Punktes  stets  zwischen  den 
Grenzen  ±o  resp.  ±b  liegen,  so  folgt,  dass  die  Curve  ganz  inner- 
halb eines  Rechtecks  sich  erstrecken  muss,  dessen  Soiton  2n  uud  *2A 
den  Achsen  parallel  sind,  und  dessen  Mittelpunkt  in  den  Cuonlinnton» 
anfangspunkt  fallt  Dieses  Rechteck  mfigo  das  Amplitudonrochtock 
genannt  werden. 

Ist  8inm<=±l,  so  befindet  sich  der  oscilliromle  Punkt  auf 
einer  der  y  Achse  parallelen  (verticalcn)  Seite  des  Amplitudourocht* 
ecks,  nnd  ist  sinn*  =±1,  so  befindet  sich  der  Punkt  aof  einer  der 
*  Achse  parallelen  (horizontalen)  Seite  jenes  Rechtecks.  Ist  aber 
gleichzeitig  sinm/  —  ±1,  sinn«  —  ±  1,  so  geht  der  oscillironde  Punkt 
durch  eine  Ecke  des  Rechtecks.   In  diesem  Falle  hat  man: 

«*  =  ( 2p  + 1 )  ~  ,       rd  =  (2q  +  l)* 

wo  p  nnd  q  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten.  Durch  Elimination 
von  t  folgt  hieraus: 

Da  diese  Gleichung  nur  erfüllt  sein  kann,  wenn  m  und  »  v)w.h- 
zeitig  ungerade  sind,  so  ernebt  rieh  der  Satz: 

Eine  Iissajowj'sefce  Cnrre  ohne  PbasendrSeretiz  kaan  nur  <Uuu 
durch  eine  Eck?  des  ix; ^^rsrtrbt^ki  h  r^sr^h**.  wetm  <t* 
$chwin?vz^*.LLL>m  m  wa4  »  beide  mtrerade  Kil 

w-*^  Sl      SSI « L      >'*       SMW  4^VWW>     VJ^Of  «BW^--w  »f  >  H»>  >    SS*»3      A  <-#4»J>*     T ^  »  / 

Zanks  F  imt  /  du         ^r*te  mit       «ufer*  lagmrf*  w*ai*n 
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2)  Es  sei  }(m —  n)  gerade.  Dann  sind  für  p  ond  g  entweder 
zwei  gerade  oder  zwei  ungerade  Zahlen  zu  wählen.  Folglich  ist: 

entweder  sinm*  —  +  1,  sinn/  =»  +  1 
oder       siumt     —  1,  sinnt  —  —  1 

Daraus  erkennt  man,  dass  der  oscillirende  Punkt  im  ersten  Falle 
durch  diejenigen  Ecken  dos  Amplitudenrechtecks  hindurchgeht,  welche 
im  zweiten  und  vierten  Quadranten  liegen,  im  zweiten  Falle  dagegen 
durch  diejenigen,  welche  im  ersten  und  dritten  Quadranten  liegen. 
Daher  der  Satz: 

Eine  Lissajous'sche  Curve,  in  deren  Gleichungen  m  und  n  un- 
gerade Zahlen  sind  und  <p  =  0,  geht  stets  durch  zwei  gegenüber- 
liegende Ecken  des  Amplitudenrechtecks. 

Wenn  hlos  sinm*  —  ±1,  so  befindet  sich  der  oscillirende  Punkt 
auf  einer  der  verticalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks.  Für  diesen 
Fall  ist: 

—  CH-l)=f,  l-*±-».f 

Um  zu  bestimmen,  wie  oft  dies  bei  vollständiger  Beschreibung 
der  Curve  geschieht,  berücksichtige  man,  dass  der  Parameter  * 
zwischen  den  Grenzen  t  —  0  und  t  —  2n  zu  nehmen  ist  Dies  giebt 
für  die  Zahl  p  2m  verschiedene  Werte,  und  folglich  liegen  2m  Curven- 
punkte  auf  den  verticalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks. 

Auf  analoge  Weise  zeigt  man,  dass  2n  Curvenpunkte  auf  den 
horizontalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks  liegen. 

Diese  Untersuchung  bedarf  einer  Modification  für  den  Fall,  wo 
m  und  n  beide  ungerade  sind.  Bringt  man  hier  die  beiden  Curven- 
punkte, welche  in  die  Ecken  des  Amplitudenrechtecks  fallen,  in  Ab- 
rechnung, so  erkennt  man,  dass  2(m  —  1)  Curvenpunkte  auf  den 
verticalen  und  2(n  — 1)  auf  den  horizontalen  Seiten  des  Amplituden- 
rechtecks liegen.  Dabei  ist  aber  noch  zu  berücksichtigen,  dass  jeder 
Punkt  doppelt  gezählt  ist,  da  in  diesem  Falle  der  oscillirende  Punkt 
während  der  Zeit  2n  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zweimal 
durchläuft. 

Als  Satz  lässt  sich  dies  folgendermassen  zusammenfassen: 

Der  oscillirende  Punkt,  welcher  eine  Lissajous'sche  Curve  ohne 
Phasendifferenz  beschreibt,  befindet  sich  2m  mal  auf  den  verticalen 
und  2n  mal  auf  den  horizontalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks, 
wenn  eine  von  den  Zahlen  m  und  n  eine  gerade  ist.  Sind  aber  beide 
ungerade,  so  befindet  er  sich  (m  —  1)  mal  auf  den  verticalen  und 
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(n — 1)  mal  auf  den  horizontalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks, 
wobei  jedoch  die  Ecken  desselben  nicht  mitgerechnet  sind. 

Die  Curve  schneidet  die  x  Achse,  wenn  t  —  — ,  wo  k  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  bedeutet  Folglich  ergeben  sich  für  fc,  wenn  man 
t  zwischen  den  Grenzen  t  =  0  nnd  t  =  2n  nimmt,  2n  verschiedene 
Werte,  d.  h.  der  oscillirende  Pnnkt  geht  2n  mal  durch  die  x  Achse. 
Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich,  dass  der  oscillirende  Punkt  2m  mal 
die  y  Achse  passirt.  Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  in  dem 
Falle,  wo  m  und  n  beide  ungerade  sind,  und  der  oscillirende  Punkt 
wahrend  der  Zeit  2k  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zweimal 
durchläuft,  derselbe  die  Achsen  nur  n  resp.  m  mal  passirt. 

Die  Abscissen  eines  Curvenpunktes  sind  positiv,  wenn 

2*+l     >    >  2h 

— —.n  >-  t  >-  —.n 


dagegen  negativ,  wenn 


2*     >    >  2*-l 

«•*<'<  —^rn 

Durch  Yertauschung  von  m  mit  n  folgt,  dass  die  Ordinaten  po- 
sitiv oder  negativ  sind,  je  nachdem 

2k  +  l      >  ,  >  2* 

oder 

2k     >    >  2k  —  1 

Um  ferner  diejenigen  Intervalle  von  t  zu  finden,  für  welche  die 
Coordinaten  ihre  Vorzeichen  nicht  ändern,  betrachte  man  die  Brüche 


1 

2 

3 

2m 

m 

— » 
m 

•  • 

m 

• 

m 

1 

2 

3 

2n 

n 

n 

•  • 

n 

• 

n 

und  ordne  dieselbe  so,  wie  sie  ihrer  Grösse  nach  auf  einander  folgen 
Multipliern  man  jeden  derselben  mit  »,  so  geben  je  zwei  benachbarte 
Producte  eins  der  gesuchten  Intervalle. 

Für  die  Curve 

z  =  a .  sin  2t,   y  =  £.sin3* 
erhalt  man  z.  B.  für  jene  Intervalle  folgende  Werte: 
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T 

I. 

Von  t 

na 

0    bis  * 

i* 

TT 

II. 

Von  t 

Jti  bis  i 

T  TT 

III. 

Von  t 

^7c  bis  < 

T  TT 

IV. 

TT 

Von  t 

|7r  bis  t 

V. 

Von  t 

in  bis  t 

1« 

VI. 

Von  t 

bis  * 

i« 

VII. 

Von  t 

fjt  bis  t 

1* 

VIII. 

Von  t 

f  7t  bis  * 

2t 

Dann  kann  man  mit  Hilfe  der  obigen  Grenzen  für  jedes  Intervall 
das  Vorzeichen  von  x  resp.  y  und  damit  den  Quadranten  bestimmen, 
in  welchem  sich  die  Curve  für  jene  Intervalle  von  t  erstreckt.  So 
findet  man,  dass  die  obige  Curve  im  ersten  Quadranten  liegt  für  das 
orsto  und  sechste  Intervall,  im  zweiten  Quadranten  für  das  vierte 
und  siebente  Intervall,  im  dritten  Quadranten  für  das  dritte  und  achte 
Intervall  und  im  vierten  Quadranten  endlich  für  die  beiden  noch 
übrigen  Intervalle. 


§  5. 


Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  welchen  Einfluss  die  Phasen- 
differonz  auf  die  Resultate  der  beiden  vorigen  Paragraphen  hat.  Ist 
die  Curve  durch  die  Gleichungen 

x  =  a.sin(ro/  +  g>),   x  =  b. sinnt 

gegeben,  so  ist  zunächst  klar,  dass  der  oscillirende  Punkt  zur  Zeit 
t  =  0  nicht  mehr  im  Coordinatenanfangspunkte ,  sondern  in  einem 
Punkte  der  x  Achse,  dessen  Abscisse  x  =  a  sin  <p,  sich  befindet  Ob 
derselbe  überhaupt  den  Anfangspunkt  passirt,  hängt  davon  ab,  ob 
die  beiden  Gleichungen: 

sinn*  —  0,    sin(m*+<jp)  «=  0 

gleichzeitig  für  dasselbe  t  erfüllt  sind.   Aus  diesen  Gleichungen  folgt : 

nt  =         mt-\~(p  =  In 

wo  k  und  l  ganze  Zahlen  bedeuten.  Durch  Elimination  von  t  ergiobt 
sich 

n 

g>  =  —  (In  —  km) 

Daraus  erkennt  man,  dass  die  Curve  nur  dann  durch  den  Coordi- 
natenanfangspunkt  geht,  wenn  die  Phasendifferenz  einen  dieser  Glei- 
chung entsprechenden  Wert  hat. 
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Aendert  »ich  ferner  in  den  Gleichungen  der  Curvc  der  Para- 
t  um  die  Grösse  so  ergeben  sich  dieselben  Resultate  wie 
in  §  3,  II,  d.  h.  für  ein  gerades  m  liegt  die  Cnrve  symmetrisch  zur 
*  Achse  und  für  ein  gerades  n  symmetrisch  zur  y  Achse.  Dagegen 
hören  die  Folgerungen  von  §  3,  III.  auf  richtig  zu  sein,  und  die 
Curve  liegt  jetzt  also  nicht  mehr  symmetrisch  zu  beiden  Achsen, 
sondern  nur  zu  einer  derselben. 

Soll  die  Curre  durch  eine  Ecke  des  Amplitudenrechtecks  gehen, 
die  Gleichungen 


sin(m*  +  q>)  =  ±  1,   sin  nt  «=  ±  1 
für  dasselbe  *  erfüllt  sein.   Aus  ihnen  folgt,  dass 

4 

mt  +  <p  =  (2p+l)^    nt  =  (2q  +  l)% 

wo  p  und  q  wieder  ganze  Zahlen  bedeuten.  Durch  Elimination  von 
t  erbalt  man  hieraus: 


VITC 

"  =  "2- 


m 


1  _  2g  +  lj 


Ob  die  Cnrve  durch  eine  Ecke  des  Amplitudenrechtecks  geht 
oder  nicht,  häDgt  jetzt  also  nur  davon  ab,  ob  die  Phasendifferenz 
einen  dieser  Gleichung  entsprechenden  Wert  hat  oder  nicht;  gleich- 
giltig  dabei  ist  aber,  ob  die  Zahlen  m  und  n  gerade  oder  ungerade 
sind.  Sind  m  und  n  beide  ungerade,  so  geht  die  Curvc,  wie  früher 
für  den  Fall  q>  «=  0  bewiesen  wurde,  durch  2  gegenüberliegende  Ecken 
deB  Amplitudenrechtecks.  Ist  aber  eine  von  den  Zahlen  m  und  n 
gerade,  so  geht  die  Curve  durch  2  benachbarte  Ecken.  Letzteres 
folgt  aus  der  symmetrischen  Lage  der  Curve  zur  x  resp.  y  Achse. 

Die  übrigen  Resultate  des  §  4.  erleiden  zum  Teil  geringe  Modi- 
ficationen,  welche  hier  der  Kürze  wegen  übergangen  werden  sollen. 
Dagegen  muss  noch  untersucht  werden,  welche  Werte  der  Phasen- 
differönz  zu  erteilen  sind,  damit  die  Curven,  welche  bestimmten 
Schwingnngszahlen  m  und  n  entsprechen,  der  Gestalt  und  Lage  nach 
dieselben  bleiben;  denn  wie  in  §  2.  gezeigt  wurde,  kann  man  durch 
Variiren  der  Phasendifferenz  dieselben  Curven  auf  verschiedene  Weise 
construiren. 

Angenommen,  <p  und  <p'  wären  zwei  Werte  der  Phasendifferenz, 
für  welche  die  Curven  identisch  werden  sollen;  die  erste  Curve  sei 
dargestellt  durch  die  Gleichungen 

x  =  a.  8in(wit  +  (jc»),   y  =  b .  sin  nt 
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die  zweite  also  durch 

x  =  a.sin(m*  +  g/),   y  —  b.sinjü 

Beide  Curven,  deren  Ordinaten  für  gleiche  Werte  des  t  dieselbon 
sind,  müssen  offenbar  coincidiren,  wenn  sie  einen  Schnittpunkt  mit 
der  x  Achse  gemeinschaftlich  haben.  Nun  erhält  mau  sämmtliohe 
Schnittpunkte  mit  dieser  Achse,  wenn  man 

k 

t  «—  -.11 
n 

setzt,  unter  k  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Die  Abscissen  dieser 
Schnittpunkte  sind  also  für  die  erste  Curve 

x     a.sin^fc»  +  <p^ 

und  für  die  zweite 

x     a .  sin      &'«  +  g>'^ 

Obige  Bedingung  ist  also  erfüllt,  wenn 

sin^fcff  +  qp^  «=  Bin^k'n+y'^ 

Nun  sind  die  sinus  zweier  Winkel  gleich,  entweder,  wenn  ihre  Summe 
ein  ungerades  Vielfache  der  Zahl  n  oder  ihre  Differenz  ein  gerades 
Vielfache  dieser  Zahl  beträgt.  Folglich: 


(**«  +  v)-("*'*+v')-«Ä' 


wo  />  und  q  ganze  Zahlen  bedeuten.  Schreibt  man  diese  Gleichungen 
in  der  Form: 


und 


oder  einfacher: 


ffl 

9  +        (2p  +  l)«-  -  *<*+*') 


q>  —  <p'«=»  2g»  —  —  In 
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so  kann  man  daraus  alle  diejenigen  Werte  der  Phasendifferenz  g> 
bestimmen,  welche  derselben  Cnrve  entsprechen. 

Auf  analoge  Weise  kann  man  anch  die  Werte  von  cp  finden,  für 
welche  die  eine  Cnrve  das  Spiegelbild  der  andern  ist.  Für  diesen 
Fall  ergiebt  sich  nämlich,  da  die  Abscissen  jetzt  entgegengesetzt 
gleich  sein  müssen, 


Da  die  sinus  zweier  Winkel  entgegengesetzt  gleich  sind,  entweder 
wenn  ihre  Summe  ein  gerades  Vielfache  der  Zahl  it  oder  ihre  Diffe- 
renz ein  ungerades  Vielfache  dieser  Zahl  beträgt,  so  ergiebt  sich 
schliesslich: 

+ ,       _  m 
rp  =»  2p  7t  Im 
n 

ans  welchen  Gleichungen  man  die  den  Spiegelbildern  ontsprechendon 
rp  berechnen  kann. 


§  6. 

Elimination  des  Parameters  t. 
Geht  man  wieder  von  den  Gleichungen: 

X  =  a.  sin  mt,     y  «=■  h  Hin  nt 

ans.  und  substituirt  in  ihnen 

mt  =  u,    nt  =  v 

so  dass 

x  —  a.sinu,    y  —  b.n'inv 

wird,  so  sind  die  beiden  Grössen  u  und  v  an  die  Gleichung  gebunden 
mv  =  nu.  folglich  ist  auch: 

sin  mv  —  sin  nu 

Sind  nun  m  und  n  beide  ungerade,  %o  benutze  man  die  für  jede« 
ungerade  k  geltende  Gleichung: 

sinix  =  TBin*  f  e  ^  mr*+     .  >,  u  a  r 

Indem  man  noch  beachtet,  4att 


350 


Himstedt :  Lieber  LÄssajous sehe  Curvetn. 


ergiebt  sich  dann  folgende  Gleichung: 

tu   y  _  ro(ro»  —  1»)  y 3      m(m*  —  1»)  (m*  —  3»)  _ 
T  b        1.2.3    !•+       1.2.3.4.5        ~~  '  " 

_  n  x_  w(n«  —  1»)  x  s      n(n*—  1*)  (n»— 3')   x5  _ 
~l  a        1.4.3    a»  +       1.2.3.4.5  V 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Lissajous'schen  Curve  zwischen  den 
Coordinatcn  x  und  y,  für  den  Fall,  dass  m  und  n  ?beide  ungerade 
sind.  Dieselbe  ist  also  eine  algebraische  Curve,  deren  Ordnung  von 
der  Grösse  der  Schwingungszahlen  m  und  n  abhangt.  Nur  in  dem 
Falle,  wo  diese  beiden  Zahlen  unendlich  gross  werden,  was  nach  den 
über  sie  gemachten  Voraussetzungen  der  Irrationalität  derselben  ent- 
spricht, wird  die  Curve  transcendent.  Von  diesem  Falle  soll  hier 
abgesehen  werden. 

Die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung  ist  eine  ganze  ratioaale 
Function  roten  Grades  von  y,  und  entsprechend  die  rechte  Seite  eine 
ganze  rationale  Function  wten  Grades  von  x.  Die  Gleichung  repra- 
sentirt  also  eine  algebraische  Curve  roter  oder  ntcr  Ordnung,  je 
nachdem  m  >  n  oder  umgekehrt. 

Hierbei  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  diese  Curve  ungerader 
Ordnung  mit  der  Lissajous'schen  Curve  nur  innerhalb  des  Ampli- 
tudenrechtecks identisch  ist.  Denn  eine  Lissajous'schen  Curve  kann 
nie  aus  jenem  Rechteck  hinaustreten,  während  eine  algebraische  Curve 
ungerader  Ordnung  sich  stets  in's  Unendliche  erstreckt. 

Da  das  absolute  Glied  in  der  Gleichung  der  Curve  fehlt,  so  geht 
diese  durch  den  Coordinatenaufangspuukt,  übereinstimmend  mit  §  3.. 
I;  und  weil  nur  ungerade  Potenzen  von  x  und  y  darin  vorkommen, 
die  Curvengleichung  also  dieselbe  bleibt,  wenn  man  gleichzeitig  *  nnd 
y  mit  —x  und  — y  vertauscht,  so  ist  der  Anfangspunkt  ein  Ccntrom 
der  Curve,  übereinstimmend  mit  §  3.,  II. 

Die  Gleichung  der  Taugente  im  Anfangspunkte  findet  man,  wenn 
man  dio  Glieder  erster  Dimension  —  0  setzt.    Dies  giebt: 

x  am 
y  bn 

Da  die  Glieder  zweiter  Dimension  fohlen ,  so  hat  diese  Tangente  3 
benachbarte  Punkte  mit  der  Curve  gemeinschaftlich  und  ist  also  eine 
Wendetaugente,  und  der  Anfangspunkt  selbst  ein  Wendepunkt,  0 
die  Curve  den  Sinn  ihrer  Krümmung  ändert. 

Noch  ist  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  eine  der  beiden  Schmn- 
gungszahlen  m  und  n  gorado  ist.   Zur  Entwickelung  der  Gleicbnng 
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s'mmv  —  sinnii 
ist  dann  noch  die  für  jedes  gerade  k  gütige  Gleichung: 

erforderlich.   Beachtet  man,  dass: 

sinu  —         cost*  —  -  Va*  —x2 


Biuv  -=  ~,      C08t>  -=  |  Vi*  —  y* 

ao  erhalt  man  als  Gleichung  der  Lissajous'schen  Curve  entweder: 

1  2  \m  V     ™(">8  ~  2')  y3,  m(m%  -  2*)  (m»  —  4»)  y&  1 

6  K°       y  Li    6         1.2.3         +        1.2.3.4.5       "  &a  —  "  *  J 

n  x      n(n»— 1*)   x*      w(w8~l»)  (na  — 3»)  x6 
i*ä        1.2.3    *a»  +      1.2.3.4.T      ä6  ~ 

wenn  m  gerade  und  n  ungerade,  oder: 

m    y      m(m»  — 1»)  y»  .  m(m'-  l»)(m»  — 3')  y& 

1  *  6        1.2.3  1.2.3.4.5  " 

1   ^fn  x      n(n»  —  2»)  x»      n(a»  —  28)  (»*  —  4»)  x*  1 

—  iy«  ~x  |l  "i        1.2.3    ä*  +       1.2.3.4.5      ä*"- J 

wenn  m  ungerade  und  n  gerade. 

Erhebt  man  beide  Gleichungen  in's  Quadrat,  um  die  Irrationali- 
täten zu  beseitigen,  so  erkennt  man,  dass  die  linken  Seiten  vorstehen- 
der Gleichungen  ganze  rationale  Functionen  vom  Grade  2m  von  y 
und  die  rechten  Seiten  ganze  rationale  Functionen  2n  ten  Grades  von 
x  sind.  Daraus  folgt,  dass  die  Lissajous'sche  Curve  in  diesem  Falle 
eine  algebraische  Curve  vom  Grade  2m  oder  2n  ist,  je  nachdem 
m>  n  oder  umgekehrt. 

Da  vorstehende  Gleichungen,  nachdem  sie  in's  Quadrat  erhoben 
sind,  nur  gerade  Potenzen  der  Coordinaten  enthalten,  so  liegt  die 
Curve  symmetrisch  zu  beiden  Achsen,  übereinstimmend  mit  §  3.,  III. 

Ferner  besitzt  die  Curve  im  Anfangspunkte  einen  Doppelpunkt, 
da  in  der  Curvengleichung  ausser  dem  absoluten  Gliede  auch  noch 
die  Glieder  erster  Dimension  fehlen.  Die  Tangenton  dieses  Doppol- 
punktes findet  man ,  indem  man  die  Glieder  zweiter  Dimension  —  0 
setzt.   Dies  giebt: 


x  ..... 
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Da  diese  beiden  Tangenten  reell  und  verschieden  sind,  so  ist  der 
Anfangspunkt  zugleich  ein  Knotenpunkt  der  Curve,  in  wetehem  i 
verschiedene  Zweige  derselben  sich  durchschneiden.  Jede  von  diesem 
beiden  Tangeuten  hat,  da  die  Glieder  dritter  Dirnentum  fehlen,  drei 
benachbarte  Punkte  mit  der  Curve  gemeio.  Die  Tangenten  sind  also 
wieder  Wendetangenten  und  der  Anfangspunkt  selbst  ein  Wende- 
punkt, wo  beide  Zweige  der  Curve  den  Sinn  ihrer  Krümmung  indem 

Das  Gc8aramtrc8ultat  lautet  jetzt  folgendermaassen: 

Die  durch  das  System 

sc  =-  a  sin  mt,       y  =  b  sin  nt 

dargestellte  Curve  ist  algebraisch ,  so  lange  m  und  »  keine  irratio- 
nalen Werte  annehmen,  und  zwar  von  der  Ordnung  m  oder  n,  wenn 
diese  beiden  Zahlen  ungerade  sind,  dagegen  von  der  Ordnung  2m 
oder  2n ,  wenn  die  eine  Zahl  gerade  und  die  andere  ungerade  ist  Die 
Curve  besitzt  im  Anfangspunkte  stets  einen  Wendepunkt,  welcher  im 
letzteren  Falle  zugleich  ein  Doppelpunkt  mit  2  reellen,  nicht  coin- 
cidirenden  Tangenten  ist. 

Welchen  Einfluss  die  Phasendifferenz  auf  die  Ordnungszahl  der 
Lissajous'schen  Curvcn  hat,  erfährt  man  am  einfachsten,  wenn  nun 
dem  tp  nach  und  nach  alle  zwischen  0  und  2*  liegenden  Werte  er- 
teilt. Man  erhält  dann  bei  denselben  m  und  n  eine  Reihe  von  Cnr- 
ven,  welche,  wie  sich  in  §  2.  herausgestellt  hat,  langsam  in  einander 
überzugehen  scheinen.  Diese  Uebergänge  finden  nun  in  der  Weise 
Statt,  dass  die  einzelnen  Windungen  der  Curve  entweder  einander 
näher  rücken,  bis  schliesslich  je^zwei  von  ihnen  zusammenfallen,  oder 
umgekehrt  sich  dieselben  von  einander  entfernen ,  bis  zn  einer  ge- 
wissen durch  das  Amplituden-Rechteck  vorgeschriebenen  Grenze.  D» 
nun  die  Ordnungszahl  einer  Curve  offenbar  nur  von  der  Anzahl  der 
Windungen  abhängt,  nicht  aber  von  der  Grösse  des  AbStandes 
zwischen  je  zweien  derselben ,  so  bleibt  die  Ordnung  der  Curve  so 
lange  unverändert,  als  die  Windungen  noch  einen  merklichen  Abstand 
von  einander  haben.  In  dem  Augenblicke  aber,  wo  je  2  derselbe 
zusammenfallen,  wird  die  Ordnungszahl  der  Curve  um  die  Hälfte 
kleiner,  weil  dann  die  Zahl  der  Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer 
geraden  Linie  ebenfalls  um  die  Hälfte  kleiner  wird ,  und  diese  Zahl 
die  Ordnung  einer  Curve  angiebt. 

Wenn  aber  je  zwei  Windungen  der  Curve  zusammenfallen,  w 
durchläuft  der  oscillirende  Punkt  während  der  Zeit  2»  die  Cnne  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  2 mal,  und  in  diesem  Falle  geht  er,  wie 
sich  aus  frühern  Untersuchungen  ergiebt ,  durch  eine  Kcke  des  Am* 


Himstedt:  Ueber  Lissajous  seht.  Curven. 


353 


?n-Rechtecks.   Da  man  nun  schon  weiss,  für  welche  Werte  von 
ie  Curve  durch  eine  Ecke  des  Amplituden-Rechtecks  hindurch 
so  hat  man  ein  Kriterium  gewonnen,  nach  welchem  man  in 
Falle  die  Ordnung  einer  Lissajous'scbcn  Cnrve  bestimmen  kann, 
dich : 

„Die  Cnrve  ist  von  der  mten  resp,  nten  Ordnung,  wenn  dieselbe 
eine  Ecke  des  Amplituden-Rechtecks  hindurch  geht,  dagegen 
der  2mten  resp.  2nten  Ordnung,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist". 

§  7. 

Dop  pol  punkte. 

Im  vorigen  §  ergab  sich,  dass  die  Lissajous'scho  Curve  im  An- 
(spunkte  einen  Doppelpunkt  besitzt,  wenn  eine  von  den  Zahlen 
und  n  gerade,  und  die  Phasendifferenz  =  0  ist.   Daher  liegt  die 
nahe,  ob  noch  andere  Doppelpunkte  der  Curve  existiren. 

Ist  die  Phasendifferenz  9  =  0,  so  besitzt  die  Curve  einen  Dop- 
Ipunkt,  wenn  sich  zwei  Werte  t  und  t'  angeben  lassen,  für  welche 
tig 

sinro*  tiwmt' 
sinnt  =  sinnt' 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  aber  für  t  und  t' 
nde  Bedingungsgleichungen  : 

mt+mt'  ~  (2p  —  1)» 
nl+ni'  =  (2p-l)» 
mt—ml'  =  2qn 
nt  —  nt'  —  2qn 

wo  p  und  q  ganze  Zahlen  bedeuten.  Von  diesen  Gleichungen  können 
die  erste  und  vierte  oder  auch  die  zweite  und  dritte  zur  Bestimmung 
der  beiden  Grössen  1  und  t'  dienen,  während  jed**  andere  Combination 
je  zweier  von  ihnen  offenbar  nicht  zu  diesem  Zwecke  ausreicht. 
Hierdurch  erhalt  man  entweder  das  System 

t-\-t  —  (2p  — 1)  - 


oder  das  System 


n 


*  m 

T.ÜLXX.  23 
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Das  erste  System  liefert  die  Werte 


das  zweite 

*/2p-l     2g\  n/2P-l  2q\ 

1  ~2  V"+m/'       1  ~2  V"T  «T 

Betrachtet  man  z.  B.  die  Curvc  *  «=  asin2/,  y  —  6  sin  3/,  so 
liefert  das  erste  System  für  v  =  2  und  5  =  1  die  Werte  *  =  H*< 
*' 8=2  Aw»  das  zweite  System  für  ;>  —  3  und  q  =  1  die  Werte  f  -  |*. 
t'  =  etc. 

Will  mau  auf  diese  Weise  die  Parameter  aller  Doppelponkte 
berechnen,  welche  einer  Lissajous'schen  Curvc  zukommen,  so  mass 
mau  in  die  Ausdrücke  für  t  und  /'  der  Reihe  nach  alle  ganzen  Zahlen 
für  p  und  q  einsetzen. 

Dabei  wird  es  aber  wegen  der  Periodieitat  der  Function  sinos 
geschehen,  dass  man  für  x  und  y  wiederholt  dieselben  Werte  erhält 
Es  entsteht  daher  die  Frage,  welche  Werte  man  den  Zahlen  p  und 
q  zu  erteilen  hat,  um  sämmtliche  Doppelpunkte  der  Curve  ausfindig 
zu  machen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  in  Betreff  der  Zahl  q  negative  Werte  and 
auch  die  Null  ausgeschlossen  werden  können,  weil  im  ersten  Falle 
nur  t  und  t'  vertauscht  würden,  im  zweiten  Falle  dagegen 
wäre.   Andererseits  ist  t  —  t'  <  2n,  da  t  sowol  wie  t'  stets  zwischen 
den  Grenzen  0  und  2n  liegen.    Folglich  beim  ersten  System 

7t 

2q .  -  <  2jt,    oder   q  <  n 
und  im  zweiten  Systeme  analog 

71 

2q.  -  <  2n    oder    q  <m. 

Was  ferner  die  Zahl  p  anbetrifft ,  so  können  ebenfalls  negative 
Werte  und  die  Null  ausgeschlossen  werden,  weil  sonst  «'<0;  und 
aus  demselben  Grunde  wie  vorhin  muss  *-f-i'<4»  genommen  wer- 
den.  Daraus  folgt,  dass  im  ersten  Systeme 

n  ,  ^  4m-}- 1 

(2p— 1)- <4»     oder    p  <  — ^ 

und  im  zweiten  Systeme  analog 

(2#>-l)~<4*     oder    p  <  —< 
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Fasst  man  jetzt  Alles  über/)  and  q  gesagte  zusammen,  so  ergiebt 
sich  Folgendes: 

Wenn  man  im  ersteu  System  die  Zahl  p  von  p  =  1  bis  p  =  2m 
und  die  Zahl  q  von  q  ==»  1  bis  <j  =  n  —  1  variireu  lässt ,  dagegen  im 
«weiten  System  die  Zahl  p  von  p  =  1  bis  p  —  2n  und  die  Zahl  q 
von  q  =  l  bis  q  =  m — 1,  so  ist  man  sicher,  durch  Combination 
dieser  Werte  alle  Doppelpuukte  zu  erhalten. 


Noch  ist  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  die  Doppolpunkte  des 
einen  Systems  stets  von  denen  des  andern  Systems  verschieden  sind 
oder  nicht 

Setzt  mau  die  Parameter  zweier  Doppelpunkte  der  beiden  Sy- 
steme einander  gleich,  so  ergiebt  sich 


wo  zur  Unterscheidung  die  Zahlen  p  uud  q  des  zweiten  Systems  durch 
Striche  raarkirt  sind.   Nun  sind  wieder  2  Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist  eine  von  den  beiden  Zahlen  m  und  n  gerade,  die  andere  un- 
gerade, so  enthält  vorstehende  Gleichung  einen  Widerspruch,  da  die 
eine  Seite  dauu  das  Product  zweier  ungeraden  Zahlen  ist,  die  andere 
Seite  aber  das  Product  einer  ungeraden  und  einer  geraden  Zahl. 
Folglich  ist  es  unmöglich,  dass  in  diesem  Falle  ein  Doppclpunkt  des 
ersten  Systems  zusammenfalle  mit  einem  Doppelpunkte  des  zweiten 
Systems. 

Dieser  Widerspruch  hört  auf,  wenn  mau  zweitens  die  Zahlen  m 
und  n  beide  als  ungerade  voraussetzt.  In  diesem  Falle  lässt  sich 
zeigen,  dass  jeder  Doppelpunkt  des  einen  Systems  zugleich  ein  Dop- 
pelpunkt des  andern  Systems  ist. 

Die  Doppelpunkte  beider  Systeme  fallen  nämlich  auch  zusam- 
men, wenn  ihre  Parameter  sich  um  2n  unterscheiden,  wenn  also  die 
Gleichung 


oder  einfacher 


7/1(2/)'+  2q—  1)  =  n{2p  7  2<z'— 1) 


71 
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—  l.2q       2q  +  m      2p'+  3n  —  1 

.,  r  -  =  ~ —  h  


2p 

m       '    n  m 


80  ist  ersichtlich,  dass  sich  über  die  Zahlen  p,  q  oder  //,  q'  derart 
verfügen  lässt,  dass  man  identisch  hat 

2p  —  1  =  2q'+  ro,        2q  =  2p' +  3«  —  1 

folglich : 

V  -  4(2g'+»n  +  l) 
9~  l(2p'+3n-l) 

oder  umgekehrt: 

/>'-  i(2</-3«  +  l),  =  l(2p-m-l). 

Folglich  findet  man,  da  dio  Klammergrössen  gerade  Zahlen  sind,  für 
jedes  ganzzahlige  p'  und  q  auch  ein  ganzzahliges  p  und  q  und  um- 
gekehrt Damit  ist  aber  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung 
nachgewiesen. 

§  9. 

Nach  diesen  Voruntersuchungen  ist  man  jetzt  in  den  Stand  ge- 
setzt, die  Anzahl  von  Doppelpunkten  zu  bestimmen,  welche  einer 
Lissajous'schen  Curvo  zukommen.  Auch  hier  sind  wieder  2  Fälle  zo 
unterscheiden. 

Ist  eine  von  den  Zahlen  m  nnd  n  gerade,  die  andere  ungerade, 
so  sind  die  Doppelpunkte  des  ersten  System  verschieden  von  denen 
des  zweiten  Systems.  Nach  den  über  p  und  q  angegebenen  Grenzen 
liefert  das  erste  System 

2m(n  —  1)  Doppelpunkte 

und  das  zweite  System: 

2n(m— 1)  Doppelpunkte, 

beide  Systeme  zusammen  also: 

2m(n  —  l)+2>i(m  —  1)  =  4mu  — 2(w  +  n). 

Dabei  ist  jedoch  zu  berücksichtigen ,  dass  jeder  Doppelpunkt  2  mal 
gezählt  ist,  und  demnach  die  wirkliche  Anzahl  der  Doppelpnnkto  nur 

2mn—  (»»-(-») 

beträgt,  welches  stets  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Danach  hat  z.  B.  die  Curve 

x  =  asin  2t,      y  —  h\ 
elpunkte,  während  die  Curvo 
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x  =  asinf,      y  «=  Asin2f 

nnr  einen  Doppelpunkt  hat,  welcher  iu  den  Coordinateuaufangspuukt 
fallt. 

Sind  zweitens  m  und  n  beide  ungerade,  so  ist  nach  §  3.,  III. 
zanächst  zu  berücksichtigen,  dass  jedes  Mal,  wo 

t-\-t' =7t   oder  3* 

man  keinen  eigentlichen  Doppelpunkt  hat,  in  welchem  sich  2  Zweigo 
der  Curve  durchkreuzen.  Folglich  sind  hier  diejenigen  Parameter 
nicht  mitzuzählen,  für  welche  im  ersten  Systeme 

2p  — 1  a      2»  —  1 

—        =-  1    oder  —        —  3. 

?i  n 

Bei  den  für  p  aufgestellten  Grenzen  wird  diese  Bedingung  in  jedem 
Systeme  für  2  Werte  des  p  erfüllt,  und  folglich  liefert  jetzt  das  erste 
System  nur 

2(m  —  1)  (n  —  1)  Doppelpunkte 

and  das  zweite  System  ebenso  viel:  2(n  —  — 1).  Da  die  Doppel- 
pnnkte  des  einen  Systems  nicht  verschieden  sind  von  denen  des  an- 
deren Systems,  und  da  ferner  jeder  Doppelpunkt  4 mal  gerechnet 
ist,  indem  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  während  der  Zeit 
2»  2 mal  durchlaufen  wird,  so  beträgt  die  wirkliche  Anzahl  der 
Doppelpunkte  nur 

i(m-l)(n-l) 

welches  stets  eine  gerade  Zahl  ist. 

Danach  hat  z.  B.  die  Curve 

x  =  asin3/,      y  =  bsinbt 

4  Doppelpunkte,  während  alle  diejenigen  Curven,  für  welche  eine 
tod  den  Zahlen  m  und  n  gleich  1  ist,  überhaupt  keine  Doppelpunkte 

besitzen. 

Den  Einfluss  der  Phasendiffrrenz  auf  die  vorigen  Resultate  findet 
man  wieder  am  einfachsten,  indem  man  untersucht,  wie  die  Zahl  der 
Doppelpunkte  sich  ändert,  wenn  die  dem  Werte  q>  entsprechende 
Curve  in  die  dem  benachbarten  Werte  g>'  entsprechende  Curve  über- 
geht. Um  einen  bestimmten  Fall  iu's  Auge  zu  fassen,  nehme  man 
•in .  dass  m  oder  n  gerade  und  q>  «=  0.  Daun  ist  die  Anzahl  der 
Doppelpunkte:  2mn  —  (m  +  «)•  Durch  allmähliches  Wachsen  von  (p 
rücken  die  Windungen  der  Curve  einander  näher,  ohne  dass  dadurch 
jedoch  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  geändert  wird.  Erst  in  dem 
Augenblicke,  wo  qp  so  gross  geworden  ist,  dass  je  zwei  benachbarte 
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Windungen  der  Curve  zusammenfallen,  ändert  sich  auch  die  Zahl  der 
Doppelpunkte  und  zwar  wird  dieselbe  kleiner.  Nimmt  dann  <p  noch 
weiter  zu ,  so  spalten  sich  die  zusammengefallenen  Curvcnbögen 
wieder,  uud  die  Zahl  der  Doppelpunkte  ist  dann  wieder  dieselbe  wie 
Anfangs. 

Geht  man  von  dem  Falle  aus,  wo  m  und  n  beide  ungerade  und 
(p  =  0,  so  hat  man  eine  Curve,  bei  welcher  nach  dem,  was  früher 
gezeigt  wurde,  je  2  benachbarte  Windungen  zusammen  gefallen  sind. 
Die  Anzahl  ihrer  Doppelpunkte  beträgt  i(m  —  l)(n—  1).  Wächst 
so  spalten  sich  zunächst  die  zusammen  gefallenen  Curvcnbögen  und 
die  Zahl  der  Doppelpunkte  wird  grösser.  So  lange  die  Windungen 
der  Curve  sämmtlich  von  einander  getrennt  sind,  bleibt  die  Zahl  der 
Doppelpunkte  unverändert;  dieselbe  sinkt  aber  wieder  auf  den  Aa- 
fangswert  herab,  wenn  <p  so  gross  geworden  ist,  dass  je  2  benach- 
barte Wiudungen  der  Curve  wieder  zusammen  fallen. 

In  beiden  Fällen  wird  also  ein  Wachsen  der  Anzahl  von  Doppel- 
punkten durch  eine  Spaltung,  ein  Abnehmen  durch  ein  Zusammen- 
fallen der  CurvenbÖgen  veranlasst.  Wenn  es  also  nur  darauf  an- 
kommt, die  Anzahl  der  Doppelpunkte  zu  bestimmen,  welche  einer 
durch  die  Gleichungen 

x  =  a  sin  (mt  -f-  q>) 
y  =»  b  sin  nt 

dargestellten  Curve  entsprechen,  so  untersuche  man  zunächst,  ob  die 
Windungen  der  Curve  von  einander  getrennt  sind,  oder  ob  je  2  von 
ihnen  zusammengefallen  sind.  Im  ersten  Falle  hat  man  die  grössere 
Zahl  von  Doppelpunkten,  nämlich  2mn  —  (m  +  n) ,  im  zweiten  Falle 
die  kleinere  Zahl,  nämlich  }(m  —  l)(n  — 1). 

Mit  Benutzung  eines  früheren  Satzes  lässt  sich  Vorstehendes 
auch  so  aussprechen: 

Eine  Lissajous'scbe  Curve  besitzt  J(m  — l)(n— 1)  oder  2mn- 
(m-\-n)  Doppelpunkte,  je  nachdem  dieselbe  durch  eine  Ecke  des 
Amplitudenrechtecks  hindurchgeht  oder  nicht. 

Die  Parameter  der  Doppelpunkte  für  den  allgemeinen  Fall,  wo 
(p  einen  von  0  verschiedenen  Wert  hat,  findet  man  noch  auf  dieselbe 
Weise  wie  früher  ;  nämlich  im  ersten  Systeme 


'-2 


2  \    m  n  /  m 

und  im  zweiten  Systeme: 

n  {2p  - 1  2<A 

'  -  a  \-~r- + W 
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Es  sind  also  die  Parameter  der  Doppel punkte  de*  swvtten  S\  Stent» 
von  der  Phasendifferenz  unabhängig.  Deshalb  liefert  das  sxteite  System 
für  alle  Curven,  welche  denselben  Sehwingungszahlon  und  •»  ent- 
sprechen, und  nicht  dnreh  die  Ecken  des  Amplitudemvchtccks  hin 
darebgehen,  stets  n(m— 1)  und  somit  das  erste  System  stets  >h{*  \) 
Doppelpunkte.  Gehen  die  Curven  jedoch  durch  eine  Koke  den  Am 
pütudenrechtecks,  so  ist  nach  §  o. 

mJt/2j>'+l  _  2</+l\ 
*  =    2   \     m  n  ) 

zu  setzen.  Daun  sind  die  Parameter  dor  Doppelpunkte  des  oralen 
Systems  von  der  Form 

2  \    m  n  /      2  \    tn  n  ) 

und  hieraus  erkennt  man,  dass  sie  dann  mit  dou  ParannUirn  <Jur 
Doppelpunkte  des  zweiten  Systems  übereinstimmen. 


§  10. 

Tangente  der  Corve 

Da  die  PhaseBdiffereoz  keinen  wwiitli'bHu  hiMJu**  auf  d**;  Ii* 
sultate  dieses  Paragraph  aus-iM.  so  b.^j  <j."v;^  b;«rr  -  '/ 
werden,  so  dass  die  G^klcl^  dfrr    «r*%  V*ttm 


sind  Dann  ergiete  r^l  ct.".:  J>  f»-.w.  i*.-.^  '„ .* -  r  0 .«  /  v.*^* x  w-  ' 

-    —  m       w.  -    vs    v*  :/ 


*o  t  der  den  >ULt:.-  ,■..•>•  ■.■*.>-  **•    k      -'  * 
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Um  denselben  zu  construiren,  zeichne  man  erst  2  rechtwinklige  Drei- 
ecke aus  der  Hypotenuse  a  resp.  b  und  einer  Kathete  x  resp.  y. 
Die  nicht  gegebenen  Katheten  dieser  Dreiecke  seien  u  und  v.  Hier- 
auf suche  man  zu  den  3  Grössen  y,  u  und  v  die  vierte  Proportionale 
*,  so  dass 


Endlich  construire  man  noch  eine  Strecke  w,  die  sich  zu  s  wie  m  zu 
n  verhält.  Die  Differenz  der  beiden  Linien  x  und  te  giebt  alsdano 
den  gesuchten  Abschnitt,  dessen  Endpunkt  man  mit  dem  Curvcn- 
punkto      zu  verbinden  hat,  um  die  Tangente  desselben  zu  erhalten 

Für  den  Wkl.  0,  welchen  die  Tangente  mit  der  m  Achse  bildet, 
ergiebt  sich  der  Ausdruck: 

^      bn    C08  nt 

tan  e>  =»  —  •  

am  cosmt 

Hieraus  ergeben  sich  mehrere  Folgerungen. 

Ist  co8n«  =  0,  so  ist  die  Tangente  der  x  Achse  parallel.  Der 
oscillirende  Punkt  befindet  sich  dann  auf  einer  horizontalen  Seite 
des  Amplitudenrechtecks.  Da  dies  (n  —  l)mal  Statt  findet,  wenn  « 
und  n  beide  ungerade,  dagegen  2n  mal,  wenn  eine  dieser  beiden  Zahlen 
gerade  ist,  so  folgt  hieraus  der  Satz: 

Jede  horizontale  Seite  des  Amplitudenrechtecks  ist  eine  vielfache 
Tangente  der  Curvc,  und  zwar  von  der  Ordnung  J(w  —  1),  wenn  m 
und  n  beide  ungerade,  dagegen  von  der  Ordnung  n,  wenn  die  eine 
Zahl  gerade  ist. 

Durch  Vertauschung  von  n  mit  m  ergiebt  sich  der  analoge  Satz 
für  die  verticalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks. 

Ist  gleichzeitig  cosm*  =  0  und  cosnf  —  0,  also  auch 

dt      u'    dt  u» 

so  wird  der  Wkl.  ß  und  auch  dio  Gleichung  der  Tangente  unbe- 
stimmt. Der  oscillirende  Punkt  befindet  sich  dann  in  einer  Ecke  des 
Amplitudeurechtocks.  Die  Gleichung  der  Tangente  einos  solchen 
Punktes  ist  bekanntlich: 

v  d*y     .        %  d*x 
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folglich  für  den  vorliegenden  Fall: 

bn?  sin  nt(i  —  x)  —  am2  sin  mt(rj  —  y)  «=  0 
oder  nach  Elimination  der  Grösse  t 

n*yG-x)-m*x(ri-y)  =  0 

in  welcher  Gleichuog  dann  x  =»  +  a,  y  —  ±  &  zu  setzen  ist.  Für 
die  Tangente  derjenigen  Ecke,  welche  im  ersten  Quadranten  liegt, 
ergiebt  sich  z.  B. 

Än*|  —  am*i]  -f  o$(to*  —  na)  -  0 
Diese  Tangente  bildet  mit  der  x  Achse  einen  Winkel  &,  für  welchen 

tan®  — 


Die  Richtungswinkel  der  Tangenten  eines  Doppelpunktes  des  er- 
sten Systems  sind  bestimmt  durch 


tan©  = 


tau©'- 


n     (2p -1  2q\ 
am'       m     /2p  — 1  .  2<A 

^  cos 5« cos-  (2p— 1)  g- 
anl'sin(2p-l)f  sin~^ 

n      /2p— 1  2<A 
».    008  2  *  {—  ~  ») 

-     »  (2e=!_  ??) 

2      \    m  n  / 


^  COSgttC08^(2p-l)| 
am  »   .  TO 

sin  (2p — l)2~sin  — g7r 
und  im  zweiten  Systemo 

sin(2p-l)|sin^  </* 

tau  S  —  •   ~ 

cos  571  cos  -  (2p  — 

sin  (2p sin'^* 

tan  6'  =  +  •  

am  cos^cos-(2p-l)* 
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Also  besteht  für  beide  Arten  von  Doppelpunkten  die  Relation 

tan  e  +  tau  &  —  0 

Daraus  folgt,  dass  die  beiden  Tangenten  eines  Doppelpunktes  ein 
gleichschenkliges  Dreieck  mit  der  x  Achse  bilden,  oder  anders  aus- 
gedrückt, dass  die  Halbirungslinicu  der  Wiukel,  welche  die  beiden 
Tangenten  eines  Doppelpunktes  mit  einander  bilden,  den  Coordiuaten- 
achsen  parallel  sind. 


§  11. 

Geschwindigkeit  des  oscillirendon  Punktes. 
Die  ersten  Differentialquotienten 

dx  tly 

-r  =  am  COS  mf,       —  =»  bnco&nt 

dt  dt 

geben  bekanntlich  die  Projectionsgeschwindigkeiten  des  oscillirendcn 
Punktes  in  den  Achsen. 

Die  Geschwindigkeit  in  der  x  Achse  erreicht  ihren  absolut 
grössten  Wert 

dx 

dt=±am> 

k 

wenn  t  =  -  n,  und  ihren  absolut  kleinsten  Wert 

Tll 

dx 

wenn  mt  =»  (2fc  +  l)  |.  Im  ersten  Falle  ist  x  =  0,  im  zweiten  Falle 
x  =  ±i  a.    Daraus  folgt  der  Satz : 

Die  Projectionsgeschwindigkeit  in  der  x  Achse  ist  am  grössten, 
wenn  der  oscillirende  Punkt  die  y  Achse  passirt,  und  am  kleinsten, 
wenn  derselbe  seinen  grössten  Abstand  von  dieser  Achse  erreicht. 

Für  die  Projectionsgeschwindigkeit  in  der  y  Achse  ergiebt  sieb 
ein  entsprechender  Satz: 

Aus  beiden  Projectionsgeschwindigkeiten  setzt  sich  die  Geschwin- 
digkeit in  der  Bahn  zusammen.  Mau  findet  letztere  nach  der  ali- 
gemeinen Formel:   

Dies  giebt: 
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v  «=  V a2  m*  cos'm*  -f~  b*n*co&*nt 
Die  Bahngeschwindigkeit  hat  ihren  grössten  Wert 

wenn  cosm*  «=  +  1  und  cos  nt  «>  +  1.  Der  oscillirendo  Punkt  be- 
findet sich  dann  immer  im  Coordinatcnanfangspunkte. 

Ihren  kleinsten  Wert  v  —  0  erreicht  die  Bahngeschwindigkeit, 
wenn  cosm*=-0  und  cosn<  «=  0.  Der  oscillirende  Punkt  befindet 
sich  dann  in  einer  Ecke  des  Amplitudenrechtecks.  Hier  findet  also 
eine  Umkehr  der  Bewegung  Statt,  wie  sich  schon  früher  bei  der  Con- 
stmetion  der  Curven  ergab. 

Wenn  der  oscillirende  Punkt  einen  Doppelpunkt  des  ersten 
Systems  passirt,  so  sind  seine  Projcctionsgeschwindigkeiten  entweder 
gleich  oder  entgegengesetzt  gleich,  denn  für  einen  solchen  Punkt  ist: 

dx  m 
dt  =  ±  am  8m  -  fl«, 

dy  n    Ä         „  7t 

-*«««.-  (8p 

Dasselbe  gilt  für  einen  Doppelpunkt  des  zweiten  Systems,  für  welchen 
man  erhält: 

dz  m  7t 

dt"amC0Sn  ^-!>2 

dy  .  n 

—  =  -f  in  sin  -  an. 

dt       —  m 1 

Daraus  folgt  weiter,  dass  der  oscillirende  Punkt  beim  ersten  Durch- 
gänge durch  einen  Doppelpunkt  dieselbe  Bahngeschwindigkeit  besitzt, 
wie  beim  zweiten  Durchgänge  durch  denselben. 

Das  Gesagte  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  um  aus  der  Zeich- 
nung der  Curve  zu  erkennen,  ob  man  es  mit  einem  Doppelpunkte 
des  ersten  oder  zweiten  Systems  zu  tun  hat.  Man  markire  nämlich 
die  Richtung  der  Bahngeschwindigkeit  beide  Mal,  wo  der  oscillirendo 
Punkt  denselben  Doppelpunkt  passirt.  Dann  zerlege  man  diese  Rich- 
tungen mit  Hilfe  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Geschwindig- 
keiten in  Componenten,  welche  den  Achsen  parallel  laufen.  Auf  diese 
Weise  findet  man,  dass  zwei  dieser  Componenten  dieselbe,  und  die 
beiden  anderen  entgegengesetzte  Richtung  haben.    Gemäss  der  obigen 

Werte  von  -g-  und  -rr  hat  mau  also  einen  Doppelpunkt  des  ersten 

oder  zweiten  Systems,  je  nachdem  die  beiden  Corapouontcn  in  der 
x  Achse  oder  die  in  der  y  Achse  entgegengesetzte  Richtung 
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Dieses  Kriterium  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn  für  <jp  =  0 
die  beiden  Grössen  m  und  n  beide  ungerade  sind.  Denn  in  diesem 
Falle  wird,  wie  früher  gezeigt  wurde,  die  Curve  2  Mal  in  entgegen* 
gesetzter  Richtung  durchlaufen.  Dann  fallen  aber  auch,  wie  ebenfalls 
früher  gezeigt  wurde,  beide  Systeme  von  Doppelpunkten  zusammen. 

Ob  und  welchen  Einfluss  die  Phasendifferenz  auf  die  Resultate 
dieses  §  ausübt,  ist  leicht  zu  erkennen. 

§  12. 

Krümmung  der  Curve. 

Für  den  Krümmungshalbmesser  einer  Curve,  deren  Gleichungen 
einen  Parameter  t  enthalten,  existirt  die  Formel: 

.  -  WEM. 

dy  d2x  dx  dPy 
dt  '  dt*  ~~dt  *  <äT 

Nun  ist,  unter  der  Voraussetzung  <p  =  0,  auf  welchen  Fall  die  Unter- 
suchung hier  wieder  beschränkt  werden  soll: 

am2  sin  ml 
bn*smnt 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  obige  Formel  ergiebt  sich: 

1         (a2  m2  COS2m<  -f-  b2  n2  COS2n/)l 
^      ab  mu    in  sin  mt  COS  nt  —  n  sin  nt  COS  mt 

woraus  durch  Elimination  von  t  folgt: 

J_  [m2{a2-x2)+n2{b2  —  y2)]\ 
9      »»»  vix  Yb*  —y*  —  ny  V a2  —x2 

Demnach  kann  der  Krümmungshalbmesser  g  für  einen  beliebigen 
Punkt  der  Curve  auf  ähnliche  Weiso  construirt  werden,  wie  in  §  10. 
die  Tangente. 

Als  besondere  Werte  von  q  sind  folgende  hervorzuheben: 

Im  Coordinateuanfaugspunkte  (x  =  0,  y  =  0)  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser unendlich  gross;  jener  Punkt  ist  also  ein  Wendepunkt, 
wo  die  Curve  den  Sinn  ihrer  Krümmung  ändert.  Dies  ist  in  Ueber- 
einstimmung  mit  §  6. 


dx  d2x 
r£  «=  am  COS  mt, 

dy  d2y 

_=ÄnC08n<,  p- 
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Befindet  sich  der  oscillirendo  Paukt  auf  den  horizontalen  Seiten 
des  Amplitudenrechtecks  (y  =  ±  £),  so  ist 


m*    oa  —  x* 

*  ~  »  »  '  ' 

spcciell  in  den  Schnittpunkten  der  y  Achse  (y  =  +  6,  x  =»  0) 

und  in  den  Ecken  des  Amplitudenrechtecks  (y  «=  i  A,  z^fa)  ist 
p  =  0 ;  dies  letztere  befindet  sich  in  Uebercinstimmung  mit  dem,  was 
früher  bewiesen  wurde,  nämlich,  dass  der  oscillireude  Punkt,  sobald 
er  in  eine  jener  Ecken  gelangt  ist,  in  seiner  Bewegung  umkehrt. 

In  Betreff  der  verticalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks  ergeben 
sich  analoge  Resultate. 

Für  die  Krümmungsradien  der  beideu  Curvcuzweigc,  welche  sich 
in  einem  Doppelpunkte  des  ersten  Systems  durchschneiden,  ergiebt 
sich : 


|af m* (sin  ™  qit^j  +  b*n*  (cOB  *  2p  —  l  |)  j* 


ab  win  m  n  n  m  n  n 

m  cos  n  qncos  -  (2p  -  1)  ^  ±  n  sin  -  qn  sin  -  (2p  —  1 )  2 

Diese  beiden  Krümmungsradien  sind  im  Allgemeinen  von  einander 
verschieden;  sie  werden  aber  ihrem  absoluten  Werte  nach  einander 
gleich,  wenn  eine  der  folgenden  Bedingungen  erfüllt  ist: 


1) 

cos"  gn  —  0 

2) 

cos  ^(2,-1,* 

=  0 

3) 

m 

sin  -  qn.  —  0 

*) 

sin  ^(2,7-1)! 

-  0 

Daraus  ergeben  »ich  ftr  die  Zahlen  j>  nod  q  die  folgenden  Bcdln- 
gnngsgleichongeo: 

1)     ",  =  |m+I> 
2;  %2p-lJ-2*+l 
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3)  =  * 

4)  "(2j>-l)=2fc 
w 

wo  Jfc  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Die  erste  Gleichuug  erfordert  ein  gerades  n ;  sie  ist  erfüllt  for 

q  —  jn. 

Die  zweite  Gleichung  erfordert  m  und  n  beide  ungerade;  sie  ist 
erfüllt  für  p  «=  |(m-f-l)  und  für  p  =  4(3m  +  l).  In  beiden  Fallen 
hat  man  aber  keinen  eigentlichen  Doppelpunkt  (vergl.  §  1.). 

Was  die  dritte  Gleichung  anbetrifft,  so  kanu  von  derselben  über- 
haupt abgesehen  werden,  da  q  nur  bis  n — 1  genommen  wird,  und  m 
und  n  relative  Primzahlen  sind. 

Die  vierte  Gleichung  endlich  erfordert  wieder  ein  gerades  n. 
Dieselbe  ist  erfüllt,  wenn  p  =  J(m-fl)  oder  p  =  £(3m+l). 

Das  Gesammtresultat  lautet  jetzt  folgendermassen : 

Für  einen  Doppelpunkt  des  ersten  Systems  können  die  beiden 
Krümmungsradien  nur  dann  einander  gleich  werden,  wenn  n  eine  ge- 
rade Zahl  ist.  Daun  sind  sie  aber  jedes  Mal  gleich ,  wenn  eine  der 
drei  Bedingungen 

q  =  i",  +         f»  — 1(3»  +  1) 

erfüllt  ist 

Der  Parameter  /  eines  solchen  Doppelpunktes  ist  also  entweder 

-:(*r-'+«) 
-?(«+?) 

-!(•+*)■ 

im  ersten  Falle  ist  sin  (m*)  —  0,  in  den  beiden  andern  Fällen  sinnt— 0. 

Für  die  Doppelpunkte  dos  zweiten  Systems  ergiebt  sich  auf  die- 
selbe Weise  das  Resultat: 

Die  beiden  Krümmungsradien  eines  Doppelpunktes  im  zweiten 
System  können  nur  dann  cinauder  gleich  werden,  wenn  m  eine  ge- 
rade Zahl  ist.  Dann  sind  sie  aber  jedes  Mal  gleich,  wenn  eine  er 
dr      "^nden  Bedingungen 


! 

I 


oder 


oder 


Digitized  oy^ 


lögl 


Himstedt:  Ueber  Lissajmis'schc  Ctirven. 


367 


V  =  |(*+ 1),      v  —  1(3"  fl  —  }"4 

erfüllt  ist. 

Der  Parameter  t  ist  dann  entweder 

-f(»+S) 

oder 
oder 

-:-(*=*+') 

Im  letzten  Falle  ist  sin  w<  =  0,  in  den  beiden  andern  Fällen  aber 
sin  mt  =■  0. 

Fasst  man  jetzt  beide  Resultate  in  eins  zusammen,  so  ergeben 
sich  folgende  Sätze: 

Die  beiden  Krümmungsradien  eines  Doppclpunktes  können  nur 
bei  solchen  Curveu  einander  gleich  sein,  für  welche  eine  der  beiden 
Zahlen  m  und  n  gerade  ist.  Sind  aber  m  und  n  gleichzeitig  unge- 
rade, so  sind  die  beiden  Krümmungsradien  eines  Doppelpunktes  stets 
verschieden. 

Und  ferner: 

Diejenigen  Doppelpunkte,  für  welche  die  beiden  Krümmungsradien 
gleich  werden,  liegen  auf  den  Coordinatcnachsen. 

Letzteres  ist  in  Ueboreinstimmung  mit  der  symmetrischen  Lage 
der  Curve  zu  beiden  Achsen. 

Vorstehende  Resultate  beziehen  sich  alle  auf  den  Fall,  wo  die 
Phasendifferenz  qp  =  0  ist  Dieselben  ändern  sich  in  unerheblicher 
Weise,  wenn  <p  einen  von  0  verschiedenen  Wert  hat.  Dann  treten 
an  Stelle  derjenigen  Curveu,  wo  m  und  n  beide  ungerade  sind,  alle 
diejenigen  Curven,  welche  durch  eine  Ecke  des  Amplitudenrechtecks 
hindurchgehen ,  und  au  Stelle  derjenigen  Curven ,  wo  m  oder  n  ge- 
rade, alle  diejenigen,  welche  nicht  durch  eine  solche  Ecke  hindurch- 
gehen. 

§  13. 

Quadratur  und  Rcctification. 

Was  die  Quadratur  derjenigen  Fläche  anbetrifft,  welche  von  einem 
Curvenbogen,  der  Abscissenachse  und  den  beiden  Endordinaten  be- 
grenzt wird,  so  ist  dieselbe  ohne  Schwierigkeit,  da  mau  dabei  auf 
ein  Integral  von  der  Form: 
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f  sin  nt  cos  (tnt  -f-  q> )dt 

geführt  wird,  welches  mit  Benutzung  der  trigonometrischen  Formel 

siucrcos/S  =  £sin(a-}-/J)-|-isin(a — ß) 

leicht  berechnet  werden  kann. 

Beispielsweise  erhält  man  für  den  Iuhalt  der  ganzen  von  der  Curve 

x     a  sin  *,      y  =  b  sin  2t 

eingeschlossenen  Fläche  den  Wert:  F  —  jjo£.  Dagegen  führt  die 
Rectificatiou  der  Curve  auf  eiu  Integral  von  der  Form 

/  Va2m*[c08(i»rf  -f-  <p)]*  -f-  i*n*[cOB  nt]*dt 

welches  im  Allgemeinen  durch  die  gewöhnlichen  Methoden  (d.  b. 
mittelst  Kreisbögen  und  Logarithmen)  nicht  ausführbar  ist,  so  dass 
man  zu  Näherungsformeln  seine  Zuflucht  nehmen  muss.  So  erhalt 
man  z.  B.  nach  der  bekannten  Simpson'schcn  Regel  für  die  Bogen- 
länge der  Curve 

x  «=  asin*,      y  —  \a sin 2t 

den  Wert: 

9  =  1,9408  .  .  .  an. 
Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Curve 

x  =  as'xnt,      y  =  £a  y  2  sin  2* 
mittelst  Kreisbögen  rectificirt  werden  kann;  man  findet  in  diesem  Falle: 

«  =  an  |/2. 

Anmerkung. 

Beim  Anfertigen  vorliegender  Arbeit  war  ich  durch  die  Ungunst 
der  Verhältnisse  leider  nicht  im  Stande,  die  einschlagende  Littcratur 
nachzusehen.  Abgesehen  von  dem  in  der  Einleitung  angegebenen 
Bande  der  Annales  de  Chimie  et  de  Pbysique  stand  mir  kein  den 
Gegenstand  berührendes  Werk  zu  Gebote.  Erst  nach  Vollendung 
meiner  Arbeit  erhielt  ich  durch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Stern 
in  Göttingen  Kcnntniss  von  der  Dissertation,  betitelt:  Die  Singulari- 
täten der  Lissajous'schen  Stirn mgabelcur von,  von  Wilhelm  Braon. 
Da  beide  Arbeiten  denselben  Gegenstand  behandeln,  so  möge  hier 
noch  angeführt  werden,  in  welchen  Punkten  sich  dieselben  berühren. 

Im  §  2.  seiner  Abhandlung  leitet  Herr  Braun  die  Ordnungszahl 
der  Lissajous'schen  Curve  ab,  indem  er  mit  Hilfe  der  bekannten 
Gleichungen 
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cos* y 

die  laufenden  Coordinaten  rational  durch  einen  Parameter  darstellt 
nnd  hierauf  die  Zahl  der  Schnittpunkte  mit  eiuer  Geradcu  bestimmt 

In  §  3.  wird  sodanu  der  Parameter  X  nach  der  Bezont'schcn 
Methode  eliminirt  und  die  Gleichung  der  Curve  in  Cartesischen  Coor- 
dinaten hergestellt.  Die  hierbei  gewonnenen  Resultate  siud  in  §  6« 
meiner  Arbeit  auf  anderem  Wege  abgeleitet. 

Im  §  4  bestimmt  Herr  Braun  die  Zahl  der  Doppelpunkte,  welche 
einer  Lissajous'schen  Curve  zukommen,  jedoch  nur  für  den  Fall,  wo 
dieselbe  uicht  durch  die  Ecken  des  Amplitudeurechtecks  hindurch- 
geht. Für  den  zweiten  Fall,  welchen  er  den  der  ausgearteten  Curvcn 
nennt,  wird  das  Resultat  ohne  spcielle  Ableitung  angegeben. 

Die  hierauf  bezüglichen  Resultate  sind  auf  ähnliche  Weise  in  den 
§§  7.  —  9.  meiner  Arbeit  für  beide  Falle  abgeloitot. 

Im  Uebrigen  behandeln  beide  Arbeiten  verschiedene  Themata 
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XXVII. 


Geometrische  Untersuchungen  über  kubische  und 
höhere  Curven  und  Gleichungen. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


Obgleich  auf  diesem  Gebiet  mehr  wie  auf  jedem  andern  zahllose 
Untersuchungen  angestellt  worden  sind,  so  ist  der  Gegenstand  noch 
keineswegs  erschöpft  und  liefert  namentlich  bei  Anwendung  geome- 
trischer Methoden  als  Interpretation  der  Gleichungen  manche  brauch- 
bare Ergebnisse. 

Die  nachfolgenden  Betrachtungen  über  die  kubischen  Curven  und 
Gleichungen;  über  das  einfache  Hyperboloid  als  geometrischen  Ort 
der  Wurzeln  der  ersteren  ;  die  Trisectionshyperbel  mit  ihren  harmo- 
nischen Beziehungen  nebst  ihrer  Bedeutung  für  den  casus  irredueti- 
bilis;  die  durch  eine  bestimmte  Winkelfunction  charakterisirten  Curven 
2tcn  bis  uten  Grades  und  ihre  specielle  Anwendung  auf  Kegelschnitte 
und  lemni8katischc  Linien  mit  ihren  Focal-,  Centri-  und  Scheitel- 
winkeln ergeben  mehrere  interessante  Sätzo  und  Relationen,  wie  dies 
stets  der  Fall  ist,  sobald  ein  mathematisches  Problem  aus  analytisch- 
geometrischem  Gesichtspunkte  betrachtet  wird. 

I. 

Es  Hego  vor  die  kubische  Gleichung 

x3  —  ax*+bx  —  c  =  0,  1) 
deren  Wurzeln  aus  der  kubischen  Curve 
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k2y  =»  x* — axi-\-bx —  c  2) 

für  y  =  0  hervorgehen.    Der  Eiufachheit  wegen  setzen  wir  k  —  1. 

Wir  differontiiren  2)  und  bezeichnen  n    mit  tgr,  dann  ist  der  Diffe- 

ox 

rentialquotient 

tgr  =  3x*—  2ax  +  b.  3) 

Die  Resultante  der  Elimination  von  x  aus  1)  und  3)  ist  nun 

tg t8  —  (a*  —  3b) tg t*  —  (4a3c  —  flW  -  lBoÄc  +  4A3+  27c2)  =  0 
oder 

tg  t3  —  (a*  —  3b)  tg  t2  —  Z)  =  0, 

wo  D,  die  Discriminante  der  kubischen  Gleichung  bei  reellen  Wurzeln 
stets  negativ  ist.    Der  Ausdruck  a-  —  3b  ist  die  quadratische  Variante. 

Wir  führen  ein 

x\  —  *2  =~  u3< 

^-^■=«1,  5) 
x3  —  a-,  =  uÄ, 

dann  ist  auch,  wie  bekannt 

M3  _  (a*  _  3&)u  +  Y—J)  =  o,  0) 

and  weil 

,    a*  —  3b        .  1 
cotr3  _ q  cotT~rZT]D 

80  folgt 

M,  tgT,  =  U,  tgTo  —  U3tgTs  =  V—  £>.  7) 

Die  Ordinate  des  Durchschnittspunktes  zweier  Tangenten  der 
kubischen  Curve  sei  r,  dann  ergibt  eine  einfache  Betrachtung 

—  cotr,  —  cot  To  =  *   , 

—  cot  ts  —  cot  ft1  8) 


tu 

— «  cotr«  — cotr,, 


»8 


und  weil 

so  resultirt  aus  8) 


1^  +  1*0+1*3  =  0, 

+  —  % 


9) 
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Vermittelst  der  Substitution  yon 

»3  y 

wird  y  durch  eine  reeiproke  Gleichung  6.  Grades 

y°  +  Ay*  +  By*  +  Cy*  +  By*  +  Ay  + 1  =  0 
bestimmt,  in  welcher 

,4  -  3, 
B  « 


ist   Aus  9)  folgt 


2(q»  —  36)3+7D 


1  +  - — 


v 

Wir  wollen  hier  und  für  das  Folgende  bemerken,  dass,  wo  die 
geometrischen  Grössen  u  und  v  mit  D  in  Verbindung  treten,  leüterc 

durch  ^  eigentlich  bexcichnet  werden  muss.   Es  ist  bekanntlich 

D  =  —  (*i  —  *s)' (*«  —  *a)2  (*3  — 
bei  reellen  Werten  negativ. 
Es  sei  nun 

,1 

oder 

*      D  1 

2  =  ,,«  1  12) 


D  +  1 


dann  wird  die  Gleicuuug  für  z 


,+n^V2^  -  O,  13) 
aus  welcher  die  Relation  folgt: 

t>i*-f-  /3  '       +  Z>  1~  V  +  D  5 
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Fahren  wir  in  13) 

z  -  m  —  1  14) 
ein,  so  orgibt  die  Vergleichung  von 

,  ,  («'-3*)»     ,  (a*-3&)3 
a)3+-  ^ —  ft>  +  ^ —  -  0  15) 


mit 


die  Beziehung 


demnach  ist 


.  .  a»  —  U         ,  1 
coU'H  =-    cott  +       —  0 


cotr  =  ar^,    »  =  ^qrö» 


mithin   

v*  +  D  V—D 

*3p"— 1>—  af  —  3& 
Ersetzen  wir  hierin  u  durch 

V=5 


16) 


18) 


a*  — 36-u* 
so  folgt  die  symmetrische  Formel 

«£fS  +  *_*  19) 

Vermöge  18)  finden  sich  noch  die  Formeln 


20) 


und  andere,  welche  den  Zusammenhang  der  Variabein  v  mit  der 
Discriminante  zeigen.  Diejenige  Gattung  kubischer  Gleichungen, 
deren  quadratische  Variante  und  Discriminante,  mithin  auch  ihre 
kubische  Variante  in  allen  Fällen  constant  ist,  bestimmt  vermöge  19) 
eine  Curve 

3T3-  ö* 


worin  die  zusammengehörigen  3  Paare  u,  etc.  als  Coordinateu 
auftreten. 
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Es  lassen  sich  noch  einige  Formeln  entwickeln,  wenn  wir  die 
trigonometrischen  Beziehungen 


cos3£ 


sin3e 


2a5— 9a&-f  27<? 


2(a*-3ä)l/a*-3£ 

V—  27  D 
2(a*— 36)1' 


f  q  3V-3Z) 
tgd6  =  2a*  -  9a* + 27c* 


vi  - 


während 


21) 


n  =  V$(a8  —  Sb)  sin  f,  etc. 
in  Verbindung  bringen  mit  18). 
Aus 

folgt 

oder  nach  einigen  Entwickelungon 


j/^tg^+e),  23) 
-j/^tg(60^£), 


ttl  -     V«aÄ-36)  sine, 

u,  V4(a»  —  3i)  sin(60°  +  e),  24) 

"3  -     Vl(a8-3*)sin(600—  «). 

Das  Dreieck,  welches  die  3  Taugcuteu  der  Curvo  iu  den  Sehuitt- 
punkten  mit  der  Achse  eiuschliessen,  hat  den  Inhalt 

=  +  «i»f + *3»a)  =  2a»-9o*  +  27c  •  *>) 

Ferner  ist 

t>i«>f +  ty>3  +  vaü,  =  Z>.  26) 
Die  kubische  Formel  für  »  ist  nämlich 
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und  hat  die  Redocente  aß  =  Oy. 

Demnach  ist 

(v,  +  v2  +  v3)  (»jt»!  +  t>,t>3     t^)  =  9tvy3, 

_W$__  =  p 


28) 


Aus  26)  geht  hervor,  dass  die  Summe  der  Produete  je  zweier 
Höhen  der  drei  durch  die  Tangenten  gebildeten  Dreiecke  die  Discri- 
minante  bildet 


Aus  7)  und  24)  resultirt  noch 


|/  -3£>       1  1/  —37) 


4(o*  — 36)  siu*'  —     r  4(a*  —  36) "  sin(60°  +  f)* 

|/   —  3lT~  1 


4(a*—  36)sin(60°  — t)' 

Von  diesen  bis  jetzt  entwickelten  Formeln  werden  wir  zum  Zwecke 
einer  verallgemeinerten  geometrischen  Betrachtung  sogleich  Gebrauch 
machen. 


II. 

Betrachtet  man  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

x3  —  ax*  -f-  bx  —  c  =  d  =0, 

welche  wir  jetzt  mit  x,  y,  •  bezeichnen  wollen,  als  Coordinaten  eines 
Pnnktes  im  Raame,  so  entsteht  die  Frage,  welchen  Raumgcbildon 
dieser  Punkt  entspricht.  Wir  wollen  nachweisen,  dass  eine  centrische 
Fläche  zweiten  Grades  und  zwar  das  einfache  Hyperboloid  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  genügt. 


Die  Gleichung  4)  geht  wegen  tgr  =  «    über  in 
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und  endlich  noch 

(inirr'Mir8-8  « 

Die  Abloitung  dieser  Gleichungen  hat  keine  Schwierigkeii. 
Wir  bezeichnen  nnn  die  Ausdrücke 

dj 

3*,'  ^     d«  »■  tgT„  tgT* 

in  folgender  Art: 

a^-^  s,-*. 

indem  wir  annehmen,  dass     >    >  ^  ist. 
Aus  30)  und  31)  folgen  nun  die  Relationen 

~  4- 1?      »*  , 
■4*  = 

33) 

,    y  z 
A*  '  ß*      C*  =  °» 

ferner  ist 

a~a  •  a 

und  drilL*^  °harakt€risirt  oin  H3T>erboloi(i  die  zweite 

Das  einfache  Hyperboloid  hat  zunächst  die  Eigenschaft 

A*      2J*  —  c,s'  **) 
und  ist  deshalb  ein  gleichseitiges. 

Dio  genannten  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  und 

cZ^T^  7  weni,  ^  mit  der  Fläche  die 

stXn        •  *    8  WurZeI°  dGr  kubi8c^n  Gleichung.   Diese  Flächen 

H ^  mitltelst,gd  UtÜInliCIhCÜ  CiUfaChen  BeziChUDg011  ZU 

wollen  ana,>tischen  Geometrie  des  Raumes  jetzt  ableiten 
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schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Linie  zweiten  Grades,  deren 
Horizontalprojection  vermittelst  Elimination  von  *  gefunden  wird. 
Die  allgemeine  Form  ist 

A1z*+B1y*  +  2Cixy  +  2D1x  +  2E1y  +  Fx  =  0,  35) 

welche  in  nnserm  Falle  übergeht  in 

**  2xy      2ax      2ay  a* 

&  +  A*  +  C*-"C*  ~~  C*  +  ~C*  +  1-°-  3G) 

üm  zu  entscheiden,  welcher  Gattung  von  Kegelschnitten  diese  Curvo 
zugehört,  bilden  wir  den  Ausdruck 

derselbe  ist  wegen  34) 

1,1  ,1 
A*  +  A*B*  +  i**' 

also  grösser  als  0  und  es  bedeutet  die  Gleichung  36)  eine  Hyperbel, 
deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten 

aA*  aB*  3?) 


z*2  -  c2'  yi2  +  /i2  -  c* 

hat.   Gemäss  der  Bedeutung  von  A*,  B*,  C2  sind  dieselben  auch 

aA*  aB* 


38) 


a*-3&'    a2  —  3ä 

also  reell,  weil 

A1E1*  +  B1n1*+(t\*  —  AiBJ)F1  —  2C\D1El  -  —  /;  39) 

oder 

-.^i-^+C'  +  q»  _  a2-(a2-3&)  _  3* 

+  ^2C'2  +^2Ö*6'2        — D  h1' 

von  Null  verschieden  ist.   Dabei  kann  A^O  sein. 

Wenn  dagegen  in  der  kubischen  Gleichung 

x3  —  ax*  -\-bx  —  c  =  0 

&  =  0  ist,  so  geht  die  Hyperbel  3G)  in  ihre  Asymptoten  über  und 
ihr  Durchschnittspunkt  besitzt  die  Coordinaten 

A*  B* 

—,    —  41) 
a  a 

Betrachten  wir  nun  den  Schnitt  der  Ebene  mit  dem  Hyperboloid, 
die  Mittelpuuktscoordinaten  der  Hyperbel,  worin  die  Ebene 
schneidet,  bezüglich 
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^-.^ 


;.  ^:r  Pi-.r:  J-r^  -*-zji  i  :< Msst-riaTa  iö  der 
J'-i::.;  >:.ä>s  ßtix-ii.  la^in^:.  **an  s  häit  isL 

71  Z»^;  i'^'h.  i>-*Kl  PvZjr.  Z^.ZrZ  i-z 


Wj  d-rü  HjT-rrvrl«-:-!!!:::  r-^ixi-^r  zzz  r^mzi^i.   >"a<±  den 

%v::?i**i2£*l  Ut  Ebene 

<a      a  a 

v/  y  -.n  die  ry-EV-ne  und  mit  »;■  iea  Winkri  raison*?::  lirer  Höräontal- 
%j>ur  or;d  der  r- Achse.  0.4  =  o  Ut  c*:r  Abschnitt.  <fcn  sie  mit  der 
y\c\i:H  ein«/;tme*ät 

Dem^emä&s  ist  die  Transformation  der  Coonüaatea  durth  die 
Formeln 

x  =  x'coä  O  —  /sin  v  cos  fr. 

y  =-  x'sin  ^-f-y'cost'cosfr-f-o.  43) 
z  *=  y'sinfr. 

definirt,  die  Horizontalspur  ist  die  x,- Achse,  A  der  Anfangspunkt 

In  der  allgemeinen  Gleichung 

A'z*  +  B'!,*+2C'xi,  +  2D'z+2E'9  +  r=  0.  44) 

welche  durch  Einsetzen  der  Ausdrücke  43)  in  33),  hervorgeht,  ist 

.     costp*     sunj>*  /sin^*  ,  cos**\        _  sin^M 

-4  -         +  " b^     D  =         +  -/Ti")  cos**  - 

45) 

_  U*-i**) 

C  =  — —  sin  y  cos  tf/  cos  fr. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Schnitte  der  Fläche  gleichseitige  Hy- 
perbeln werden,  so  muss  die  Bedingung  A'+B'=  0  erfüllt  sein,  ond 
es  wird  jeder  Schnitt  den  Asymptotenkegel  in  2  Geraden  schneiden. 
Setzen  wir  nun  die  Werte 

sin     =  i,  cob  tf/*  =>  J,   tgfr*  —  2 

{m  in  die  Bedinguugsgleichung,  so  resultirt  schliesslich  aus  dieser 
1     »lor  allgemoiueu  Formel 
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infolge  von  34)  eine  identische  Gleichung,  woraus  also  hervorgeht, 
dass  in  unserm  Falle  alle  hyperbolischen  Schnitte  der  Fläche  gleich- 
seitige Hyperbeln  sind.  Eine  Untersuchung  für  den  elliptischen  Kegel 
hat  dasselbe  Resultat.    Wir  untersuchen  ferner  den  Schnitt  der  Ebene 

-+  ■*  ---0 

und  der  Flache.  Die  erstero  geht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinateii.   Der  Ausdruck  t\*  —  AXBX  geht  für  diesen  Fall  in  Null  über, 

und  die  Gleichung  der  Horizontalprojection  wäre  demnach  für  T^O 

eine  Parabel. 

Da  aber  T  verschwindet,  degencrirt  die  Parabel  zu  zwei  paral- 
lelen Geraden,  deren  Gleichungen  sich  leicht  nach  dem  Vorigen  ent- 
wickeln lassen.   Sie  sind 

AB 

*-y  =  ±  c-  47) 

In  Bezug  auf  den  Schnitt  der  Ebene  mit  der  Fläche  sieht  man 
sofort,  dass  die  Ebene  den  Asymptotenkegel  des  Hyperboloids  berührt, 
mithin  der  Schnitt  selbst  zu  zwei  parallelen  Geraden  degenerirt. 

Um  die  Stellungswinkel  der  Ebene  zu  bestimmen,  benutzen  wir 
die  Gleichungen 

1  J_ 

A*  . 

COS  g  —      .  ~  == ,      C08/3  =  ■  r—  ~  -   f  "  ^~  ~f  ' 

VÄi  +  Bi  +  ci  r^  +  S^  +  c* 

48) 

J_ 

eosy 


+  &  +  & 
Die  Transformation  dieser  Ausdrücke  ergibt 

1__   


C08O 


49) 


Da  nun  wegen  7)   

ui  tßTi  ö  Y—O 

und  nach  24)   

Ml  =  Yi(a*  —  3b)  sin  s 

ist,  so  gibt  die  Substitution  dieser  Grössen  in  49)  nach  einigen  Re- 
duetionen  die  einfachen  Relationen 
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cos  a  «=     V|  sin  s , 

cos/J«     y|8in(600-c),  W) 

cosy  =  —  V|"sin(60°+f). 

Wir  wollen  ferner  die  Stellung  der  beiden  Ebenen  zu  einander 
betrachten  und  erinnern  daran,  dass  die  Ebenen,  deren  Gleichungen 

A  x+By+Cz  =  D, 

charakterisirt  sind,  aufeinander  senkrecht  stehen,  wenn  die  Bedingung 

AAi  +  BB^CC^O 

erfüllt  ist.  Dieser  Bedingung  aber  genügen  in  Folge  von  34)  die 
Ebenen 

A2  -r  -ß*  —  Qi  —  0, 

a  1   a  1  a  1 

und  diese  stehen  demnach  auf  einander  senkrecht. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Richtungswinkel  der  Durch- 
schnittsliuie  beider  Ebenen  berechnen. 

Die  Gleichungen  ihrer  Projcctionen  auf  die  Ebenen  xy  und  xi 

sind 

(l*  +  ^)*  +  (i*  +  £s)s'  " 

54) 

(i»2""^)x+(i«  +  ^);j  -  w 

Nach  bekannten  Formeln  erhält  man  hieraus 

-  +  - 

nach  Früherem: 
M™  bemerke,  dass 


COt  Tg—  COtTj,= 

*1 
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worin  —  durch  23)  und  24)  bestimmt  ist,  und  das  Resultat  dieser 
Substitution  ist  schliesslich: 

C08C*'=  VjCOSf, 


Die  Stellungs-  und  Richtungswinkel  der  genannten  Ebenen  und 
ihrer  Durchschnittsgeraden  stehen  demnach  in  einfachem  Verhältniss 
zu  dem  trigonometrischen  Winkel  £  der  kubischen  Gleichung. 

Das  Vorstehende  zusammenfassend,  bestimmt  demnach  die  eiue 
gegen  die  Coordiuatenachsen  symmetrische  Ebene  in  ihrem  Schnitt 
mit  dem  Hyperboloid  eine  gleichseitige  Hyperbel  als  geometrischen 
Ort  der  gesuchten  Coordinaten  xyz\  die  andere,  den  Asymptotenkegel 
berührende  Ebene,  deren  Spuren  in  der  xz-  und  yz-  Ebene  durch 

Z  C2  Z  C* 

j  — ■  -jj  und     —  ~Bi  definirt  sind,  erzeugt  auf  der  Fläche  ein  System 

von  zwei  parallelen  Geraden,  deren  eine  in  ihrem  Durchschnitt  mit 
der  Hyperbel  die  Wurzeln  xyz  liefert.  Der  Mittelpunkt  dieser  Hy- 
perbel liegt,  wenn  o  von  Null  verschieden  ist,  ausserhalb,  auf  oder 
innerhalb  des  Hyperboloids,  je  nachdem  b  positiv,  Null  oder  negativ 
ist.  Ist  aber  a  =  0,  wird  also  die  kubische  Gleichung  zu  einer  redu- 
cirten,  so  geht  auch  die  erste  Ebene  durch  die  Spitze  des  elliptischen 
Kegels,  und  b  ist  dann  <  0.  Für  diesen  Fall  werden  die  Stellungs- 
winkel der  durch  den  Punkt  xyz  gelegten  Tangentialebene  des  Hyper- 
boloids durch  folgende  leicht  abzuleitende  Formeln  ausgedrückt: 


und  der  betreffende  Punkt  hat  vom  Anfangspunkt  die  Entfernung 
=  Va*  -  2b. 

Wenn  nun  auch  die  entwickelten  Resultate  die  directe  Auflösung 
der  kubischen  Gleichung  nicht  liefern,  so  haben  sie  doch  insofern 
theoretisches  Interesse,  als  die  als  Raumcoordinaten  anfgefasstcu 
Wurzeln  der  Gleichung  durch  die  eines  Punktes  eines  einfachen 
Hyperboloids  definirt  werden  können  und  dass  die  analytischen  Eigen- 
tümlichkeiten der  Gleichung  durch  die  geometrischen  Eigenschaften 
der  Durchschnitte  der  durch  die  Gleichung  bestimmten  Ebenen  mit 
der  Fläche  sich  zwanglos  deuten  lassen. 

Bezüglich  der  quadratischen  Gleichung  x*  —  ax-\-b  «=  0  bemerken 
wir  noch,  dass  die  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  Geraden  x+y-=>a 

und  der  gleichseitigen  Hyperbel  x% — y*  oVa*  —  4b  die  Wurzeln  der 
Gleichung  darstellen. 


cosj3'« 
cos  /= 


Vjcos(60°—  e), 
Vf cos(60°+  i). 


57) 


Vjsin2£,   V|  sin  2(60° — «),   Vj  sin  2(60°  +  f), 


58) 
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III. 

Um  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  gehen  wir  zonäebst 
wieder  von  Gleichung  2)  aus.  Iu  der  Ebene  dieser  Curve  nehmen 
wir  einen  beliebigen  Punkt  u',  v  an,  verbinden  ihn  durch  Gerade 
mit  den  Durchschnitten  der  Curve  und  der  Abscissenachso  und  be- 
zeichnen die  Winkel  derselben  mit  der  Ordinate  v  durch  t.  Dem- 
nach ist  (nach  Weglassung  der  Accente) 

x  «=  u  +  v  tg  o).  59) 

Setzen  wir  diesen  Wert  ein  in 

x*  —  ax*-\- bx  —  c  «=»  0, 

entwickeln  nach  Potenzen  von  tgf,  so  resultirt 

,  ,  (3u  —  a)       t  ,  3m2  —  2au  +  b  n*  —  au*  +  bu—c   n  „v 

tg»a  +  -        -t««H  ~ tgcoH  =0.  60) 

Nun  besteht  aber  die  Gleichung 

.      ,      v*(a — 3u)  -f-us  —  <iu*4-bu  —  e 
«••  +  •»  +  •»>  =  «<«,»- 3«» +  27»^*)  '  61) 

welche  für 

A>l  +  G>2+«>3  —  ±90°  62) 

die  Bedingung 

3u»-2au  +  Ä-t>2*=0  63) 

verlangt.  Dieselbe  ist  aber  nichts  anders  als  die  Gleichung  einer 
Hyperbel 

V"  —  3>)  —  3  =  ~9"  M) 


mit  den  Achsen 


9 

Bekanntlich  ist 

«2-3*  «  i((x1-^)^  +  (o:,-x8)»+(x5-a-1)2) 

die  quadratische  Variante  der  kubischen  Gleichungen. 

Diese  Hyperbel  besitzt  ausser  andern  allgemeinen  Eigenschaften 
noch  eine  bemerkenswerte  und  für  die  kubischen  Gleichungen  wichtige 
Eigenschaft,  welche  wir  aus  dem  Vorstehenden  ableiten  wollen. 

Es  liege  xx  =  A  rechts  vom  Anfangspunkt  in  der  grossen 
Halbachse,  und  x3  —  —  2A  =  —  C  links  davon  in  der  Excentricitat, 
wir  verbinden  die  genannten  Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte 
des  ersten  Astes  durch  Gerade,  welche  mit  der  x-Achse  die 
A.  und  A8  bilden,  dann  ist  nach  62) 
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2^+13  =  180°.  65) 


Den  einen  Schenkel  von  A,  verlängern  wir  bis  zum  Durchschnitt  mit 
der  Asymptote,  der  Winkel  zwischen  beiden  sei  f,  dann  ist,  weil  der 
Asymptotenwinkel  2.G00  beträgt, 

60°  +  f, 

mithin 

2e  -  60° -i3. 

Der  Winkel  an  der  Spitze  des  durch  die  Brenn-  und  Schcitclliuie 
mit  der  Achse  gebildeten  Dreiecks  ist  aber 

X1_;i3~600-A3  +  *  =  3f,  66) 

woraus  hervorgeht,  dass  der  durch  die  Scheitelgcrado  mit  der  Asymp- 
tote gebildete  Winkel  der  dritte  Teil  ist  des  Winkels  zwischen  dieser 
Scheitelgcraden  und  dem  Brennstrahl  aus  der  andern  Hälfte  der  Curve. 
Vermittelst  der  Hyperbel 

I-  —  1 
a»  ~~  3a*  -  1 

ist  man  also  im  Stande,  die  Trisection  eines  Winkels  aufs  einfachste 
zu  lösen.  Der  Winkel  V  ist  =  60° -ff.  Um  nun  möglichst  allge- 
meinere Resultate  zu  erlangen,  wollen  wir  die  gefundenen  Eigen- 
schaften in  Verbindung  bringen  mit  den  reellen  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichung  x3— px  — g  =•  0,  welche  bekanntlich  ausgedrückt  werden 
durch 

x\  *=  Vfe>8inf, 

x,  -  VSsin(60°-f),    *  67) 
*s- V&sin(60°+0, 
sin  3f  =»  — t1 


Das  genannte  Dreieck  giebt 


xs  sin(60°-H) 
3a  ~  sin3f 


68) 


die  obigen  Formeln  geben 


sin(60°+£) 


q  "       sin  3f 

o  - 


69) 


demnach  ist 


a  =  J.  70) 


I 

i 
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Der  dem  Dreieck  umbeschriebene  Kreis  schneidet  den  zweiten  Ast 
in  noch  zwei  Punkten,  deren  Brennstrahlen  OXx  und  welche 
wir  bezüglich  mit  x1  und  a-8  bezeichnen  wolleu,  in  nachstehender  Art 
berechnet  werden  können.  Zuuächst  ist  bei  Ansicht  des  Dreiecks 
OAXi%  worin  Wkl.  O  =  2c  und  Wkl.  A  -  c, 

3a  =  2/;  sin  3c      (R  =  Radius  dos  Kreises)  71) 

oder  wegen  70) 

3q  =  27?  sin  3c.  72) 
V 

Führen  wir  hierin  sin  3c  aus  67)  ein,  so  kommt 

Ä  -  J/f  73) 
Da  der  zu  xx  gehörige  Periphcricwinkel  =  c,  so  ist  ferner 

=  2Ii  sin  c  =  V  ip  sin  c  74) 

und 

a-,  =  27?  sin(60°— c)  =  >'lpsin(60°  —  c).  75) 

Das  Resultat  ist  also,  dass  die  Brennstrahlen  0XX  OXt  OXs  der 
Hyperbel  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  x3 — px-\-q  «0  sind, 
die  durch  die  Relationen  70)  und  73),  welche  die  grosse  Achse  und 
den  Radius  des  Kreises  bestimmen,  leicht  construirt  werden  können. 
Dreieck  XXX^XÜ  ist  gleichseitig.  Wir  verlängern  die  0X1  etc.  bis 
zum  andern  Hyperbelast  und  bezeichnen  diese  neuen  Breonstrahlcn 
mit  OY,  «  y„  0Yt  -  y2,  0YZ  =  y3. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  Wkl.  XSAY$  =90°,  dass  mithin 
auch  XyA  Fj  =  90°  sein  muss,  so  gehen  ohne  Weiteres  bei  Betrach- 
tung der  entsprechenden  Dreiecke  noch  die  Formeln  hervor: 

Vi  —  Vipcosc, 

Vi  -  y^cos(60°-c),  76) 
V*  =  V|pcos(600  +  c), 

cos  3c  —  — 3!L, 

pVip 

die  demnach  mit  den  ersten  geometrisch  verknüpft  sind. 

Der  durch  den  Scheitelpunkt,  den  andern  Brennpunkt  und  durch 
K,  gehende  Kreis  geht  auch  durch  Yt  und  rs.    Die  Kreiscontn 

haben  die  Abscisscn  —  ^- 
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Man  bemerke  noch  die  Verhältnisse 

*>  -  tß-,    *  -  tg(60°-g)    ^  _  tg(6Q»+t)  7? 
"  tg3e'    y,  tg3e     '    y3  =      tg3c  ' 

Bezeichnet  man  die  Sehnen  der  Hyperbelpunktc  .V  und  F  mit  *,  so 
folgt  aus  den  letzten  Relationen: 

s      2  cos* 

-  —  5-  etc. 

x     cos  3* 

nud  es  ist 

n1:Mi:s3  -=  cos b  :  cos(60°  —  e) :  cos(60°  +  * )»  78) 
im  Vergleich  mit  23)  besteht  noch  die  Proportion 

yi  tote     1  32 

Die  harmonischeu  Verhältnisse  wollen  wir  noch  zum  Schlüsse  in 
Kürze  berühren.  Nennen  wir  den  Durchschnitt  einer  der  Brcnn- 
strahlen  OX1Yl  mit  der  Ordinate  des  Kreiscentrums  Ü,,  so  ist  die 
Strecke  OOx  in  den  Punkten  Xx  und  F,  harmonisch  geteilt.  Ebenso 
sind  X2  F2  und  X3  F3  bezüglich  zu  OO,  und  OOa  zugeordnete  har- 
monische Punkte.  Diese  Verhältnisse  wollen  wir  indessen  nicht  weiter 
mehr  erörtern.  Man  vergleiche  über  diesen  Gegenstand  eine  frühere 
Abhandlung  in  dieser  Zeitschrift,  in  welcher  wir  auch  die  übrigen 
Fälle  der  kubischen  Gleichungen  geometrisch  discutirt  haben. 

Die  soeben  für  den  P'all  einer  kubischen  Gleichung  abgeleiteten 
Resultate  können  erweitert  werden,  wenn  wir  die  Gleichuug  4.  Grades 

x«_ax3+6x*  -cxJfd  =  U  —  0  80) 

zu  Grunde  legen.  In  der  Ebene  dieser  Curve  verbinden  wir  den 
Punkt  uv  mit  den  Durchschnittspuukten  derselben  und  der  A-Achse. 
Daun  ist  wie  früher  x=  ?<-f-rtgiü.  Diese  Substitution  von  x  in  80) 
liefert  eine  Gleichung  für  tga>  und  es  besteht  die  Formel 

81) 

»2(a-4u)+4u3— 3auf+2Äu— c 

Es  sei 

w,  +  wj,  +  w3  +  ca4  =  180°,  82) 

dies  bedingt 

a  —  4m 

Die  Division  ergibt,  wenn  wir  die  Rcduccnte  as—  iah -{-Sc  «  0  ein- 
führen, als  Resultat 
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„»-„»-?tt-.4(««-46)-0, 

d.  i. 

mithin  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Der  Rcduceute  entspricht  die  Gleichung  ri  -\-x2  —  x3  —  xi  =  0 
Setzen  wir  der  Einfachheit  wegen  noch  x,  =  —  x2  uud  x3  =»  -xt 
voraus,  so  reducirt  sich  die  letzte  Gleichung  auf 

für  A,  =  90  — f  hat  man  also  mit  dieser  Curve 

d.  h. :  Bestimmt  man  auf  der  A'- Achse  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
m2 — v*  —  A2  vier  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  symmetrisch 
liegende  Punkte  xxx^  und  — Xj — x,  so,  dass  die  Relation  Xj2-}-*!*  — 
2A-  =»  C2  (C  -=  Excentricität)  stattfindet,  und  zieht  dann  von  einem 
Hyperbelpunkt  nach  diesen  4  Punkten  Gerade,  welche  mit  der  X- 
Achse  die  Winkel  Ax,  A2  etc.  einschliesscn,  so  ist  A1-r-A3}-f-*3+A4  =  l&P. 
Wir  wollen  hieraus  einige  Sätze  ziehen,  die  vielleicht  neu  sein  dürften. 

Fallen  zwei  Punkte  in  den  entsprechenden  Brennpunkt,  die  bei- 
den andern  also  in  den  Anfangspunkt,  so  bestehen  für  2  Curven- 
punkto  die  Relationen 

Z,,  +  2L1  +  L4=  180°. 

Ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  ah,  und  führen  die 
Focalwinkcl  /  und  sowie  den  entsprechenden  Ceutriwinkel  c  ein. 
so  ist  wegen  Lx  — Xx         A4  —  Z,4  =  /„  A2 — Lt  =  c 

f-f'=2c,  87) 

und  man  bat  den  Satz: 

Der  Centriwinkel  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  der 
halben  Differenz  der  Focalwinkel,  welche  mit  ihm  auf  gleichem  Bo- 
gen stehen. 

Liegen  endlich  je  zwei  Punkte  in  den  Scheitelpunkten  der  Hy- 
perbel, so  ist  A,-f-A4  «=  90°  und  für  einen  zweiten  Punkt  L1-\-Li  =  9(f. 
Die  Differenz  ergibt  Scheitelwinkel.   Damit  haben  wir  den  Satz: 

Die  beiden  auf  demselben  Bogen  stehenden  Scheitelwinkel  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  sind  einander  gleich. 
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Dieser  Satz  lässt  sich  erweitern: 

Ein  Durchmesser  2r  dieser  Hyperbel  schliesse  mit  der  X-Achse 
den  Winkel  a  ein,  seine  Endpunkte  verbinden  wir  mit  einem  Punkte 
hp  der  Curve,  und  die  betreffenden  Geraden  mögen  mit  der  Achse 
die  Winkel  l  und  A,  bilden,  dann  ist 

v — rsin«  , .  ?>4-rsinor 

tgk  =  — — ,      tg  V—  —  . 

°        u  —  rcosa         ^  u-f-rcos« 

< 

soll  nun  i  +  A'=  90°  sein,  so  verlangt  dies 

w         4      i'3  — r2sinas 
^    ^  w2— r*COS«- 

d.  i. 

~  ?;2  ==  r2  cos  2a  =  A*.  88) 

♦ 

Also :  Die  auf  demselben  Bogen  stehenden  Peripheriewinkel  nach  den 
Endpunkten  eines  Durchmessers  einer  gleichseitigen  Hyperbel  sind 
einander  gleich. 

Auch  hier  gilt  der  Satz,  sofern  er  im  richtigen  Siun  genommen 
wird :  • 

Der  Winkel,  den  die  Tangente  der  Hyperbel  mit  der  Sehne  macht, 
ist  dem  Winkel  im  gegenüberliegenden  Hyperbelast  gleich. 

Hieraus  folgt  eine  Coustruction  der  Curve. 

Ferner  folgt  noch  aus  den  Formeln  66)  der  Trisectionshyperbel, 
dass  ein  Focalwinkel  des  einen  Astes  doppelt  so  gross  ist  als  der 
Scheitelwinkel  des  andern  Astes,  sofern  dieselben  auf  gleichem  Bo- 
gen stoben. 

Die  eben  skizzirten  Methoden  lasson  eine  Verallgemeinerung  zu 
für  die  Gleichung  nten  Grades  mit  reelleu  Wurzeln 

x"  —  ax»-l  +  bn'2  .  .  .  px  +  q  =  y  —  0.  89) 

Wie  vorhin  verbinden  wir  die  durch  die  Wurzeln  bestimmten  Punkte 
der  Jf-Achse  mit  einem  Punkte  R(<p)  der  Ebene  xy  und  bezeichnen 
die  Winkel  zwischen  diesen  Geraden  und  R  mit  6,  dann  ist 

ß      ™*  R  —  XCOBCp 

Den  aus  dieser  Formel  folgendeu  Wert  von  x  setzen  wir  in  die  obige 
Gleichung  ein,  und  es  lässt  sich  aus  der  resultirendeu  Gleichung 

tgÖM  —  vltg0«-i  +  ingÖ»-2  .  .  .=0 

die  Formel  für  die  Tangcntonsumme 

25* 
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benutzen.    Man  findet  schliesslich 

91) 

/?" -1  g  sin  y  -  7?"-2  &  sin  2y  +  7?"-3  c  sin  3<p  ... 
tg(«i  +     ...      -  y?„ ; _r^-Ta cos 9  +  cos 2g>  —  Ä"-3~ccos3g>... 

Setzen  wir 

+         ©„  <=  t7, 

so  ist  auch 

92) 

Ii»  sin  17  —  TP1-1  a  sin(  L7  — |—  qp)  — f—  Ä»'-26sin(  [/+  2<p)  ...</sin(  6r+n7)  =0. 

Man  kann  diese  Polargleichungen  nach  Belieben  modificiren,  indem 
man  über  U  oder  die  Constanten  <j,  1  etc.  willkürliche  Annahmen 
macht.  Man  findet  dann  einige  neue  Eigenschaften  dieser  Curven. 
Ist  beispielsweise  U     90°,  so  besteht  die  Bedingungsgleichung 

— /?M-1rtcos<p+/f"-2&cos2<p    .  =  0.  93) 

Für  r/=  0  oder  180°  ist 

/*"-l«sing>  —  sin  2<)P-f-/^  :1£8in3gr  .  •  v«  0.  94) 

Die  erste  Gleichung  wird  für  n  =  4 

/?*  —  /?3(X1  +  3*2  +  *3  +  X4 )COS  <P  +  R2{xxTt  +  «3*4  . .  .)C08  2<p 

—  R(xxx»xs  . .  .)cos  3<p  +  'i's's^  cos  ^qp  95) 

und  diese  Curvc  hat  wie  überhaupt  die  meisten  Curven  dieser  Art. 
eine  schleifenähnliche  Form,  welche  an  die  Lemniskatcn.  ConchoiüYn 
etc.  erinnert.  Anstatt  die  Strecken  x^  auf  der  Abscissenachse  allein 
abzutragen  empfiehlt  es  sich  auch  die  Ordinatenachse  dazu  zu  be- 
nutzen. So  möge  die  erste  Achse  zwei  Punkte  -f-m,  —  t»,  die  andere 
die  Punkte  -f-n,  —  ><  enthalten.  Wir  verbindeu  diese  Punkte  mit 
dem  Punkte  xy  der  Ebene  durch  Gerade,  dann  ist 

tg©i  -  —    ,     tgöj,  -  —    ,     tg  08  =  -- -  ,     tg©4  =  — 

Die  Formel  für  die  Winkelsutmne  nimmt  die  Gestalt  an 
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tgu  -  tg(-  ©,  +  e,-  «„+ e4>  -  (w, 

Wir  führen  ein 

**  sin  2«  =>  (m2  +  »*)co8 tf, 

**cos2«  =  (m*-«*)sin6r.  9r) 


Demnach  wird 


ji*  _         ä*cos2(oj  +«)  =  ro*«2-  98) 

S 1  Ii  o 
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Soll  diese  Formel  mit  der  Gleichung  der  Lemniskato  (Cassinische  Linie) 

fr  —  2c*Ii*  cos  2i/>  +    =  q*  99) 
identisch  werden,  so  muss  sein 


100) 


cos  U  =~  -s  sin  2a, 


uud  m  und  w  sind  jetzt  zwei  aufeinander  senkrecht  stcheude  Radien- 
vectoren  der  Lemniskato,  deren  erster  mit  der  .Y-Achse  den  Wiukcl 
er  bildet.    Diese  Lemniskate  ist  ein  geschlossenes  Gauzes. 

Nun  ist 

C7=,  — Öj  +  Öj,  — ®3  +  Ö.i.  101) 

Nennen  wir  die  Complementc  von  0,,  etc.  Ax  Ii,  C,  D,  so  ist 
für  zwei  Curvenpunkte 

A  —  B+C—  D  =  A'—lf+C'—  D'. 

Da  aber  a  =  A  —  A\  etc.  Peripheriewinkel  des  Bogens  PP*  in  Bezug 
auf  die  Eudpuukte  der  genannten  Durchmesser  sind,  so  ist 

<*  +  /3-y  +  <3.  102) 

Hieraus  resultirt  der  Satz : 

Verbindet  man  die  Endpunkte  zweier  seukrecht  aufeinander 
stehenden  Durchmesser  einer  aus  einem  geschlossenen  Ganzen  be- 
stehenden Lemniskate  mit  den  Endpunkten  eines  Bogens  der  letzteren, 
so  ist  die  Summe  der  Peripheriewinkel  dieses  Bogens  in  Bezug  auf 
die  Durchschnittspunkte  des  einen  Durchmessers  gleich  der  Summe 
der  entsprechenden  Winkel  des  andern. 

Der  Satz  gilt  allgemein.  Setzt  man  statt  +  w  ein  ±ny — f, 
wodurch  diese  Punkte  von  der  F-Achse  zur  -Y-Achso  überspringen, 
so  erhält  man,  wie  sich  auch  aus 

_       x  —  m         —      x-\-m  „  x  —  n 

%J  %J  if 

ig«,— 

y 

aualog  dem  Vorhergehenden  zeigen  lässt,  die  Relatiou 

.„  *V»-n»)sin2y 

l° (  Ä* —  n»)Ä*COS  2c?  +  t»V  Wö) 

mid  die  übrigen  entsprechenden  Relationen,  w»«  in  <.i7t. 
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Also  haben  wir  auch  hier: 

Verbindet  man  die  4  Schnittpunkte  eines  Durchmessers  einer 
aus  getrennten  Ovaleu  bestehenden  Lemniskate  mit  den  Endpunkten 
eines  Bogens  der  Curvc,  so  ist  die  Summe  der  Peripherie winkcl  für 
den  1.  und  4.  Schnittpuukt  gleich  der  für  den  2.  und  3. 

Im  Fall  der  einfachen  durch  den  O  Punkt  gehenden  Lemniskate 
vereinigen  sich  2  Pcripheriewinkel  zu  einem  Ceutriwinkel,  welcher 
demnach  doppelt  so  gross  ist,  als  die  Summe  der  ihm  entsprechenden 
Pcripheriewinkel  der  Endpunkte  eines  Durchmessers,  wofern  sie  mit 
ihm  auf  gleichem  Bogen  stehen. 

Diese  soeben  angedeuteten  Verhältnisse  über  Peripherie-,  Centri- 
und  Focalwinkel  der  besprocheneu  Curven  werden  wir  in  den  fol- 
genden Abhandlungen  woiter  untersuchen. 

Die  hier  nur  angedeuteten  Verhältnisse  zeigen,  wie  man  auf 
diesem  Wege  zu  neuen  Sätzen  gelangen  kann. 


IV. 

Wir  teilen  im  Nachfolgenden  noch  eino  geometrische  Auflösnn^ 
der  reducirten  Gleichungen  4.  und  3.  Grades  mit 

Durch  den  Mittelpunkt  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  gehe  ein 
Kreis,  dessen  Durchmesser  R  mit  den  Hadienvcctoren  nach  den 
Schnittpunkten  beider  Curven  die  Winkel  u,u2t*3u4  einschliessen.  Der 
Winkel  zwischen  R  und  der  -Y-Achse  sei  ct. 

Daun  besteht  die  Gleichung 

\  R*c* 

2  -  a^  (a*  cos  qp* + *2  sin  <p*)  j  tg u2  +       sin  2<p  tg u  + 1 

R* 

—  a^j(a*siug>8+i3cosi3P2)  =  0.  104) 

Um  nun  diese  Gleichung  mit 

xl+px2  +  qx  +  r  ~  0  ltf>) 

identisch  zu  machen,  setzen  wir 

x  =  tgti, 

R2 

V  —  2  —        (a2  cos  <p2  +  £2  sing?2), 

R*c*  .  106) 

7?2 

r  =  1  -rt27«(a2  +  ^-C2COs29),  , 
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und  hieraus  findet  sich 


i2      3—  p  —  r  —  V(l— p-|-r)2+q» 


**  '  5  3-p-r+y(l-p+r)*+g* 


107) 


i(3-p-r-V(l'-|,  +  r)»  +  ««). 


Die  erste  dieser  Relationen  bestimmt  aus  den  Constauteu  der  Glei- 
chung die  Achsen  des  Kegelschnitts,  die  zweite  und  dritte  die  Lage 
des  Kreises.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  sind  dann  durch  x  =  tgu 
bekannt.  Man  kann  a:  «  ptgu  setzen  und  über  q  so  bestimmen, 
dass  das  Absolutglied  r  kleiner  als  die  Einheit  wird. 

Es  sei  Ii'  der  dem  Puukte  Ji(q>)  entsprechende  Halbmesser  des 
Kegelschnitts,  wir  führen  r  =  tgf  ein,  und  es  ist  für  die  Ellipse 


-V  ~  3-/>-r 


cos  2t  cos 


108) 


Für  die  Hyperbel 


ist  dagegen 


cos  2e  = 


cos  2(J>, 


109) 


Dio  vorstehenden  Formeln  finden  für  =  R',  «4  =  0  Anwendung 
auf  die  reducirte  kubische  Gleichung 
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X*  +  px  +  q  =  0.  *) 

Sic  sind 

«2?«  =-2-, 
1  —p 

* 8  ^  3-^-V(l-7))8-f^8 

X  =  tgu,  CtC. 

Die  Ausdrücke  unter  dem  Wurzelzeichen  bleiben  in 
positiv. 


*)  Sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x3—  px  —  q  =  0 


nllc  reell,  so  ist,  wenn 

(3)  <9*' der  Ausdruck  *—o,36|  4-1,7$  j/ 

und  für  >  q2  der  Ausdruck  x  =  0,45G  ?  +  Vp 


ein  erster  Näherungswert  einer  Wurzel. 
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XXVIII. 

Die  n-  und  n+l-Teilung  des  Winkel«  und  Kreises. 

Von 

Herrn  Alfons  van  der  Grinten, 

Ingenieur  in  Chicago  (Illinois). 


Satz.  Ist  im  Kreise  AnK  (Fig.  1.)  der  Winkel  A»-2OA0  gleich 
dem  n  —  2 fachen  des  Winkels  AXOA0,  so  findet  man  das  »fache 
dieses  Winkels,  A,OA0,  sowie  das  n+lfache,  An+\OA0,  indem  man  durch 
As  die  Secante  An-2Bn-2  zieht;  die  Strecke  ()Bn-2  auf  dem  ver- 
längerten Schenkel  OAx  von  O  aus  gleich  OC„-2  abträgt;  mit  A0Ctt-2 
um  auf  OCn-2  den  Kreisbogen  Cn-2Dn  beschreibt;  durch  Dn  die 
Sehne  A0An+\  zieht;  mit  ODn  um  0  auf  A0AU^\  den  Kreisbogen 
DnPn  beschreibt  und  die  Schenkel  OP»AH  und  OAn+i  zieht. 

Beweis.    Es  ist 

Dreieck  AlOBn-2  +  AxOAn-2  —  An-tOB*-* 

also  ist,  wenn  der  Radius  des  Kreises  mit  r  und  Wkl.  AxOA^  mit 
q>  bezeichnet  wird, 

rQi?H-2  3iny  r2sin(n— 3)y       rOBn-2S\ü(n  —  2)qp 
2  2         —  2 

oder 

™  Bin(w  — 3)y 

OBn-2  —  r  - — -.  :  

sin  (»  —  2)(p  —  sin  cp 

Beschreibt  man  nun  mit  A0O  um  Aq  den  Kreis  OJ\  welcher  den 
verlängerten  Schenkel  OAx  in  Q  schneidet,  so  ist  OG  =  2rcosqp; 
also  ist,  da  nach  der  (  'üiistructi<gP^^  und  rM_..(;=o/)„ 

ist,  auch 
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0Dn  =  OG  —  OBn-2 

oder 

sin(n  —  3)gp  

nH  li  =  2r  cos  w  —  r  -r~.  -tt  :  

v  ^  ^      sid(«  —  2)<p  —  sin  <p 

Nun  stelle  ich  zwei  Recursionsformelu  auf,  mittelst  deren  sin  »9 
aus  sin(7t  — l)<p  und  siu(n  —  2)tp  hergeleitet  werden  kann,  nämlich 

1)  sinnqp  =  2cos<psin(«  — l)(jp  — sin(n  —  2)qp 

sin*(«  —  l)<p  —  sin2a? 

2)  sin  7jgp  =  .  ,   

'  y  Siu(n  —  2)<p 

Aus  1)  ergibt  sich 

sin  utp  -f-  sin(w  —  2)g> 

2cosgp  =  — in^rri^ — 

und  aus  2) 

sin*(«  —  2)<p  —  siu2g> 
sind—Dv  =  ^=3)^  

oder 

.  ,      rtv        sin2(n  — 2)<p — sin2g> 

sinfn  —  3)g>  =  r—  —  

v  sin(«  — l)g> 

Setzt  man  diese  beiden  Ausdrücke  für  2 cos?  und  sin(« —  3)9 
in  die  Gleichung  für  p„+i  ein,  so  lautot  diese: 

sinnqr»  —  sin  9 

Ferner  ist,  wt  nn  OPn  mit  gn  und  Wkl.  PnODH  mit  x  bezeichnet 
wird,  zufolge 

Dreieck  DnOA0  -f  A.0P«  =-  PHOA0: 

rpn-t-i  siny  ,  gnpm-isinx     r  pw8in(<p  +  *) 
L*  2        —  2 

oder  da  nach  der  Construction  Qn  =  £n+i  ist 

sin(q?  +  *)  ~  sin  <p 

e*+l  =  r  ^*  

Diese  Gleichung  ist  aber  identisch  mit  I.  für 

x  =  (M  —  l)g>. 

Mithin  ist  wirklich 

Wkl.  AnOA0  =  vÄ^A^ 

und  da 

Dreieck  An\\PnAH    congruent  A0DnA1 

ist,  so  ist  auch 

Wkl.  An+\OA0  —  (w+l^CMy. 
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Von  n  =  2  oder  n  =  3  ausgehend,  erhält  man  das  Constructions- 
vorfahren  dargestellt  resp.  in  Fig.  2.  und  Fig.  3. 

Marquirt  man  nun  die  Punkte  r„  (Fig.  1),  welche  successive 
für  alle  Werte,  die  man  dem  Winkel  A^Aq  gibt,  erhalten  werden, 
so  liefert  die  Reihenfolge  dieser  Puuktc  eine  Curve,  mittelst  deren  leicht 
jeder  beliebige  Winkel  AnOA0  in  n  gleiche  Teile  geteilt  werden  kaun, 
indem  mau  durch  den  Schnittpunkt  7»  des  Schenkels  AnO  und  dieser 
Curve  die  Sehne  An\\AQ  zieht  und  An  \  i  mit  O  verbindet ;  alsdann  ist 

Wkl.  An\\OAH  =  1  AnOA0. 

n 

Mittelst  derselben  Corvo  aber  lässt  sich  jeder  beliebige  Winkel 
AuOAq  auch  in  a-\-l  gleiche  Teile  teilen,  indem  man  durch  den 
Schnittpunkt  rn+i  der  Sehne  AnA«  und  der  Curve  den  Schenkel 
OA  zieht;  alsdann  ist 

Wkl.  AHOA  =  -~^AHOA0. 

Beweis.  Der  Radiusvector  OIJn(=*  Qn)  ist  gleich  OA,(-=  pM+i), 
also  ist  nach  Gl.  I,  auch 

sin««?  —  sinep 


Qn  =  r 


Sin(n  —  1)(JP 


Da  jedoch  der  zu  gn  gehörige  Coordinatenwinkcl  J,UOA0(=  co)  das 
«fache  dessen  von  p»+i  beträgt,  so  lautet  die  Gleichung  der  Curve: 

1 

sin«  —  sin  -  o) 
n 

11  Pn  =  r  — —i". 

sin  co 

11 

Bezeichnet  man  noch  ÖP„+i  mit  p„'  und  Wkl.  /'„-f  iCM  mit  V,  so 
ist  in  deu  Dreiecken  /VfiO/l0  und  PH+\OAn: 

rpn'sin(co  —  tt>)     rp/sin  ifr  r*8mo> 
2  r       2  2 

oder 

,   sin  cd  

Qn      r  sin(ci)— i//)  +  siniJ>" 

Nun  ist,  da  p„'  auch  der  Curve  II.  angehört,  nach  Gl.  II.  für  den 
Coordinatenwinkcl  w  —  y : 

sin(oi  —  y)  —  sin  ~  (w  ~~ 


Qn  «  r  —  j 

sin 
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Beide  Gleichungen  für  p„'  sind  aber  identisch  für  co  =  (w-f-l)t», 
also  ist  wirklich 

ntp  =  (n+l)V*). 

Will  man  die  Teilpunkte  vlN+i  und  A  resp.  in  ^1,  und  A'  haben, 
so  bcshhreibc  mau  auf  den  Sehnen  A„±\AQ  und  AHA0  um  O  mit 
O/;  und  OPm+i  die  Kreisbogen  i»DN  und  ^+1^+1  und  ziehe 
durch  DH  und  A»+i  die  Schenkel  OAx  und  CM';  alsdann  ist  nach 
obigem  Satze  atcA1A0  =  AH+\An  und  arc^'/J0  =  ^„A. 

Ich  verweise  hier  nach  auf  eine  besondere  Curve,  mittelst  deren 
gleichfalls  jeder  beliebige  Winkel;  AnOA0  in  n  +  1  gleiche  Teile  ge- 
teilt werden  kann.  Marquirt  man  nämlich  auch  die  Punkte  DH,  so 
liefert  die  Reihenfolge  dieser  Punkte  eine  solche  Curvc,  indem  der 
Schnittpunkt  der  Sehne  ANA0  und  dieser  Curve  mit  Dn  + 1  zusammen- 
fällt. 

Beweis.  Wird  NDn+i  mit  p'M  +  i  und  Wkl.  DM  +  iOA0  mit  % 
bezeichnet,  so  ist  in  den  Dreiecken 

Dn+\OA0    und  DH+iOAn: 

rp  V» isin x  ,  rpjw 4 1  sin(fi)—  %)      r2sin 0 


oder 


p'n  +  i  •=--  r 


2 

sin  co 


sin(w— x)  +  smZ 
Setzt  man  hierin  ro  —  (m  +  1)&  so  wird 

siu(w  +  l)x 
~'  rsinwx  +  siux 


*)  Demi  setzt  man  in  <lcr  ersteren  Gleichung  für 


.so  lautet  dii  so : 
oAvr  /.uMge 
nach  1): 


,        sin(n  +  l)^ 
9  ~~  r  sin  mi/; -f- sin  1^ 

/  in,  Bin'w»  —  sin1» 
sin(H  +  l)^  =  -iIll(— iW 

,        sinnr/;  —  sini/; 
?n  "~r  sin(M-l)^T' 


Die  nämliche  Fotm  erhält  «her  die  zweite  Gleichung  für  pH'.  wenn  man 
fotxt  ;  also  .  .  . 
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oder  zufolge 

.  4  sin2«* —  siir'x 

nach  1): 

.  sinnx —  B'mx 

p  M  I  1        r  — r— :  tt—- 

r         nn(n — 1)% 

Nach  I.  ist  aber 

sin  nq>  —  sin  g> 
*M+1  =  r  sin(»-l)9"' 

Also  gehören  die  Kadicnvcctorcn  pH+i  und  p'n+i  ein-  und  derselben 
Gurre  an. 

Vertauscht  man  in  der  letzten  Gl.  «  mit  m  —  1 ,  so  lautet  die- 
selbe : 

sin(w — \)fp  —  sin  q? 
Qm  =  r      sin(ro  — 2)<jp~ 

oder  zufolge 

.  sin*(/» —  l)qp  —  sin-qp 

Sin(m  —  rp)  =>   :  

^  unmqp 

nach  1.): 

in   sin  "*<P 

Iii.  Pm  =  **  ~— 7         TT  ;  :  • 

r         siu(m  —  l)qp-f-sin<jp 

Diese  Curve  ist  identisch  mit  derjenigen,  die  man  erhält,  wenn  man 
den  Bogen  AlA0  des  Winkels  AlOA0  auf  der  Periepherie  des  Teil- 
kreises um  0  bis  JMfi  nach  einander  m  mal  abträgt;  die  Sehne 
An  +  iA0  mit  OAx  in  Dn  zum  Schnitte  bringt  und  die  Reihenfolge 
dieser  Schnittpunkte  marquirt.  Denn,  wenn  ODn  mit  p,M  bezeichnet 
wird,  so  ist  in  den  Dreiecken  l)nOA0  und  DnOAn+i: 

rpmsinqp      rprnsin(m — l)<p      r2sin //  ; 

__       i_  2      —  =  -    g  — 

oder 

sin  mqp 
=  r  siu(m  —  l)<p-j-8inqp 

Ist  m  eino  Paarzahl  gleich  2h,  so  lautet  die  Gleichung  einfacher: 

cos  n(p 


IV.  Q2n 


cos(»  —  l)qp 


Aus  Allem  geht  hervor,  dass  man  auf  folgende  sehr  einfache 
Weise  die  Curven  D„  und  7«  praktisch  eoustruiren  kann,  Dämlich: 
Trage  den  Bogen  AtA0  auf  der  Pcriepherie  des  Teilkreises  n+lraal 
auf,  so  liefern  die  Schnittpunkte  DH  und  /'„  der  Sehne  An^\A0  resp. 
mit  den  Schenkeln  AtO  und  An<>  in  ihrer  ganzen  w~JI»*nfblire  jene 
Curven. 


r 
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In  Fig.  4.  habe  ich  beispielsweise  ein  Paar  einander  ent- 
sprechende Curveu  in  ihrem  weiteren  Verlaufe  construirt,  die  die 
einfachsten  Fälle  der  Polyseetion  des  Winkels,  die  Bi-  und  Trisection 
auf  mehrfache  Weise  zur  Darstellung  bringen.  Wie  schon  allgemein 
nachgewiesen,  liefern  die  Schnittpunkte  1\  und  P^  sowie  Dt  und  £>s 
in  A3  und  A  reap.  Al  und  A'  dio  Zwei-  und  Dreiteilpunkte  des 
Bogens  AtAx.  Die  Punkte  A1  und  A'  können  aber  auch  dadurch 
gefunden  werden,  dass  man  AsO  bis  nach  A3'  und  verlängert, 
durch  A0  die  Geraden  /V D9f  und  A.J /J3'  zieht  und  Dt'  uud  Ds'  mit 
O  verbindet.  Die  Verbiudungslinio  D'O  bewirkt  zugleich  die  Vier- 
teilung des  Winkels  A^OA^. 

Ferner  kann  auch  A0  statt  O  als  Coordiuatenanfangspunkt  und 
Winkelcentrum  benutzt  werdeu.  Will  man  z.  B.  den  Winkel  1$AQ0 
bi-  und  triseciren,  so  verlängere  mau  BA0  bis  in  C\  lege  durch  o 
dio  Gerade  CEE'  und  ziehe  E'AQ  und  EAQ\  alsdauu  ist 


Die  Curvc  DtDt'  hat  nämlich  die  Eigentümlichkeit  einerseits,  durch 
Verschieben  ihres  Radiusvectors  um  das  doppelte  seines  CoordinaU  n- 
winkcls  und  Auftragen  desselben  in  positiver,  bzhw.  in  negativer 
Richtung  dio  Curvc  /VV  zu  erzeugen;  andererseits  aber  wird  sie 
selbst  dadurch  hervorgebracht,  dass  man  den  Radiusvcctor  A0G  des 
Kreises  A0F  um  das  Dreifache  seines  Coordinateuwinkels  verschiebt 
und  in  negativer  Richtung  aufträgt,  also  AQG  um  AQ  nach  A0G  dreht 
Dio  Curvo  P%P*  entsteht  hinwiederum  auch  dadurch,  dass  A0E  um 
E  nach  PE  geschwenkt  wird. 

Hieraus  resultirt  also  ein  weiteres,  höchst  olegautos  Verfahren, 
mittelst  Schwcnkuug  einer  Kreissehne  A0E  um  ihre  beiden  Eud- 
puukte  bis  zum  Schnitte  des  beiderseitig  verlängerten  Radius  OK 
beide  Curven  gleichzeitig  zu  coustruiren. 

Setzt  mau  n  =  2  in  Gl.  I.,  so  lautet  die  Gl.  der  Curve  D2Dt': 


Mithin  ist  diese  Curve  identisch  mit  einer  Conchoide  kreisförmiger 
Basis,  deren  Pol  in  der  Peripherie  der  Basis  liegt,  und  deren  beider- 
seitig von  der  Peripherio  aus  auf  der  durch  den  Pol  gehenden  Sc- 
canto  abgetragene  Constante  gleich  dem  Radius  der  Basis  ist.  Sie 
lässt  sich  also  auch  leicht  so  construiren,  dass  man  auf  der  verlän- 
gerten Kreissehne  OD  von  D  aus  DDZ  =  DDJ  -=  DA0  abträgt 
Ihre  Gleichung  in  Parallelcoordinateu  lautet: 


und 


Wkl.  E'A0O  =  llSA0O 
Wkl.  EA0O  =  $BA0O. 


q3  =  r(2cosqp(±)). 


y4  +  >V5f(2a:2  —  r  J  -  4rx)  —  4rx3  +  3r2x*  +  xl 


Gr  inten:  Die  n-  und  »  f-1-  Teilung  des  Winkels  und  Kreises  ß<)9 


ihrer  Polargleichoug  in  Bezug  auf  den  Punkt  A0: 
p3  —  3r^  +  2rsC08(3P  0, 


«leren  Wurzeln  sind 

P,  =  —  2rcos*  , 

Qa)  (  (p  .  <JP\ 

^J-r^coB3±V3iin5j 

Ich  will  hier  nur  noch  bemerken,  dass  die  Polargleicbung  der 
Curvc  III.  in  Bezug  auf  den  Pol  A0  vom  wten  Grade  ist,  wenn  m 
eine  Unpaarzahl  bezeichnet,  also  die  Form  hat: 

p»>-j~apm-1-f- V»""2+  •  •  •  +  «-=■(), 
wo  <?,  b,  c  ...  Functionen  von  r  und  q>  sind,  uud  dass  man  eine 
Wurzel  derselben  dadurch  findet,  dass  man  in  der  Gleichung 

1  711  ~~  1 

rg  sin  -  q>  +  qq^  sin  — —  cp  «»  rp,  sin  cp 

1 

o  =  2r  cos  -  cp 
m  ^ 

setzt-,  alsdann  lautet  die  Wurzel: 

.  2 

SIU-cp 


==r  "1         m-\  ■ 

sin  w  —  2cos    g>sin  q> 

m  m 

So  liefert  z.  B.  m  =»  3: 

cp 

Qi  =  -  2rC083 

(cf.  Trisection  des  Winkels  BA0O). 
Die  Conchoido 

g  =  r(2cos<jp±l), 

welche  sowohl  an  und  für  sich,  als  auch  in  Verbindung  mit  der  aus 
ihr  entspringenden  Curvo 

p'=.r^2cos|±l) 

zufolge  des  Obigen  als  eine  Triscctionscurve  xar  Qoxrjv  erscheinen 
dürfte,  ist  schliesslich  wol  identisch  mit  der  von  dem  Mathematiker 
Azcmar  erfundenen,  deren  Eigenschaften  von  Garnier  in  einem  weit- 
läufigen analytischen  Werke:  „Trisection  de  l'angle  par  L.  P.  V. 
A.  Azemar,  suivic  de  recherches  analytiques  sur  le  möme  sujet,  par 
J.  G.  Garnier  ä  l'Ecolc  polytechniquo  Paris  1809"  näher  untersucht 
worden  ist. 

Flassenberg  bei  Cleve,  August  1881. 
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XXIX. 

Verallgemeinerung  einer  Relation  der 
Jacobi'schen  Functionen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Durch  Multiplication  der  Reihen  für  zwei  @  Functionen  vou 
gleichem  Modul  und  beliebigen  Argumenten  erhält  mau  in  bekannter 
Weise  einen  Ausdruck  des  Products  in  ö  Functioucn  vom  doppelten 
Modul.    Das  Verfahren  besteht  iu  der  Transformation  des  in  Bezug 
auf  die  Heihenindices  quadratischen  Exponenten  durch  Einführung 
neuer  Indices,  mit  der  Bedingung  dass  sich  der  Exponent  in  zwei 
Addenden  zerlegt,  die  einzeln  nur  vou  je  einem  Index  abhangen. 
Unter  weiteren  Bedingungen  zerfällt  dann  die  resultirende  Doppel- 
reihensumme iu  die  Summe  einer  begrenzten  Anzahl  von  Producten 
je  zweier  Factoreu,  deren  jeder,  wofern  nur  die  Substitution  linear 
war,  eine  0  Reihe  darstellt.    Hiervon  wird  jedoch  gewöhnlich  bloss 
die  einfachste  specielle  Anwendung  gemacht,  weil  man  nur  den  Zweck 
verfolgt  solche  Grundrelatiouen  der  0  Functionen  zu  gewinnen,  aus 
welchen  sich  die  Reductiou  der  elliptischen  Functionen  aller  Gat- 
tungen auf  0  Functionen  herleiten  lässt.    Im  folgenden  soll  nun, 
ohne  Rücksicht  auf  derart  Verwendung,  die  Relation,  zu  welcher  die 
Methode  unmittelbar  führt,  in  voller  Allgemeinheit  entwickelt  wer- 
den. Sei 


also 


T)  ~  6(iz  -f  R,  r)  =     £  4  2** 


m—— od 

M  -  X      *»  -CD 

»it=—  cc  »»=— x 
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Es  bandelt  sich  darum,  den  Exponenten 

« 

M=  —  m2r  —  n*(J  +  2m*-f-2ny  (1) 

durch  die  Substitutionen 

m  =  ctp-\-ßv -\-k',       n  =  yp-\-dv  (2) 

in  einen  Ausdruck  gleicher  Form  in  Bezug  auf  die  neuen  Iudices  p, 
v  zu  verwandeln  und  zu  untersuchen,  wie  (i,  v  zu  variiren  haben, 
damit  m,  n  unabhängig  alle  Zahlen  durchlaufen. 

Nach  Einführung  der  Werte  (2)  in  Gl.  (1)  wird 

M  «=  —  ,i*(a2r  4-  f<5)  ~  2pv(a0r  -f  yöa)  --  vHß*z  +  <52a) 

+  2Kx-  k*r 
Der  Ausdruck  hat  die  verlangte  Form,  wenn 

aßt  +  yöa  —  0  (3) 

ist. 

Zunächst  lässt  sich  folgendes  beobachten,  Damit  tt»,  n  für  irgend 
zwei  cousecutivo  \i  und  v  ganze  Zahlen  sein  können,  müssen  a,  0, 
y,  ä,  k  ganze  Zahlen  sein.  Ferner  Uöuuen  y  uud  5  keinen  Factor 
gemein  haben,  damit  n  alle  Zahlen  durchläuft.  Gl.  (3)  zeigt,  dass 
dann  a :  x  rational  sein  muss. 

Setzt  man 

fi  =  ^  —  kÖ\       v  =  v'+fcy;       e  =  ßy  —  aö 

so  wird 

m  =  a^'-\-  ßv '+  fce  +  A ;  w  =  yf*'-f" 

Variirt  nun  \l  von  — oo  bis  oo,  und  v'  von  0  bis  abs.y  —  1,  so 
durchläuft  n,  weil  y,  ö  relative  Primzahlen  sind,  einmal  alle  Zahlen. 
Daher  entpricht  jedem  n  nur  ein  bestimmtes  p'  und  ein  bestimmtes 
v'.  Für  constautes  n  ist  also  a^t'-^-ßv'  constaut,  und  m  ist  aliein 
Function  von  k  und  A,  von  denen  n  nicht  abhängt.  Lässt  man  dann 
t  von  — gc  bis  oo  und  A  von  A?  bis  Ar-J-abs. «  —  1  variiren,  so  durch- 
läuft m  alle  Zahlen  bei  constautem  w. 

Während  aber  v'  von  0  bis  abs.  y—  1  und  &  von  —  oc  bis  oo  variirt, 
durchläuft  v  alle  Zahlen,  uud  für  jedes  constante  v,  also  auch 
constante  k  durchläuft  fi  zugleich  mit  p'  alle  Zahlen. 

Folglich  durchlaufen  m  und  n  unabhängig  alle  Zahlen,  wenn  p 
und  v  unabhängig  von  — od  bis  oo,  und  unabhängig  k  von  A'  bis 
1  variirt.   Demnach  ist,  wenn  der  absolute  Wert  die 
4»  Anzahl  der  Werte  von  k  bezeichnet, 

26 
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t)g>(y,  ff)  =  if2*«-A«r  X 

Ar) +  yy,  «*T  +  y»ff|<p|0(*- kr)  +  6y,  /5*r  +  d*ff} 

Es  bleibt  noch  Gl.  (3)  durch  die  allgemeinsten  Ausdrücke  der  6 
darin  enthaltenen  Grössen  zn  erfüllen.  Sei 

?  =  ? 
*  P 

wo  p,  q  relative  Primzahlen.   Dann  hat  man : 

*  ™  PQ]  <S~*qQ  (4) 

aß  ~  qr ;  yd  =  — j?r  (5) 

Sei 

«  ~  na';  0  =  kß*  [  (6) 

<7  =  aq'\  r  —  Arr'  ' 

wo  er'  mit  g'  und  0'  mit  r'  relativ  prim;  dann  geht  die  erste  Gl.  (5) 
über  in 

'Ol    '< 

aß  —  qr 
und  lässt  sich  nur  lösen  durch 

«'_,'-/;       ß' =  q' -  b 
woraus  die  Werte  (6): 

a  «—  al\       ß  =  bk 


g  =  a£;  r 
Die  zweite  Gl.  (5)  gibt  analog: 

y  =  ct\  6  —  —  <Z»  i 
p  =  <?</;       r  =*  *f  ' 

Der  Doppelwert  von  r  verlangt  die  Gleichhoit: 
deren  analoge  Lösung  ist: 

k  =»  ef\  l  =  gh 
»  «=  eg  ;       *  =  /7* 

Nach  Einführung  in  Gl.  (7)  (8)  und  (4)  findet  man: 

a  =      agh  z  =  eda 

ß  =      bef  ff  =»  abQ 

y  =» 

d  =  —  deg 


(7j 


(8) 
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Die  sonst  willkürlichen,  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  a. 
4,  <?,  rf,  «,  /,  g,  h  sind  nur  den  Beschränkungen  unterworfen,  dass 

1)  tf,  /,  h  relativ  prim  zn  rf,  e,  g 

2)  a,  &  relativ  prim  zn  e,  d 

3)  a£  und  cd  positiv 

sind;  dagegen  ist  p  eine  beliebige  positivo  Grösse  Die  zweite  Be- 
dingung lässt  sich  entbehren,  da  man  einen  gemeinsamen  Factor  von 
ab  und  cd  in  g  aufnehmen  kann. 

Die  resultirende  Formel  lautet  nun: 

<p(r,  cdg)cp(y,  abg)  =    *£  &9-to*1  X 

qp  |  h  [ag  (x  —  kc  dg)  +  cfy],  achHg  }  X 

qp  j  e  \bf{x  -  kc  dg)  -  dgy\  bdcHg  )  (9) 

wo  znr  Abkürzung 

x  =  bcf*-\-adg% 

gesetzt  ist. 

Die  linke  Seite  hängt  nicht  ab  von  0,  <j.  h ;  es  lassen  sich  also 
laut  dieser  Formel  vierfach  unendliche  Reihen  von  Transformationen 
des  Products  zweier  beliebigen  S  Functionen,  deren  Moduln  ein  ra- 
tionales Verhältniss  haben,  angeben. 

Sind  die  gegebenen  Moduln  einander  gleich,  also 
so  lautet  die  Formel: 

Q)<P(y,  9)  -  ^  c**«-*V  X 

und  geht  für 

e=-f=g  =  h  =  l 

»  die  für  die  Principien  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
ausreichende  Grundformol  über. 

Ausser  den  genannten  4  Zahlen  ist  der  Anfang  der  k  willkür- 
lich. Verändert  man  diesen  aus  N  in  iV+1,  so  tritt  statt  des  Wertes 
A'  der  Wert  N-\-eh%  ein,  während  die  übrigen  Werto  dieselben 
bleiben.  Dadurch  vermindern  sich  die  Argumente  um  die  zugehörigen 
Moduln,  d.  i.  um  1  Periodcnlänge ,  und  die  Functionen  bleiben  un- 
verändert. Diese  Veränderung  liefert  mithin  keine  neue  Transfor- 
mation. 
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Die  auf  dem  bezeichneten  Wege  erhaltene  Formel  ist  im  wesent- 
lichen identisch  mit  einem  Resultate  der  Untersuchung  von  U. 
Schröter  in  seiner  Habilitationsschrift,  wolche  von  der  Entwicke- 
lung  der  ntan  Potenz  einer  0  Reihe  ausgeht.  Obgleich  sie  hiernach 
nicht  neu  ist,  hielt  ich  es  nicht  für  unwert,  sie  auf  kürzerm  und 
mehr  directem  Wege  herzuleiten  und  zu  zeigen,  dass  sie  schon  durch 
eine  längst  vorher  bekannte  Methode,  die  man  nur  zu  verfolgen 
brauchte,  gegeben  war 
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XXX. 

Einfaches  Pendel  im  Räume  bei  Anziehung 
von  einem  Punkte  in  endlicher  Entfernung. 

Von 

R.  Hoppe. 


Einleitung. 

Die  Berechnung  der  Bewegung  eines  Punkts,  der  auf  einer  gege- 
benen Rotationsfläche  zu  bleiben  genötigt  ist,  uud  auf  den  nur  Kräfte 
unabhängig  vom  Azimut  wirken,  lässt  sich,  wie  wol  als  bekannt  an- 
gesehen werden  darf,  leicht  auf  Quadraturen  zurückführen. 

Die  Fläche  sei  bestimmt  durch 

x  =  r  cos  <p ;   y  =>  r  sin  (p ;  s  —  Function  von  r 

und  t  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  des  Meridians  und  dem 
Radius  r,  so  dass 

Das  Potential  der  auf  den  Punkt  von  der  Masse  m  wirkenden  Kraft 
sei  =»  m  F,  und  V  gegebene  Function  von  r  und  s,  unabhängig  von  cp. 
Dann  ist  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

-ad  die  der  eckten  Presen  der  FUc^cschwindigkeit:  _ 
voraus: 
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/rdr 
C08TV2rr*  —  c* 


Y2Vr 

*J  rC09xV2Vr*-c* 

Hiervon  bildet  das  Pendel  für  Central-Anziehung  den  Spccialfall. 
wo  die  Fläche  eine  Kugel 

ri  +  a*  =  a* 

und,  wenn  z  =  e  das  Anziehungs-Centrum  auf  der  z  Axe  bestimmt. 
u  dessen  Abstand  vom  Punkte  m  bezeichnet, 

ist.   Man  hat  dann: 

r  =  a  sin  t  ;    z  =  —  o  cos  t 

rör         .  auöu 

-—  =  aöz  =  

COS  t  c 

r2=  £2(«  +  °  +  tt)(«  +  «  —  u)(u+e  — a)(a  —  e-f  a) 
Stellt  man  also  die  Integrale  (2)  (3)  in  u  dar,  so  erhält  man: 


,/2fc  Pn*Bu 

'  =  T •» y  vir 

«/  0 

U  =  m(A— u)  («+ö+u)  (c+a— («+«— a)  («— «+a)  —  ^  


(4) 


(5) 


In  T.  LXI.  N.  XVIII.  S.  264.  habe  ich  für  parallele  Schwerkraft 
gezeigt,  dass  bei  unendlich  kleiner  Elongation  die  nahezu  ebene  Bahn 
eine  langsam  rotirende  Ellipse  ist,  und  dass  die  Geschwindigkeit 
dieser  Rotation  sich  als  proportional  dem  Inhalt  der  Ellipse  dar- 
stellt. Das  gleiche  auch  für  Central-Anziehung  nachzuweisen  and 
den  unterscheidenden  constanten  Factor  zu  ermitteln,  ist  die  gegen- 
wärtige Aufgabe. 


Bahn  des  Pendels  bei  kleiner  Elongation. 

Sowol  für  das  Maximum  von  «,  bezeichnet  durch  oq,  als  für  das 
Minimum  u  »=  Mj  muss  nach  Gl.  (3)  U  verschwinden.    Sie  entsprechen 
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zugleich  dem  Maximum  and  Minimum  von  r  and  bestimmen  dadurch 
die  Scheitel  der  Bahn.   Demnach  hat  U  die  Form: 

U=  u(u0  —  u)  (u  —  u,)( — u'-f-flit*1 —  OjU-f-Oj) 

Da  für  kleine  Elongation  u  stets  wenig  >  «  —  a  ist,  so  sei 

t*o  =  («  — a)d  +  *o)i   ui  =  («  — «)d  +  «i) 
u-  («-a)(l  +  0 

*  -  (C_a)(l  +  x)-     —  =  (e-a)Y  (6) 

dann  wird 

=  («-a)«(l+«)  |(fo-f)(f_fl)[-(l+£)s+ii(l+0*-*2(l+0-H3]} 
Setzt  man  £  =  f0,  dann  =  fj,  so  kommt: 

*1 +•)  -  ffj       +  <o)       -*)<*+ *, 

x  — 


+».)(£; —.)<«+•.>■. 


i  + 

woraus  mit  Vernachlässignng  höherer  Potenzen  von  f0,  £,: 

.       .  e1  —  a«4-a2 
*  =  'o  +  «iH  2ae  Vi  (7) 

r  =  (g_a)»  fo«i(i — «o — *i)  (8) 

Dies  in  den  ersten  der  2  Ausdrücke  von  ü'  eingeführt  giebt  bis  auf 
3.  Ordnung: 

U  -  4(c  -  a)*  (1  +  6)  (£0  —  0  (f  —  fl)  { 2ae  —  (c2  —  3ae  +  a2)£ } 
«=»  4(e  -  a)*  (f0  —  £)(£  —  Ij)  { 2a«  —  (e2  —  bae  +  a*)£  | 

Zur  Berechnung  der  Bahn  hat  man  nach  Zerlegung  in  Partial- 
brüche aus  Gl.  (5): 

tp  =  C€V^  Cl   c  +  a  f  -\-a  _         g  —  a      .     e  —  a    \  6ti 

ccj/ifc  Z1 1      e  +  a  g  +  a       _    1  ,  1|  du 

~  YÜJ    \2e  +  (c-a)e  +  2a-(«-n)£      2  +  e'f'e\yU 

In  den  3  ersten  Termen  der  Klammer  ist  £  zu  vernachlässigen,  weil 
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es  neben  dem  unendlich  grossen  letzten  Tcrm,  gemäss  dem  Grad« 
der  Approximation  in  Bestimmung  von  U  nicht  in  Rechnung 
kann.    Daher  hat  man: 


Zur  Integration  sei 

s  =  £,  cos*i>  -}*  *o  sin*t> 

dann  wird 

~~  (c  —  a)V'2ae  \  4ac  V 

und  nach  Einführung 

Nun  ist  nach  Gl.  (6)  (7)  (8) 

-  =  (e  -  ci)<  y*(l  +  x)  =  8«*(C  -  «)»  Vl 

also 

und  Gl.  (9)  wird: 

•%(!/;•  .!«.)+i»'----*"-Vv, 


arc 


Lässt  man  #  von  0  bis  4R  variiren,  so  variirt  *  zweimal  von  tx 
bis  f0  und  zurück,  das  Pendel  steigt  zweimal  vom  tiefsten  Stand  zum 
höchsten  und  sinkt  auf  den  tiefsten  zurück.  Diesem  Intervall  ent- 
spreche das  Azimut  <p  =  d>;  dann  wird 

0>^4R  +  3R  -aT^-VMl 

Das  Pendel  vollendet  also  nach  2  Schwingungen  nahezu  einen  hori- 
zontalen Umlauf;  der  zweite  Term  drückt  aus,  wieviel  es  jedesmal 
voreilt.  Seine  geometrische  Bedeutung  lasst  sich  wie  im  erwähnten 
analogen  Falle  aufstellen. 
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Die  Scheitel  der  Bahn  entsprechen  den  Maximis  and  Minimis 
von  r,  also  auch  von  d.  i.  e  =  fu  und  t  iu  deren  Azimute  um 
^<P,  d.  i.  nach  Abzug  der  proportionalen  Voreilung  um  einen  Rechten 
snecessive  von  einander  abstehen. 

Nun  ist  bis  auf  1.  Ordnung 

_  -(c_«)2(f  cos3^4-J0sin8O) 

e 

und,  die  Voreilung  ungerechnet, 


woraus: 


x  =  rCOS?  —  («  — «)  1/  —  COS# 

I  /2a  f0  . 
y  =  r  sin  q>  «=  (6  —  a)  1/    ^  sin  # 


Demnach  ist  die  Bahn  die  Ellipse: 


ex*  , 
2a(e-a)*f,      2a(e  — «j*e0  = 

relativ  zu  einem  Axensystcm,  das  mit  einer  Geschwindigkeit 

um  den  Mittelpunkt  rotirt.   Der  Flacheninhalt  dieser  Ellipse  ist 

folglich  die  Voreilung  bei  jedem  Umlauf 

*-4R  =  34-^f  (10) 
Für  parallele  Schwerkraft  ist  e  =  oo .   Hier  wird  der  Factor 

15*  <I<!  +  0* 

Dieser  ist  es,  der  bei  Anziehung  aus  endlicher  Entfernung  hinzu- 
kommt. Er  ist  stets  >  1  und  lachst  bei  Annäherung  des  Anziehungs- 
centrums an  die  Kugel  in«  *  *  I»iegt  es  auf  der  Kugol,  so 
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wird  die  Einführung  der  e  unzulässig,  die  fernere  Rechnung  mithin 
ungültig. 

Für  diesen  Fall,  e  =  a,  hat  man: 


=  u(l-*)(4a2--W2)- 


ku*  ~~  \    kr      '  i 

=  («fo  —  u)(u  —  Mi)  (    n*  ~h  aiu  °f) 

und  findet  durch  Substitution  u  =  uq,  u  =  w,  zwei  Gleichungen,  aus 
denen  die  Werte  hervorgehen: 

11  (11) 

k      Mo  +  UjV       4a2  —  w02  —  V/ 

2aV  (4ag-V)(4a2-«12) 
&     ~?'°U,(uo  +  u1)(4a^-V-V)  U 

Nach  deren  Einsetzung  ergiebt  sich: 

=   M*(Uo  —  M)  (U  —  W,)  i  4«2  —  »-  -f  «0«!   4aX  _  tio2^_  W]  2  j 

Hier  sind  die  u  selbst  unendlich  klein.  Rechnet  man  die  Klammer 
bis  auf  2.  Ordnung,  so  kommt: 

U  =  tt2(uy  —  u)  (t*  —  Ut)  (4a2  +  m0m,  — 
1     «owi  — «** 


8a 

ü-1  = 


2att  y  (u0  —  w)  (u  —  14) 
Dios  nebst  dem  aus  Gl.  (11)  (12)  hervorgehenden  Werte 

4*0«,  ^l+  4a,  j 

eingeführt  in  Gl.  (5)  giebt: 
oder,  wenn 

«  «=  W|  cos2??  +  ito  siu2>j 
,        /V  1  uj  cosVj-  u0  sin*  >A 

-  2arctg(|/;-Sg,)  +  J  ^^^^l^os 


J 
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Yariirt  rj  von  0  bis  2R,  also  u  von  m,  bis  und  zurück,  gleichzeitig 
g>  von  0  bis  <D,  so  ist 

Bringt  man  von  <p  und  von 

nur  den  ersten  Term  in  Rechnung,  so  ergiebt  sich: 

x  =»  uj  cos2ij  —  u0  sin2i/ ;   #  =  2Y «o^i  8m  cos 
und  nach  Elimination  von  i?: 

i^ö^  +  J^„x  (13) 

Diese  Ellipse  durchläuft  der  Endpunkt  des  Pendels  bei  jeder  Schwin- 
gung, so  dass  der  tiefste  and  höchste  Punkt  an  den  Enden  der  grossen 
Axe  stehen,  und  zwar  rotirt  sie  gleichzeitig  mit  einer  Geschwindigkeit 

um  die  z  Axe,  welche  durch  ihren  Brennpunkt  geht. 

Hiernach  folgt  das  Pendel,  wenn  man  stets  nur  die  Hauptwerte 
in  Rechnung  bringt,  den  keplerschen  Gesetzen.  Das  dritto  ist  durch 
Gl.  (1)  erfüllt,  das  erste  durch  die  unendlich  kleine  Elongation  be- 
dingt, das  zweite  drückt  Gl.  (13)  aus.  Das  vierte  geht  aus  Gl.  (4) 
hervor,  welche  ergiebt: 

t  =  V2  J* (u.cos^  +  uosin^ 

=>     y      —  K«o + ui)v — K — v  cos  n  I 

Dies  von  r\  =»  0  bis  rj  =  2R  genommen  giebt  die  Umlaufszeit 

ro2R"W"  =  y"A~r  ) 

und  zwar  ist  die  grosse  Halbaxe  der  Bahn. 

Dass  die  Bewegung  der  eines  freien  Punktes  unter 
anziehung  entspricht,  ist  ein  beiläufiges  Resultat,  das  si 
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verstand,  und  hier  höchstens  eine  Controle  der  Rechnung  liefert. 
Folgende  Ergebnisse  dagegen  sind  neu. 

1)  Die  elliptische  Bahn  rotirt  langsam  um  ihren  Brennpunkt, 
durch  den  die  Verticale  geht. 

2)  Sie  ist,  als  besonderer  Fall  e  =  a,  wesentlich  verschieden 
von  der  Bahn  für  e  >>  a,  welche  um  ihren  Mittelpunkt  rotirt  und 
die  Verticale  in  diesem  hat. 

Ein  stetiger  Uebergang  zum  Fall  e  =  a  ist  nicht  wol  denkbar; 
denn,  wenn  e  —  a  verschwindet,  mnss  auch  die  Elongation  gleichzeitig 
verschwinden,  damit  e  klein  bleibt,  so  dass  beim  Uebergang  die  Bahn 
in  einen  Punkt  degenerirt. 
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XXXI. 

Geschichte  der  Factor entafeln. 

Von 

P.  Seelhoff. 


Seitdem  Eratosthenes  sein  für  uns  leider  verloren  gegangenes 
Zahlensicb   (xvxivov)  bekannt  gemacht  hntto,  waren  fast  2  Jahr- 
tausende vergangen,  ehe  wieder  Aehuliches  auftauchte,  ich  meine 
das  Vcrzeichniss  der  Primzahlen  der  ersten  zehn  Tauseude,  welches 
Fr.  v.  Schooten  in  seinen  Exereitationes  Mathematicae  mitteilte  (1657). 
Die  Veranlassung  hierzu  lag  in  der  lebhaften  Beschäftigung  der  da- 
maligen Zeit  mit  den  Eigenschaften  und  Gesetzen  der  Zahlen,  die 
sich  insbesondere  auch  den  Fragen  über  die  Teiler  und  Divisoren 
der  Zahlen  zuwandte.   Seine  einleitenden  Worte  bekunden  dies  deut- 
lich: „Cum  ad  solutionem  Quaestiouum  de  partibus  aliquotis  et  di- 
visoribus  primos  numeros  in  prompt u  habere  valde  opportunum  sit 
atque  his  illarum  praxis  in  omnino  facilis  reddatur:  haud  inconve- 
niens  fore  duximus,  si,  in  ipsis  hic,  tanquam  in  abaco,  exponendis, 
prout  eos  ab  uuitate  usque  ad  10000  summa  aecuratione  investigavi- 
mus,  Sectionem  hanc  insumeremus." 

Die  erste  Erweiterung  dem  Umfange  nach  und  zugleich  die  sach- 
lich notwendige  Ergänzung  dieses  Verzeichnisses  haben  wir  Dr.  Pell 
(1668)  zu  verdanken,  welcher  in  Brankers  translation  of  Rhonius's 
Algebra  eine  wirkliche  Factorentabelle  einfügte,  in  welcher  die  klein- 
sten Primfactoren  mit  Ausnahme  von  2  und  5  für  sämmtliche  Zahlen 
bis  zu  100000  angegeben  sind.  Denn  wenn  auch  die  Kenntniss  der 
Primzahlen  für  viele  Untersuchungen  nicht  zu  umgehen  ist,  so  er- 
scheint doch  als  das  wichtigere  Moment  die  Angabe  der  Primfactoren, 
aus  welchen  die  zusammengesetzten  Zahlen  bestehen,  wie  sie  eben 
durch  eine  solche  Tabelle  ermöglicht  ist 
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Was  den  Nützen  solcher  Tabellen  überhaupt  anbelangt,  eo  äussert 
sich  Lambert  in  den  „Beyträgen  zum  Gebrauche  der  Mathematik" 
ganz  zutreffend  dahin ,  dass  „unstreitig  die  Tabellen  tod  den  Teiles 
der  Zahlen  eben  so  gemein  seyn  sollten,  als  es  die  trigonometrischen 
und  logarithmischen  sind.  Denn  wer  diese  zu  gebrauchen  weiss/*  so 
fügt  L.  hinzu,  „wird  ganz  gewiss  auch  jene  brauchbar  finden/4  Und 
um  auch  die  Meinung  eines  zeitgenössischen  Mathematikers  zu  hören, 
führe  ich  die  Worte  des  Prof.  J.  W.  L.  Glaisher  in  Cambridge  an : 
„Assuring  the  necessity  for  occasionally  requiring  the  factors  of  a 
large  number,  it  will  be  seen  that  the  existence  of  a  factor  table  of 
considerable  extent  is  a  very  important  matter;  for  the  process  of 
determining,  without  a  table,  the  factors  of  a  number,  is  exccssively 
laborious.  Thus  to  determine  for  example  whether  the  number 
8559091  is  or  not  a  prime  would  require  a  long  day's  work." 

Nach  dieser  kurzen  Unterbrechung  wende  ich  mich  der  Auf- 
zählung der  nach  und  nach  erschienenen  Factorentafeln  wieder  zu. 
Nach  Deutschland  waren  die  Peirschen  Tafeln  wohl  kaum  gedrungen, 
und  auch  die  Tafeln  von  Rahn  oder  Rhonius,  die  dieser  1659  her- 
ausgab und  welche  bis  24000  gingen,  scheinen  wenig  Verbreitung 
gefunden  zu  haben,  und  so  fand  sich  denn  Joh.  Mich.  Poetius,  obgleich 
ihm  bekannt  war,  dass  die  ersteren  existirten,  bewogen,  selbständig 
eine  solche  auszuarbeiten.  Sie  bildet  einen  Teil  resp.  Anhang  von 
dessen  „Anleitung  zur  arithmetischen  Wissenschaft  vermittelst  einer 
parallelen  Algebra.  Frankfurt  und  Leipzig  1728"  und  ist  betitelt 
Anatomia  numerorum.  Dieselbe  Tabelle  findet  sich  auch  später  ab- 
gedruckt in  dem  „Vollständigen  Math.  Lexikon,  Leipzig  1742  bei 
Richter"  und  zwar  im  II.  Teil.   Sie  umfasst  das  Zahlengebiet  von 

1  bis  10000. 

Eine  andere  Tabelle,  von  Dodson  zusammengestellt,  hatte  den- 
selben Umfang;  sie  erschien  1745. 

Ein  Jahr  später,  1746,  erschien  von  Joh.  Gottl.  Krüger,  Prot 
der  Arzneygelehrsamkeit  zu  Halle,  ein  Werk  „Gedanken  von  der 
Algebra  nebst  den  Primzahlen  von  1  —  1000000"  (Verdruckt  statt 
100000).  Diese  Primzahlen  waren  von  Peter  Jäger,  Rossschreiber 
und  Quartiermeister  zu  Nürnberg,  berechnet,  welcher  im  weiteren 
Verlaufe  auch  eine  vollständige  Anatomia  numerorum  herzustellen 
versuchte. 

In  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie,  5tcr  Band  1768,  findet 
sich  dann  eine  Tabelle,  die  nur  bis  500  geht  und  alle  Factoren,  aach 

2  und  5  enthält;  sie  bildet  den  Anhang  zu  einem  Memoire:  „Methode 
facilo  pour  decouvrir  tous  les  Nombres  premiers  contenus  dans  od 
™urs  illimitc  de  la  suite  des  Impairs  et  tout  d'un  temps  les  Di- 
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viseurs  simples  de  ceux  qui  no  le  sont  pas,"  welches  Rallier  des 
0 armes  der  Akademie  überreichte. 

Die  Tabelle  von  Du  Tour,  corresp.  Mitgliede  der  Pariser  Aka- 
demie, in  „Histoire  de  l'Academie  des  Sciences  1764"  beschrieben,  welcho 
ich  von  Grtison  ebenfalls  als  Factorentabello  angegeben  finde,  verdient 
diesen  Namen  wol  nicht.  Sio  enthält  1666  Zeilen  mit  49  Spalten, 
die  Spalten  sind  mit  3,  5  bis  99  überschrieben,  am  linken  Rande 
finden  sich  die  ungeraden  Zahlen  von  3  bis  3333,  und  in  den  Spalten 
abwärts  gehend  sind  die  entsprechenden  Producte,  jedesmal  mit  dem 
Qnadrate  der  Zahl  am  Rande  beginnend,  eingetragen. 

Erwähnt  finde  ich  dann  noch  die  Factorentafel  von  Pigri 
(1  — 10000)  vom  Jahre  1767.  Iu  demselben  Jahre  erschien  auch  zu 
Leydcn  die  Factorentafel  von  Anjema  nach  des  Verfassers  Tod. 
Dies  umständliche  Werk  umfasst,  obgleich  es  nur  bis  10000  geht, 
302  Quartseiten,  da  es  sämmtliche  Divisoren  bei  jeder  Zahl  angiebt. 

1770  folgte  dann  in  Deutschland  Lambert,  welcher  in  den  „Bei- 
trägen" zunächst  eine  Tafel  bis  10200  und  in  den  Zusätzen  zu  den 
logarithmischeu  und  trigonometrischen  Tabellen  kurz  darauf  102000 
gab.  Betitelt  ist  sie  „Tafel  der  Primzahlen  und  der  Factoren  von 
denen  Zahlen,  die  nicht  durch  2,  3,  5  thcilbar  sind."  Hier  findet  man 
zuerst  die  Einrichtung,  wie  sio  später  von  Burckhardt,  Dase  und 
J.  Glaisher  befolgt  worden  ist,  und  auf  welche  ich  weiter  unten  zu- 
rückkommen werde. 

Erwähne  ich  noch  das  Primzahlenverzeichniss  von  Adolf  Frid. 
Marci  Amsterdam  1772,  welches  die  Zahlen  bis  400000  befasst,  und 
die  Abhandlung  von  L.  Euler  in  Nov.  Comm.  Petrop.  T.  XIX,  1774, 
über  die  Einrichtung  einer  Factorentafel  bis  zu  1  Million  gehend, 
welcher  eine  Hülfstafel  mit  den  Primzahlen  bis  1000  beigefügt  ist, 
so  gelange  ich  zu  den  Namen,  an  welche  sich  das  Bestreben  an- 
knüpft, die  Factorentafeln  viel  weiter  auszudehnen  und  zwar  bis  zu 
2,  5  und  10  Million,  und  endlich  sogar  bis  100  Million ;  es  sind  dies 
Oberreit,  Ober-Finauzbuchhalter ,  v.  Stamford,  Ingenieur-Hauptmann, 
und  Rosenthal,  Bergcommissarius,  einerseits  und  Felkel,  Lehrer  in 
Wien,  andererseits ;  ausserdem  Professor  Ilindenburg  in  Halle.  Ober- 
reit hatte  1774  Factorentafeln  bis  zu  72000  und  von  100000  bis 
504000,  welche  gleichsam  als  Fortsetzung  der  Peuschen  zu  be- 
trachten sind,  an  Lambert  eingesandt,  da  ihm  die  Müsse  fehlte, 
seine  Arbeit  fortzusetzen,  v.  Stamford  übernahm  dann  auf  Ersuchen 
von  Lambert  die  Vollendung  bis  zu  100000  uud  hatte  1775  zunächst 
die  Lücke  von  72000  bis  1000U0  ausgefüllt  Dann  trat  Rosenthal, 
v.  St.  vorgeschlagen,   hinzu,   und  man  einigte   sich  dahin,  dass 
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dieser  den  Zablenraum  von  504O0Ü  —  75O0OO,  jener  von  750000  bis 
1000001  übernehmeu  sollte. 

Da  v.  St.  seine  Absicht  nicht  ausführte,  so  übernahm  R.  nach 
Vollendung  seines  Anteiles  auch  die  Ausarbeitung  des  Restes  (1776). 
Mittlerweile  war  Fclkel  auch  beigetreten  und  sollte  die  2te  Million 
übernehmen.  Er  hatte  nach  seiner  Angabe  17G8  die  Algebra  von 
Euler  gelesen,  worin  dieser  die  Schwierigkeit,  grössere  Zahlen  in  ihre 
Factoren  zu  zerlegen,  auseinandersetzte,  und  in  Folge  dessen  die 
Idee  gefasst,  Factorentafcln  anzufertigen.  Eine  von  ihm  zu  diesem 
Zwecke  erfundene  Maschine  machte  ihn,  wie  er  sagt,  victorem  om- 
nium  difticultatuin  et  Computatorum  quoteunque  aemulantium.  Dass 
bei  einer  Voreingenommenheit,  wie  sie  diese  Auslassung  bekundet, 
mit  ihm  nicht  leicht  zusammenzuarbeiten  war,  lässt  sich  denken.  Es 
kam  noch  hinzu,  dass  Hindenburg  Factorentafeln  von  1  bis  5  Mil- 
lionen anzeigte  und  dass  dieser  einen  Apparatus  erfunden  hatte, 
welcher  zur  leichteren  Herstellung  derselben  dienen  sollte  und  hier- 
durch F.  zu  beschleunigterem  Vorgehen  veranlasste.  Nach  einer  län- 
geren Correspondenz  der  Beteiligten,  die  sich  auf  Lambert  concen- 
trirte  und  die  in  „Joh  Heinrichs  Lamberts  deutscher  gelehrter  Brief- 
wechsel, herausgegeben  von  Joh.  Bernoulli,  Berlin  1785,u  abgedruckt 
ist,  stellte  sich  die  Sache  schliesslich  so,  dass  auf  Anraten  Lamberts 
die  Arbeit  von  Rosenthal  aufgegeben  wurde,  dass  von  Felkel  eine 
Tafel  bis  zu  14400')  Wien  1876  erschien,  und  dass  von  dem  Ma- 
nuscripte,  welches  bis  2  Million  ging,  weitere  Tafeln  bis  408000 
bereits  gedruckt  waren,  dass  endlich  mit  dem  Drucke  von  Hinden- 
burgs  Tafeln  1784  in  Leipzig  begonuen  wurde. 

Das  Manuscript  von  Oberreit  kam  in  den  Besitz  vou  Prof. 
Schulze  in  Berlin,  wie  vou  Gauss  erwähnt  wird  (G.  Werke  2  ter  Teil). 
Die  Tafeln  vou  Fclkel,  welche  auf  Kosten  des  K.  K.  Aerariums  gc-, 
druckt  wurden,  wurden  soweit  sie  fertig  waren,  also  bis  408000 
als  Maculatur  zur  Anfertigung  von  Patronen  iu  dem  letzten  Türken- 
kriego  des  vorigen  Jahrhunderts  benutzt,  au  welchem  sich  bekannt- 
lich auch  Oestreich  beteiligte,  und  das  Mauuscript  wurde  zurück  be- 
halten. (Nach  der  Angabe  Glaisher's  besitzt  die  Royal  Society  in 
London  einen  Abdruck:  I.  Teil.  Enthaltend  die  Zahlen  von  1  bis 
144000  und  Graves  Bibliothek  an  dem  Universtty  College,  London 
einen  solchen:  I.  Teil,  die  Zahlen  bis  144000.  II.  Teil,  die  Zahlen 
von  144000  —  336000.  III.  Teil,  die  Zahlen  von  336000  —  408000. 
Einen  dritten  Abdruck,  der  bis  336000  geht,  hat,  wie  Gauss  mitteilt, 
die  Universitätsbibliothek  zuGöttiugen  im  Besitz).  Felkel  unternahm 
daher  die  Arbeit  von  neuem  und  führte  sie  bis  2856000.  Er  nannte 
sie  Tabulae  factorum  redivivae;  zum  Drucke  sind  sie  nie  gelangt 
In  den  Jahreu  1793—1794  fertigte  er  dann  noch  zu  Lissabon,  wo  er 
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derzeit  lebte,  sogenannte  bases  an,  mit  deren  Hilfe  man  die  Zahlen 
bis  24  resp.  bis  100  Million  in  Factoren  auflösen  könne.  Die  Zahl 
dieser  bases  betrug  15  resp.  65.  Der  grösste  Factor,  welchen  man 
mit  ihnen  bestimmen  konutc,  war  jedoch  nur  397.  Der  Druck  von 
Hindenburgs  Tafeln  wurde  bald  eingestellt,  da  keine  Mittel  zur  Weiter- 
führung bereit  waren;  über  ihr  ferneres  Schicksal  kann  ich  nichts 
beibringen,  nur  sei  erwähnt,  dass  Grüson  in  seiner  Ausgabe  von 
Euler's  Algebra  (1796)  bedauert,  Herr  Prof.  Hindenburg  habe  bis 
jetzt  nicht  Gelegenheit  gefunden,  seine  Tafeln  durch  den  Druck  noch 
bekannter  zu  machen. 

1785  erschien  eine  Factorentafcl  von  Neumanu  in  Dessau  und 
1794  eine  solche  von  Maseres  in  England ;  beide  enthalten  die  klein- 
sten Factoren  der  Zahlen  bis  100000,  uud  letztere  ist  nur  ein  Ab- 
druck aus  dem  oben  erwähnten  Werke  von  Branker.    1797  gab  G. 
Vega  neben  seineu  logaritbmisch-trigouomctrischcn  Tafeln  unter  an- 
deren auch  eine  Factorentafcl  heraus.   Diese  enthält  die  Primfactoren 
(2,  3  und  5  ausgenommen)   der  Zahlen  bis  102000,  ihr  schliesst 
sich  ein  Verzeichniss  der  Primzahlen  des  darauf  folgenden  Zahlen- 
raumes bis  400000  an.   Iu  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes  von 
1783  fehlen  die  beiden  Tafeln  noch.   Es  folgten  die  Tafel  der  Fac- 
toren bis  10500  von  Gruson  (1798);  ferner  „Neue  und  bequeme  Art 
die  Factorentafeln  einzurichten",  Gicsscn  und  Darmstadt  1800,  von 
Snell:  dies  Buch  enthält  auch  eine  Factorentafcl,   welche  bis  zu 
30000  geht,  und  endlich  eine  Factorentafcl  bis  100000  von  Krause 
(1804).    Mit  dem  Eingange  in  das  19  te  Jahrhundort  war  man  also 
in  den  wirklich  zum  Abschlüsse  und  zur  Verbreitung  gelangten 
Factorentabellen  nicht  wesentlich  über  100000  hinausgekommen.  Für 
das  neuo  Jahrhundert  nahmen  L.  Cheruac  zu  Deventer,  J.  Ch.  Burck- 
hardt  in  Paris,  A.  L.  Crelle  in  Berlin,  Z.  Dase  in  Hamburg  nebst 
H.  Rosenberg  daselbst  und  J.  Glaisher  in  Cambridge  die  Arbeit  wieder 
auf  und  erweiterten  sie  bis  dahin,  dass  binnen  kurzer  Zeit  die  Fac- 
torentafeln den  Zahlenraum  bis  9000000  ohne  Unterbrechung  um- 
fassen werden,  während  die  zehnte  Million  wenigstens  im  Manuscripte 
auch  vollendet  ist 

Die  Tafel  von  Chernac  enthält  sämmtliche  Factoren  bis  1020000, 
sie  erschien  1811  unter  dem  Titel:  Cribrum  arithmeticum  sive  tabula 
continens  numeros  primos  a  compositis  segregatos.  Numeris  compo- 
titis,  per  2,  3,  5  non  divisilibus  adscripti  sunt  divisores  simplices, 
non  minimi  tantum.  Daventriae.  Das  Jahr  1814  brachte  die  Tables 
des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  dopuis  1020000  jusqu'  ä  2028000 
avec  les  nombres  premiers,  qui  s'y  trouvent,  von  Burckhardt,  es 
folgten  1816  das  Intervall  von  2028000  bis  3036000  und  1817  das- 
jenige von  1  bis  1020000 ;  die  3  Millionen  wurden  in  einem  Bande 
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von  350  Seiten  in  4°  unter  dem  Titel :  Table  des  diviseurs  poar  tous 
les  nombres  da  1er,  2«,  3e  million.  Paris  1817  herausgegeben.  Für 
die  erste  Million  hatte  B.  eine  Factorentafel  (1  bis  1—1002000)  Ton 
Schenraark,  Prof.  in  Land,  bcuutzt,  die  er  mit  Cheruac's  Tafel  ver- 
glichen hatte.  In  den  40  er  Jahren  überreichte  Crelle  seine  Factoren- 
tafeln der  4  ten,  5ten  und  6ten  Million  der  Akademie  zu  Berlin. 
Bereits  1850  hatto  Gauss  den  durch  sein  rechnerisches  Talent  be- 
kannt gewordenen  Dase  zu  bestimmen  gesucht,  die  folgenden  4  Mil- 
lionen von  der  7  ten  an  zu  berechnen,  und  1860  unternahm  Letzterer 
die  Arbeit,  materiell  unterstützt  durch  das  Comite  der  Dase-Stiftong, 
an  dessen  Spitze  C.  A.  F.  Peters  stand.  1862  erschienen  dann  „dio 
Factorentafeln  für  alle  Zahlen  der  7  ten  Million  von  6000000  bis 
7002000  mit  den  darin  vorkommenden  Primzahlen44,  Hamburg.  Dase 
selbst  war  bereits  1861  gestorben ;  er  hinterliess  noch  die  fast  vollen- 
dete 8te  Million,  und  hatte  auch  schon  einen  grossen  Teil  der  Fac- 
toren  für  die  9te  und  10  te  Million  bestimmt.  Dr.  H.  Rosenberg  in 
Hamburg  übernahm  die  Vollendung,  und  so  wurde  denn  noch  die 
8te  Million  7002000  —  8010000  im  Jahre  1863  und  die  9te  Million 
8010000  —  9000000  im  Jahre  1865  mit  dem  Zusätze  „von  Z.  Dase, 
ergänzt  von  Dr.  H.  Rosenberg44  veröffentlicht.  Burckhardt's  und 
Dase's  Tafeln  geben  nur  den  jedesmaligen  kleinsten  Factor  an.  Die 
im  Manu8cripto  bereits  fertige  10  te  Million  gelangte  nicht  mehr 
zum  Drucke;  das  Manuscript  wurde  im  Jahre  1878  von  der 
Witwe  des  auch  bereits  verstorbenen  Dr.  Rosenberg  der  Berliner 
Akademie  angeboten.  Im  Jahre  1877  hatte  man  sich  von  England 
aus  nach  Berlin  gewandt,  um  in  Erfahrung  zu  bringen,  ob  die  Aka- 
demie das  in  ihrem  Besitze  befindliche  Mauuscript  der  4  ten  bis  6  ten 
Million  zu  veröffentlichen  gedenke,  und  da  von  dort  die  Antwort  er- 
teilt wurde,  man  sehe  davon  ab  wegen  der  in  dem  Manuscripte  ent- 
haltenen Ungenauigkeiten ,  so  übernahm  noch  iu  demselben  Jahre 
J.  Glaisher  die  Arbeit,  um  die  vorhandene  Lücke  auszufüllen.  Unter- 
stützt wird  er  hierbei  von  der  British-Association  for  the  Advan. 
cement  of  Sciences,  welche  zu  dem  Ende  ein  Comite  unter  dem 
Vorsitze  des  Prof.  Caylcy  niedergesetzt  hat.  An  der  Arbeit  selbst 
nehmen  noch  zwei  Rechner  Teil.  Erschienen  ist  bereits:  James 
Glaisher,  table  of  the  fourth  million  London  1879.  Taylor  &  Francia 
Die  Vorarbeiten  für  die  beiden  auderen  Millionen  sind  jetzt  wol  aneb 
nahezu  vollendet;  dieselben  werden  im  Zusammenhange  bearbeitet. 

Ich  wende  mich  nun  der  Einrichtung  von  Factorentafeln  zu  and 
zwar  vorzugsweise  der  bis  jetzt  bekannten  Tafeln,  hierbei  schien  mir 
aber  wie  auch  in  dem  über  die  Herstellung  Beigebrachten  eine  bloff 
referirende  Behandlung  der  Sache  nicht  angemessen.  So  bitti^ 
denn  die  einzelnen  kritischen  Bemerkungen  mir  zu  gestatton,  Jjfgl  j 
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auch  den  hypothetischen  Excurs,  welcher  sich  an  die  Beschreibung 
der  Gitterauflegung  für  Tafeln  nach  der  Einrichtung  vou  B.  anschliesst; 
ich  glaubte  in  diesem,  welcher  sich  auf  die  analoge  Benutzung  des 
Gitters  für  die  F.'sehe  Einrichtung  bezieht,  angeben  zu  sollen,  wio 
F.  mutmasslich  zu  Werke  gegangen  ist    Bei  dem  calculatorischen 
Teile  der  Herstellung  konnte  ich  nur  kurz  auf  gewisse  Rechenvorteile, 
die  von  J.  Glaisher  benutzt  wurden  und  werden,  hinweisen;  B.  war 
im  Allgemeinen  ähnlich  verfahren,  es  ist  aber  aus  seinen  Angaben 
nicht  zu  ersehen,  dass  er  sich  dieselben  Vorteile  zu  Nutz  gemacht 
hat.    Die  Mitteilung  gegen  das  Ende  hin  über  Restetabellcn  er- 
schien mir,  abgesehen  von  dem  an  dortiger  Stelle  Gesagten,  schon 
darum  am  Platze  zu  sein,  weil  sehr  wahrscheinlich  die  früher  er- 
wähnten Bases  von  Felkel  damit  übereinstimmen.   Es  bleiben  hier 
einerseits  die  Primzahlenvcrzcichuisse  ausser  Betracht,  da  sie  zu 
wesentlichen  Bemerkungen  keine  Veranlassung  bieten;  andererseits 
sei  gleich  vorweggenommen,  dass  nicht  uur,  wie  es  Rahn  uud  Pell 
taten,  die  Factorcu  2  und  5,  deren  Existenz  ja  schon  durch  die 
Endziffer  bekundet  wird,  sondern  auch  der  Factor  3,  welchen  dio 
leicht  zu  bildende  Ziffernsumme  kenntlich  macht,  ganz  ausgeschieden 
werden.    Dann  siud  es  hauptsächlich  zwei  Fragen,  deren  verschiedene 
Beantwortung  eiue  Verschiedenheit  in  der  Einrichtung  der  Tafeln 
bedingen.   Die  eine  bezieht  sich  auf  die  Anzahl  der  Factoren,  welche 
aufgenommen  werden  und  zwar  vorzugsweise  darauf,  ob  nach  dem 
Vorgange  der  Tafeln  von  Lambert,  Burckhardt,  Dase  und  Glaisher 
nur  der  jedesmalige  kleinste  Factor  oder  ob  sämmtliche  einfache 
Factoren,  resp.  deren  Potenzen  angegeben  werden  sollen,  wie  dies 
onter  Anderen  von  Vcga  und  Chernac  geschehen  ist    Die  Idee,  wio 
sie  durch  Anjema  allerdings  für  einen  verhältnissmässig  kleinen  Zahlen- 
raum zur  Ausführung  gekommen  ist,  sämmtliche  Divisoren,  die  ein- 
fachen und  zusammengesetzten,  aufzuzählen,  wird  wol  schwerlich  Nach- 
ahmer finden;  in  der  Tat  ist  eine  solche  Zusammenhäufung  mehr  dazu 
geeignet,  die  Uebersicht  zu  erschweren,  als  dass  sie  irgend  einen 
wesentlichen  Nutzen  böte.    Die  Notwendigkeit  einer  möglichst  com- 
pendiösen  Einrichtung,  für  welche  auch  der  Kosteupunkt  spricht,  weist 
darauf  hin,  sich  mit  der  Angabe  des  kleiusten  Factors  zu  begnügen, 
durch  welche  man  in  den  Stand  gesetzt  ist,  mit  einem  geringen  Aufwände 
einfacher  Divisionen  und  mehrmaligem  Nachschlagen  sämmtliche  Fac- 
toren zu  ermitteln.    Ein  Mittelweg,  welcher  dies  Verfahron  beträcht- 
lich abl  türzen  würde,  wäre  der,  für  den  ersten  Zahlenraum  bis  100000 
sämmtliche  Factoren,  und  von  da  an  nur  noch  den  kleinsten  Factor 
anzugeben,  wofür  sich  auch  J.  \V.  L.  Glaisher  ausspricht.  Wenn  der- 
selbe jedoch  weiterbin  erklärt,  dass       Au  (nähme  sämmtlicher  Fac- 
toren überhaupt  nur  geringe  Mühe  mehr  verursache,  so  will  ich 
doch  Jaranf  auf™  machen,  dass  mau  dann  schon  bei  der  ersten 
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Million  von  vornherein  statt  der  Primzahlen  bis  997  diese  bis  142841 
berücksichtigen  müsste,  und  dass  man  mit  dem  calcnlatorischen  Teile 
anch  nicht  mehr  in  der  angegebenen  Weise  ausreichen  würde.  Ferner 
übersieht  er,  dass  nach  dem  ganzen  Verfahren  dio  Potenzen  über  die 
zweite  hinaus  sich  nicht  auspräget) .  Die  zweite  Frage  betrifft  die 
Anordnung  der  Argumente.  Die  ungraden  Zahlen  nach  einander  hin- 
zuschreiben und  im  gegebenen  Falle  die  durch  Abzahlen  ermittelten 
einfachen  Factorcn  beizufügen,  wie  dies  wahrscheinlich  von  Erato- 
sthenes  geschehen  ist,  oder  die  Anordnung  speciell  so  zu  treffen,  dass 
man  die  Zahlen  in  horizontalen  Reihen  niederschreibt,  und  soviel 
Zwischenraum  zwischen  diesen  Zahlen  lässt,  um  über  den  einzel- 
nen die  zugehörigen  Primfactorcn  anzubringen  nach  dem  Vorschlage 
von  Rallier  des  Ourmcs,  davon  kann  füglich  keine  Rede  mehr  sein; 
es  bleiben  vielmehr  zwei  Hauptformen  für  dio  Zahlen,  welche,  jenach- 
dem  man  die  eine  oder  andere  wählt,  entscheidend  sind  für  die  Ver- 
schiedenheit der  Anordnung.  Bezeichnet  mau  nämlich  irgend  eine 
Primzahl  mit  p  und  den  Rest,  welchen  man  bei  der  Division  der 
gegebenen  Zahl  AT  durch  10  resp.  100  erhält,  mit  a  resp.  b,  so  ist 
zunächst 

iV=  n.lO+fl 

oder 

N      n.lOO  +  b. 

Im  ersten  Falle  fasst  man  je  einen  Zahlcnraum  von  30,  im  anderen 
Falle  von  300  zusammen,  wie  die  S.  148  folgenden  Schemata  zeigen,  in 
welchen  a  die  4  Werte  1,  3,  7,  9  haben  kann,  und  zwar,  wenn  n  -=  3« 
ist,  die  Werte  1  und  7,  wenn  n  =  3m-)-l  ist,  die  Werte  1,  3,  7,  9 
und  wenn  n  =  3m +  2  ist,  die  Werte  3  und  9,  während  im  zweiten 
Schema  für  b  bezüglich  20,  28  und  26  Werte  auftreten,  jenachdem 
die  Anzahl  der  Hunderte  sich  durch  3w,  3/n  +  l  oder  3»n  +  2  dar- 
stellen lässt  Im  ersten  Falle  nimmt  der  Zahlenraum  30  eine  hori- 
zontale Zeile  mit  11  Feldern  ein,  von  welchen  3  für  dio  Zehner  der 
Zahlen  bestimmt  sind,  während  .die  übrigen  8  zur  Aufnahme  des 
Primfactors  dienen.  Die  Einer  befinden  sich  am  Kopfe  der  aebt 
Factorenspalten.  Nach  der  zweiten  Anordnung  erfordert  der  Zahlen- 
raum 300  eine  senkrechte  Spalte  mit  80  Feldern  für  die  Factoren. 
eine  am  linken  Rande  herabgehende  Spalte  für  die  Zehner  und  Einer 
und  drei  Querzcilcn  für  die  drei  vorangehenden  Stellen  der  Zahl, 
von  rechts  nach  links  gedacht,  während  die  noch  übrigen  Stellen  iß 
Eingange  angebracht  sind.  Als  Repräsentantin  für  die  erste  Art  der 
Anordnung  dient  diejenige,  welche  Felkel  seinen  Tafeln  gegeben  hat 
die  zweite  findet  sich  in  den  Tafeln  von  Lambert,  Burckhardt,  Daw  . 
und  Glaisher.  Ich  stehe  keinen  Augenblick  au,  mich  für  die  zuerst 
geschilderte  Einrichtung  auszusprechen,  da  sie  viel  übersichtlicher  ilt 
für  manche  Fälle  der  Untersuchungen,  als  die  andere    leb  will  Dar 
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darauf  hinweisen,  dass  die  Zahlen  von  derselben  Form  bei  ihr  senk- 
recht herablanfen  uud  sich  leichter  in  ihrem  Zasammenhange  verfolgen 
lassen,  als  bei  jener,  wo  man  die  gleichgeformto  Querzeile  auf  jedem 
neuen  Blatte  erst  aufsuchen  muss.  Wenn  Herr  W.  J.  L.  Glaisher 
für  letztere  die  Autorität  von  Gauss  ins  Feld  führt,  welcher  sich 
Dase  gegenüber  dahin  aussprach,  dass  er  die  Einrichtung  der  Burck- 
hardt'schcn  Tafel  für  die  beste  halto,  so  ist  bei  diesem  Ausspruche 
zu  beachten,  dass  Gauss  wol  kaum  noch  eine  anders  eingerichtete 
Tafel  benutzen  konnte,  es  sei  denn  diejenige  von  Chernac,  über 
welche  er  sich  ja  in  den  Göttiuger  Gel.  Auzeigen  (1812  März)  an- 
erkennend genug  ausspricht  nnd  von  welcher  Lcgendro  sagt:  Los 
amatenrs  de  l'analysc  ont  donc  le  choix  entre  deux  recueils  qui  peu- 
vent  leur  ctre  ßgalement  utilcs,  Tun  par  un  maniemeut  plus  facile 
(Chernac)  l'autre  par  une  plus  grande  6tendue.  (Thöorie  des  nom- 
bres  3.  Auflage.  I.  S.  6.) 

Ich  muss  der  Vollständigkeit  halber  hier  noch  anführen,  dass 
Vega,  der  auch  die  zweite  Einrichtung  hat,  den  Zahlenraum  300  auf 
2  Seiten  links  und  rechts  verteilt  hat,  so  dass  man  jede  Spalte  auf 
beiden  Seiten  erst  durchgehen  muss,  bevor  man  zur  nächsten  über- 
geht.   Das  macht  sich  aber  leicht,  und  es  ist  mir  nicht  verständlich, 
wenn  Herr  J.  W.  L.  Glaisher  sagt,  es  sei  nicht  leicht,  dies  in  Kürze 
auseinanderzusetzen.   Die  besondere  Einrichtung,  welcho  Felkel  seinen 
Taleln  noch  dadurch  gab,  dass  er  in  deu  Factorenfeldern  die  Prim- 
zahlen nicht  selbst  angab,  sondern  Buchstabcncombinationcn  benutzte, 
um  sie  zu  bezeichnen,  die  in  einer  besonderea  Tafel  ihre  Erklärung 
fanden,  hat  nur  nebensächliches  Interesse,  so  dass  ich  es  vorziehe, 
nicht  näher  darauf  einzugehen,  umsoweniger,  als  er  ja  später  von 
dieser  Bezeichnung  abkam,  die  seiner  Meinung  nach  weniger  Raum 
beanspruchen  sollte,  nachdem  Lambert  ihm  nachgewiesen  hatte,  dass 
wenn  er  Ziffern  wählte,  der  Raum  nicht  grösser  zu  sein  brauchte. 

Der  zweifache  Modus  der  Anordnung  bringt  in  der  Art  der 
Herstellung  keine  wesentliche  Aenderung  hervor.  Diese  zerfällt 
nämlich  nach  der  Grösse  der  Primfactoren  in  zwei  gesonderte  Acte. 
Für  die  kleineren  Primzahlen  bis  zu  einer  Grenze,  die  sowol  von 
der  Grenze,  bis  zu  welcher  die  Tafeln  gehen  sollen,  als  von  den  be- 
sonderen Umständen,  unter  denen  man  arbeitet,  abhängt,  bedient  man 
sich  eines  Netzes  mit  ausgeschnittenen  Feldern,  wie  es  gleich  unten 
an  einem  Beispiele  gezeigt  werden  soll,  eine  Vorrichtung,  welcher 
ohne  Zweifel  auch  der  von  Prof.  Hindenburg  gebrauchte  apparatus 
bis  auf  geringe  Modhicatiouen  entsprach.  Ueber  die  Grenze  hinaus 
geht  man  ausschliesslich  calculatorisch  zu  Werke.  Es  sei  nun  z.  B. 
die  Primzahl  13  an  den  Stellen  einzutragen,  wo  sie  als  kleinster  Factor 
auftritt,  und  zu  Grunde  sei  die  Lambert-Burckhardt'sche  Form  der 
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Tafel  gelegt;  dann  ist  das  Verfahren,  wie  es  Ganss  wol  nach  den 
eigenen  Angaben  Burckhardt's  in  der  Einleitung  zu  dem  1814  erschie- 
nenen Teile  seiner  Tafeln  auseinandersetzt  (s.  Gauss  Werke.  2.  Bd. 
S.  183)  folgendes:  B.  Hess  ein  Netz  in  Kupfer  stechen,  wo  durch  81 
horizontale  und  78  verticale  Linien  80 . 77  Felder  gebildet  sind  und 
die  nötige  Anzahl  von  Abdrücken  machen.  Die  80  Werte  an  der 
linken  Seite  konnten  sogleich  mitgestochen  werden,  die  Ziffern  der 
3  Querzeilcn  und  die  Hauptziffern  am  Eingange  wurden  geschrieben, 
da  sie  sich  von  Blatt  zu  Blatt  ändern ;  dann  nahm  B.  von  einem  über- 
zähligen Blatte  der  Breite  nach  nur  13  Spalten  (allgemein  p  Spalten), 
und  indem  er  diesen  Streifen  als  den  Anfang  seiner  Tafel  behandelte, 
schnitt  er  alle  Felder,  welche  den  Factor  13  enthalten  mussten,  aus; 
die  betreffenden  SO  Felder  waren  durch  Rechnung  ermittelt  Er 
brauchte  jetzt  dieses  Gitter  nur  auf  die  13  ersten  Spalten  des  ersten 
Blattes  zu  legen,  dann  auf  die  13  folgenden  u.  s.  w.,  um  sogleich  alle 
Plätze  zu  sehen,  die  noch  leer  d.  h.  nicht  mit  7  oder  11  ausgefüllt 
waren,  um  sie  mit  13  auszufüllen.  Für  die  grösseren  Zahlen,  wie 
79,  83  u.  s.  w.  wurde  dann  wol  der  Rahmen  aus  2  oder  mehreren 
Bogen  zusammengesetzt.  Dasselbe  Verfahren  beobachtete  auch  J.  Glai- 
sher,  nur  setzte  er  bei  grösseren  Zahlen  die  Bogen  nicht  zusammen, 
sondern  versah  sie  mit  fortlaufenden  Nummern,  um  sie  der  Reihe 
nach  aufzulegen  und  nach  vollendetem  Turnus  wieder  mit  dem  erstes 
zu  beginnen.  B.  ging  hierbei  bis  zu  499,  Gl.  für  die  4  te  Million  bis 
zu  307.  Diese  Art,  ein  Sieb  zu  benutzen,  kann  man  ebensogut,  ja 
sogar  noch  mit  einer  beträchtlichen  Vereinfachung  anwenden,  wenn 
man  die  erste  Form  der  Einrichtung,  wie  sie  das  Schema  I.  giebt, 
zu  Grunde  legt.  Man  denke  sich  den  Streifen  soweit  verlängert,  das« 
er  77  Zeilen  enthält,  und  von  diesen  Streifen  10  nebeneinanderliegend, 
so  dass  sie  ein  ungetrenntes  Ganze,  eine  einzige  Form  bildeD.  Man 
hat  dann  30  Spalten  zur  Aufnahme  für  die  Zehner  und  80  für  die 
Factorenfelder.  An  den  ersten  Streifen,  welcher  in  der  ersten  Zehner- 
reihe mit  0  beginnt  und  bis  zu  228  geht,  schliesst  sich  aber  der 
nächste  nach  rechts  mit  seiner  Nnmmerirung  nicht  unmittelbar  an, 
sondern  setzt  voraus,  dass  man  gleich  zum  Ilten  Streifen  über- 
gegangen ist,  dann  zum  21  teu  u.  s.  w.  bis  91  ten,  die  Anfangszahlen 
in  der  ersten  Zehnerreihe  sind  dann  2310,  4620  u.  s.  f.,  die  zugehö- 
rigen übrigen  Zahlen  ergeben  sich  von  selbst.  Der  erste  Bogen  würde 
also  entsprechend  diesen  Streifen  nummerirt,  der  zweite  hätte  die 
Nummerirung  der  2  ten,  12  ten  bis  zum  92  ten,  der  zehnte  Bogen  die 
Nummern  für  den  10  ten,  20  ten  bis  100  ten  Streifen  und  die  letzte 
Anzahl  der  Zehner  wäre  23099  mit  den  Einern  3  und  9,  man  hätte 
die  Zahlen  bis  231000  absolvirt.  Um  nun  das  Auflegegitter  zu  con- 
struiren,  sei  wieder  die  Zahl  13  als  Beispiel  angenommen.  Man  bilde 
sich  dann  einen  Streifen  von  der  ganzen  Breite  des  Bogens,  der  aber 
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nur  13  Querreihen  enthält,  ausserdem  aber  einen  kleinen  Hulfecarton, 
welcher  ebenfalls  diese  13  Querreihen,  aber  nur  die  Breite  eines  ein- 
zigen Streifens  hat    Auf  diesem  schneide  man  die  8  Felder  aus, 
welche  in  den  8  Spalten  den  durch  13  teilbaren  Zahlen  entsprechen 
and  in  der  beistehenden  Figur  durch  Kreuze  angedeutet  sind.  Diesen 
Carton  legt  man  auf  den  ersten  Streifen  im  Gitter  und  markirt  die 
Stellen,  welche  den  ausgeschnittenen  Feldern  entsprechen,  dann  divi- 
dire  man  770:13  und  erhält  —10  als  Rest,  d.  h.  wenn  man  das 
Gitter  nach  und  nach  auf  10  aneinanderstossendo  Streifen  von  je 
77  Querreihen  gelegt  hätte,  so  würde  es  den  nächsten  oder  Uten 
mit  10  Querreihen  überdecken.    In  dem  Auflegegitter  hat  man  also 
mit  dem  Hülfscarton  so  zu  verfahren,  dass  man  dessen  unterste  zehn 
Reihen  zuerst  auf  den  zweiten  Streifen  auflegt;  ferner  hat  man  für 
den  3ten  Streifen  —10.2:13  Rest  —7,  u.  r.  f.    Htatt  also  80  Aus- 
gangspunkte für  das  Gitter  bei  jeder  Primzahl  berechnen  zu  müssen, 
wenn  man  die  B.'schc  Anordnung  befolgt,  hat  man  es  hier  von  vorn- 
herein nur  mit  8  solchen  Punkten  zu  tun.    Das  Gitter  wird  dann 
von  Bogen  zu  Bogen  in  verticaler  Richtung  weiter  geführt    Sind  die 
10  ersten  Bogen  vollendet,  so  bildet  man  sich  mit  leichter  Mühe  für 
die  nächsten  zehn  vermöge  des  Cartons  ein  neues  Gitter  und  gebraucht 
es  wie  eben;  jede  10  Bogen  umfassen  den  vollen  Zahlenranm  von 
231000.    Indes  wird  es  ja  vorläufig  mit  den  ersten  10  Million  in  der 
Anfertigung  von  Factorentafeln  sein  Ende  haben  und  da  diese  alle 
nach  der  ursprünglichen  Einrichtung  von  Lambert  angelegt  sind, 
so  wurde  eine  andere  Anordnung  auch  für  die  Znkunft  nicht  zu  er- 
streben sein.    Die  Maschine  von  Felke),  welche  ans  8  Stäben  zu- 
sammengesetzt war,  denen  man  verschiedene  Längen  geben  konnte, 
scheint  etwa  dem  Hülfscarton  zu  entsprechen.   Die  77  senkrechten 
Spalten  bei  B.T  oder  die  77  Querreihen  nach  der  andern  Anordnung 
haben  den  Zweck,  dass  die  Felder  mit  7  und  11  gleich  in  der  Haupt- 
form durch  den  Druck  eingetragen  wen  Ion  können.    Was  nun  den 
calculatorischen  Teil  der  Eintragungen  bctriiTt,  so  bestimmt  man  die 
Kubikwurzel  aus  der  oberen  Grenzzahl  der  Tafel   und  dieser  ent- 
sprechend die  gröaste  Primzahl,  welche  noch  3  mal  als  Factor  vor- 
kommt: von  hier  an  aufwärts  hat  man  jede  Primzahl  nur  mit  sich 
selbst  und  jeder  folgenden  bis  zur  Tatelgrenze  hin  zu  multipliciren, 
and  die  Producte  unter  den  Zahlen  der  Tafel  aufzusuchen,  um  in 
das  entsprechende  Feld,  welches  noch  nicht  besetzt  sein  kann,  den 
kleinem  Factor  einzutragen.    Dass  man  sich  hier  einige  Bequemlich- 
keiten für  das  Rechnen  scharfen  kann,  zeigt  insbesondere  das  Ver- 
vou  J.  Glaisher. 


Ich  kann  im  Schlüsse  meiner  Auseinandersetzungen  nicht  unter- 
lassen, darauf  hinzuweisen,  dass  während  man  sich  in  ßngbtti 
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beschäftigt,  die  4te  bis  6te  Million  zum  Abschlösse  zu  bringen,  die 
Factorentafeln  der  übrigen  Millionen  immer  schwerer  zugänglich  wer- 
den und  dass  der  Kostenpunkt,  wenn  man  einen  grösseren  oder  den 
ganzen  Zahlenraum  umfassen  will,  zu  bedeutend  ist.  Gerade  hierin 
liegt  auch  wol  ein  Hauptgrund,  dass  die  nicht  nur  grossen  Reiz, 
sondern  auch  mannichfachen  Nutzen  gewährende  Beschäftigung  mit 
den  Zahlen  und  ihren  Gesetzen  nicht  so  weit  Platz  greift,  wie  es  wol 
zu  wünschen  wäre.  Wenn  ich  daher  noch  ein  Verfahren  mitteile, 
welches  den  Gebrauch  vollständiger  Tafeln  in  gewissem  Sinuc  ent- 
behrlich macht,  ein  Verfahren,  für  welches  ich  alle  vorbereitenden 
Rechnungen  abgeschlossen  habe,  so  glaubo  ich,  ist  diese  Mitteilung 
durch  das  zuletzt  Gesagte  hinreichend  motivirt. 

Zunächst  sei  bemerkt,  dass  hierfür  die  Einrichtung  des  Schema  I. 
erforderlich  ist,  und  dass  man  eine  Factorentafel  nach  dieser  Anord- 
nung bis  100000  mit  allen  Factoren  nötig  hat.  Man  findet  dann 
leicht,  dass  in  irgend  einer  Factorenspalte  z.  B..  von  einem  Felde 
mit  13  bis  zum  nächsten  13  Reihen  Zwischenraum  sind,  oder  dass 
man  in  der  Zehnerspalte  13.3,  in  Wirklichkeit  als  um  13.30  weiter- 
gegangen ist  Mit  anderen  Worten,  ist 


Ist  mir  nun  eine  Zahl  gegeben,  wie  z.  B.  3572791,  so  setze  ich  diese 
-  357279.10+1  =  (35. 10000  +  7279).  10+1.  Dividire  ich  nun 
350000:3p  und  erhalte  r  als  Rest,  so  muss  (r  + 7279).  10+1  ein 
Vielfaches  von  p  sein,  wenn  3572791  ein  solches  ist  und  umgekehrt 
Kenne  ich  demnach  für  jedes  p  bis  zur  V.3572791  den  Rest,  welchen 
35.10000  durch  3p  giebt,  ordne  ich  diese  Reste  nach  ihrer  Grösse, 
addiro  sie  nach  und  nach  zu  7279  und  sehe  in  der  Factorentabelle, 
welche  ja  die  Zehner  bis  9999  enthält,  nach,  ob  sich  einmal  in  der 
Factorenspalte  mit  1  an  der  Spitze  derselbe  Factor  findet,  wie  die 
zu  dem  Reste  gehörige  Primzahl,  so  weiss  ich,  dass  diese  Primzahl 
auch  in  3572791  aufgeht. 


Ist  vorauszusehen,  dass  man  bei  der  Addition  der  Reste  über 
9999  hinauskommen  würde,  so  kann  man  für  (350000  +  7279).  10 +1 
auch  setzen 

{360000 +  (-10000  +  7279)}.  10+1  -  (360000  -  2721).  10+1 

und  mit  — 2721  ebenso  verfahren,  wie  vorher  mit  7279,  nur  dass 
die  Reste  von  360000:3p  zu  nehmen  sind. 


so  ist 


und 


iST  —  n.lO  +  a  ein  Vielfaches  von  p, 

iV'—  n'.10+a  das  nächste  derselben  Primzahl, 

n —  n  =  3 .  p. 
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Es  sind  also  für  den  Zablcnraum  bis  etwa  6000000  erforderlich 
1)  eino  Factorentabellc  bis  100000  mit  allen  Factoren-,  2)  60  resp. 
61  kloine  Tabellen,  welcbc  die  Reste  von  1.10000  bis  61. 10000 :3/> 
der  Grösse  Dacb  und  mit  jedes  Mal  beigeschriebenem  p  enthalten. 
Mit  diesen  einfachen  Hülfsmittelu  ist  es  mir  leicht  geworden,  die 
Zerlegung  grösserer  Zahlen  in  ihre  Primfactoren  auszuführen  und 
zwar  durchgängig  in  ganz  kurzer  Zeit. 

Was  die  Wiedergabe  durch  den  Druck  betrifft,  so  ent- 
halten die  Tafeln  von  B.  beispielsweise  auf  jeder  Quartseite  einen 
Zahlenraum  von  9000,  da  er  31  senkrechte  Spalten  und  80  horizon- 
tale Reihen  darauf  anbrachte.  Man  würde  bei  der  anderen  Anord- 
nung unter  Beibehaltung  desselben  Formates  und  derselben  Schrift- 
grösse  und  unter  Hinzunahme  von  zwei  senkrechten  Spalten,  während 
die  Zahl  der  Querreihen  dieselbe  bliebe,  freilich  nur  den  Zahlenraum 
7200  auf  jeder  Seite  umfassen,  aber  beim  Gebrauche  hätte  man  den 
grossen  Vorteil,  dass  jedesmal  Zahl  und  zugehöriger  Factor  fast  un- 
mittelbar neben  einanderstehen ,  während  man  dort  eine  Anzahl  von 
Spalten  bis  zu  30  durchgehen  muss,  um  zu  dem  betreffenden  Fac- 
torcnfelde  zu  gelangen. 

Als  Quellen  für  die  Geschichte  der  Factoreutafeln,  resp.  ihre 
Einrichtung  und  Herstellung  dienen  füglich: 

Fr.  v.  Schooten,  Exercitationes  Mathematicae. 

J.  H.  Lambert,  Beyträgo  zum  Gebrauche  der  Mathematik. 

Memoiren  der  Akademio  der  Wissenschaften  zu  Paris.   5.  Band. 

Histoire  de  l'Acadcmie  des  Sciences.   S.  88. 

Lamberts  deutscher  gelehrter  Briefwechsel  von  Job.  Bernoulli. 

L.  Eulers  Algebra  von  Joh.  Ph.  Grüson.   1.  Th.  S.  22  u.  24. 

Cribrum  arithmeticum  von  Chernac.  Einleitung. 

Table  des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  du  deuxieme  million. 
Von  Burckbardt.  Einleitung. 

Z.  Dase,  Factorentafel  7  te  Million.  Einleitung. 

J.  W.  L.  Glaisher,  On  factor  tables  with  an  aecount  of  the  modo 
of  formation  of  the  factor  table  for  the  fourt  million  Proc.  of  tho 
Cambr.  Ph.  Soc.  Febr.  1878. 

Bremen  im  October  1883. 

Nachtrag. 

Meine  Mitteilungen  über  die  Geschichte  der  Factorentafeln  habe 
ich  noch  durch  die  Notiz  zu  ergänzen,  dass  im  Jahre  1863  der 
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Kaiscrl .  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien  aas  dem  XtchUss 
des  verstorbenen  Professors  Kulik  in  Prag  ein  Manuscript,  enthaltend 
Factorentafeln,  übergeben  wurde.   Nach  dem  Berichte,  welchen  Prof 
Petzval  hierüber  1866  der  Akademie  vorlegte,  umfassen  diese  in  6 
grossen  Foliobänden  den  Zahlenraura  von  3  bis  100000000  (banden 
Million)  und  geben  den  kleinsten  Primfactor,  mit  Ausnahme  ton  1 
3  und  5  an.    Die  Prirafactoren  sind  durch  die  Buchstaben  des  kleinen 
lateinischen  Alphabets  und  durch  Combinationen  derselben  bezeichnet 
deren  Bedeutung  einer  Hülfstafel  zu  entnehmen  sind.   Also  ähnlici. 
wie  bei  Felke],  nur  dass  dieser  seine  Combinationen  aus  je  einem 
Buchstaben  des  grossen  und  kleinen  lateinischen  und  deutschen  Al- 
phabets mit  je  einem  Buchstaben  des  griechischen  bis  i  bildete. 
(Sitzuugsber.  der  Mathem.-Naturw.  Kl.  der  K.  Ak.  d.  W.  zn  "Wien 
Uli.  II.  Abth.). 

Eine  andere  nachträgliche  Notiz  betrifft  die  Einrichtung  von 
Factorentafeln.  Im  51.  Bando  des  Crelle'schen  Journals  befindet  sich 
nämlich  ein  Artikel  des  Herausgebers:  „Wie  eine  Tafel  der  unteil- 
baren Factoren  der  Zahlen  bis  zu  beliebiger  Höhe  möglichst  leicht 
und  sicher  aufzustellen  sei."  Crelle  verlangt,  dass  die  Tafeln,  ab- 
gesehen von  2,  3  und  5  die  übrigen  Factoren  sämmtlich  geben  müs3tet 
Zu  ihrer  Herstellung  bis  zu  einer  weiteren  Grenze  setzt  er  eine  bereits 
vorhandene  Tafel  mit  allen  Factoren  in  einem  kleineren  Umfang, 
aber  von  7  beginnend,  voraus  und  ausserdem  eine  Productentafel 
Bezeichnet  man  eine  Zahl  der  vorhandenen  Tafel  mit  eine  Prim- 
zahl mit  p>  die  obere  Grenze  der  neuen  Tafel  mit  B,  so  werden  alle 

P  bis  yz*  mit  allen  E  bis  — ^  multiplicirt  und  zwar  werden  für 

jedes  Product  einzelue  Teile  besonders  gebildet  und  in  besondere 
Productentafeln  eingetragen.  Die  erhaltenen  Producte  bilden  die 
Zahlen  der  neuen  Tafel,  die  übrigen  Zahlen  sind  Primzahlen.  Die 
vorkommeudeu  Wiederholungen  dienen  als  Probe.  Nach  seiner  Ab- 
sicht soll  dann  aus  der  Chemae'schen  Tafel  eine  neue  bis  70000t)) 
und  aus  dieser  eine  solche  bis  49000000  hervorgehen.  Für  die  Be- 
arbeitung hatte  er  Dasc  ins  Auge  gefasst  und  die  Zeit  bis  zur  Voll- 
endung auf  ca.  16  Jahre  berechnet.  Es  findet  sich  in  dem  Artikel 
auch  eine  Berechnung  sämmtlicher  Kosten,  nur  geht  der  Berechner 
dabei  nicht  mit  in  Rechuung,  da  dieser  von  einer  wissenschaftlichen 
Gesellschaft  oder  der  Regierung  unterhalten  werden  sollte.  (Crelle's 
Journal  LI.). 

Schliesslich  kann  ich  noch  die  Nachricht  hinzufügen,  dass  in- 
zwischen die  Tafel  der  5.  uud  6.  Million  von  Glaisher  erschienen  ist 
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xxxi  r. 

Die  Umkehrung  des  Grundgedankens 
von  Hindenburg's  combinatorischer  Analysis. 

Von 

Herrn  Friedrich  Roth, 

ord.  Lehrer  am  Realprogymnosium  zu  Buxtehude. 


a)  Die  gemeinen  f  ombinationen  und  Variationen  *). 

(Combin.  und  Variationen  ohne  und  mit  unbeschränkter  Wiederholung.) 

In  dem  letzten  Jahrhundert  hat  die  Mathematik  von  mehreren 
Versuchen  zu  berichten,  durch  neue  Auffassung  schon  bekannter  räum- 
licher Verhältnisse  oder  durch  Erfindung  irgend  welcher  noch  nicht 
behandelter  Beziehungen  zwischen  arithmetischen  Grössen  der  Wissen- 
schaft neue  Werkzeuge  zu  schaffen  und  ihr  neue  Bahnen  zu  weisen, 
auf  denen  sie  die  Schwierigkeiten  der  ihr  gestellten  Aufgaben  leichter 
als  mit  den  bisherigen  Ilülfsmittcln  überwinden  könne.  Zu  diesen 
Versuchen  gehört  auch  die  Schaffung  der  „combinatorischen  Ana- 
lysis", die,  am  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  von  dem  Leipziger 


*)  Diese  Abhandlung  bildete  ursprünglich  den  zweiten  Teil  des  Aufsatzes, 
den  ich  in  Hoffmanns  Zeitschrift  für  math.  und  nnturw.  Unterricht,  Heft  3. 
«Ici  XIV.  Jahrganges  S.  250—259  veröffentlicht  hnbe. 

In  jenem  ersten  Teile  hnbe  ich  bei  der  Berichterstattung  über  die  Ablei- 
tung, die  Rcidt  in  SehlÖmileh's  Handbuch  der  Mathematik  zur  Formel  für  die 
Anzahl  der  Combinntioncn  m.  W.  gegeben  hat,  die  Worte  hinzugefügt:  „Ob 
diese  Beweisführung  so  recht  durchschlagend  ist,  .  .  .  ,  seheint  mir  noch  eine 
offene  Frage.    Auch  vermisst  man  die  Angabe  darüber,  ob  der  Verfasser  den 
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Professor  Hindcnburg  eingeführt,  von  einer  grossen  Zahl  seiner 
Schüler  und  Anhänger  verteidigt  und  vermehrt  wurde ,  ura  schliess- 
lich fast  ganz  der  Vergessenheit  anheimzufallen ,  ein  Schicksal, 
das  wohl  die  meisten  dieser  Neuerungen  teilen  werden,  sobald 
es  ihnen  nicht  gelingt,  durch  wirkliche  Lösung  der  Jahrhunderte 
alten  Aufgabeu  unserer  Wissenschaft  die  menschlicho  Erkenntni?s 
wirklich  zu  fördern. 

Doch  war  die  Schöpfung  Hindenburgs  nicht  ohno  Wert.  Er  war 
dabei  von  einem  richtigen  Gefühl  geleitet  uud  hat  eine  Wahrheit 
herausgefunden,  dio  für  die  Mathematik  reiche  Früchte  zu  tragen 
verspricht,  wenn  sie  nur  in  anderer  Weise,  als  er  selbst  es  getan, 
benutzt  wird.  Diese  Wahrheit  aber  ist  dio  innigo  Beziehung  zwischen 
der  Multiplikation  mehrstelliger  Grössen  und  der  Combinatiouslehre. 
Von  der  Tatsache  ausgehend,  dass  bei  der  Ausrochuung  eines  Pro- 
duktes von  mehreren  Polynomen  alle  möglichen  Zusammenstellungen 
ihrer  Summanden  vorkommen,  sucht  die  „combinatorische  Analysis" 
zunächst  für  dio  Combinationslehrc  die  Gesetze  und  Formeln  fest- 
zustellen und  durch  neuo  Bezeichnungen  übersichtlich  zu  machen,  um 
diese  dann  vermittelst  des  polynomischen  Satzes  auf  die  Theorie  der 
Reihen  anzuwenden.  Daher  nennt  Hindeuburg  den  letzteren  „das 
wichtigste  Theorem  der  ganzen  Analysis",  und  deshalb  sagt  einer 
seiner  Anhänger  von  demselben  Satze:  „Dieser  ist  gleichsam  ein 


Beweis  selbst  gefunden,  oder  ob  er  ihn  einem  anderen  Werke  entnommen  hat". 
Darauf  hin  schreibt  mir  Herr  Reidt ,  dais  er  den  Grundgedanken  seines  Bc 
weises,  den  er  schon  1868  in  seinen  „Elementen  der  Mathematik*  mitgeteilt, 
anderwärts  vorgefunden  habe,  sich  jedoch  nicht  mehr  bestimmt  erinnere,  in 
welchem  Buche  er  ihn  zuerst  gelesen  habe.  Die  Quellenangabe  bei  jedem  ein- 
r.elncn  Satze  halt  er  für  untunlich.  Uebrigens  finde  sich  dieselbe  Ableitung 
jener  Formel  auch  in  den  Elementen  der  Mathematik  von  Gallcnkamp  (3.  Aufl.  1860) 
und  in  der  Elementar- Mathematik  von  Helmes  (2.  Aufl.  1874).  Dass  er  ge- 
rade diesen  Beweis  gewählt  habe,  liege  in  dessen  Kürze  und  Brauchbarkeit 
für  den  Uuterricht.  Die  wissenschaftliche  Strenge  der  Entwickclung  sei  un- 
bestreitbar, die  Beweisführung  also  vollständig  „durchschlagend14,  doch  könne 
man  bei  dem  mündlichen  Vortrage  den  Gedankengang  etwas  mehr  ausführen 
als  es  die  erforderliche  Knappheit  der  schriftlichen  Darstellung  gestatte. 

Wie  aus  dem  Zusammenhange  deutlich  hervorgeht,  habe  ich  in  dem  frag- 
lichen Aufsatze  mit  dem  Ausdrucke  „durchschlagend"  nichts  anderes  bezeichnen 
wollen  als  diejenige  Eigenschaft  des  Vortrages,  die  im  Stande  ist,  auch  mittel- 
mässig  begabte  Schüler  zu  überzeugen  und  fortzurcissen.  Im  Ucbrigen  aber 
kann  ich  nicht  von  der  Ucberzeugung  lassen,  dass  die  Geringfügigkeit  der 
Quellenangabe  und  des  Literaturnachweises  einen  Mangel  des  Schlömilch'schen 
Handbuches  bildet,  das  doch  in  erster  Linie  nur  zum  Nachschlagen  für  ueo 
Lehrer  bestimmt  sein  kann. 
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hoher  Standort,  von  welchem  man  die  Gefilde  der  Analysis  tiber- 
sehen kann".  In  Wirklichkeit  war  er  den  Vertretern  der  combina- 
torischen  Analvsis  die  Brücke,  über  welche  sie  aus  dem  Gebiete  der 
Combinationslehre  in  dasjenige  der  algebraischen  Operationen  her- 
überdrangen, um  dio  auf  jener  Seite  geschmiedeteu  Waffen  zur  Ueber- 
windung  der  Schwierigkeiten  zu  benutzen,  dio  sich  dem  Mathematiker 
diesseits  entgegenstellen. 

In  dieser  Abhandlung  stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  die 
Formeln  der  Corabinationslehre  sammtlich  in  einheitlicher  Weise  auf 
eine  neue  Art  herzuleiten.  Da  es  sich  dabei  im  Gegensatze  zu  dem 
Unternehmen  Hindenburg's  darum  handelt,  für  die  Ausführung  der 
Zusammenstellungen  von  gegebenen  Elementen  die  entsprechende 
Rechenoperation  aufzufinden,  so  wird  uns  der  Gedanke  nahe  gelegt, 
einmal  den  Weg,  den  jener  eingeschlagen,  umgekehrt  zu  gehen  und 
vermittelst  des  polynomischen  Satzes  die  bekaunten  Regeln  der  Algebra 
auf  das  in  unsrer  Aufgabe  zum  Teil  noch  als  unbekannt  vorausge- 
setzte Gebiet  der  Combinatorik  anzuwenden. 

Zerlegen  wir  die  Potenz  des  wgliedrigcn  Polynoms 

(«+£  +  c  +  . . .  +  0m 

in  ihre  m  Factoren  und  führen  die  Multiplication  dieser  so  aus,  dass 
wir  den  Summanden  (a,  b  . . .)  eines  jeden  der  polynomischen  Fac- 
toren immer  hinter  den  Summaudcn  des  vorhergehenden  Factors 
setzen,  so  geben  dio  Teilproducte,  welche  die  Glieder  der  entstehenden 
polynomischen  Reihe  bilden,  die  Variationen  mit  Wieder- 
holungen von  7t  Elementen  zur  m  ten  Ciasse,  solange  wir  ein  jedes 
derjenigen  Glieder,  in  denen  dieselben  Buchstaben,  aber  in  anderer 
Reihenfolge  vorkommen  —  wie  dies  bei  der  Multiplication  in  der  Tat 
geschieht  —  besonders  zählen.  Nun  wird  eine  jede  Summe 
zur  Anzahl  ihrer  Summanden,  wenn  wir  jeden  dieser 
letzteren  gleich  eins  setzen.  Da  nun  alle  Glieder  der  ent- 
standenen polynomischen  Reihe  sich  als  Producto  der  unbestimmten 
Zahlen  «,  b  u.  s.  f.  darstellen,  so  erhalten  wir  die  Anzahl  der  frag- 
lichen Variationen,  wenn  wir  für  jeden  Buchstaben  1  schreiben. 
Dana  aber  ist  die  gesuchte  Anzahl  der  Variationen  mit  Wieder- 
holungen von  n  Elementen  zur  raten  Gasse: 

n  mal 

(i  =  «* 

Ware  es  möglich,  wahrend  der  Multiplication  alle  diejenigen 
der  zu  eutfernen,  die  Wiederholungen  euthalten,  so  würde  man 
dio  entsprechenden  Variationen  ohne  Wiederholungen  erhalten.  Schreibt 


Roth:  Die  Umkehrung  des  Grundgedankens 


man  dagegen  das  Hauptproduct  in  der  gewöhnlichen  Weise,  d.  h.  die 
einzelnen  Teile  desselben  als  Producte  von  Potenzen,  wie  a*-26!, 
ßW-ip^-s  u  a  ^  80  stcllen  diese  die  Abkürzungen  für  alle  mög- 
lichen Combinatioueu  mit  Wiederholungen  vor,  die  Anzahl  der  Glieder 
des  Endproductcs  also  die  Anzahl  der  Formen  der  letzteren  bei  * 
Elemcutcnund  in  der  m  ten  Ciasso. 

Könnten  nun  die  einzelnen  Factoren  in  allen  Tcilproductcn 
gleich  oft  mal  umgestellt  werden,  so  würde  man  nur  nötig  haben, 
die  Zahl  der  Variationen  m.  W.  durch  die  zugehörige  Versetzungszahi 
zu  dividiren,  um  die  Zahl  der  Complexioncn  der  in  Rede  stehenden 
Combinationcn  zu  erhalten.  Dies  geht  aber  deshalb  nicht,  weil  in 
den  einzelnen  Producten  nicht  überall  dieselbe  Menge  gleicher  Ele- 
mente vorhanden  ist.  Es  käme  also  nur  darauf  an,  ein  Verfahren 
zu  ersinnen,  durch  welches  die  Ungleichheit  der  Permutationszahl 
beseitigt  würde.   Ein  solches  liegt  in  Folgendem: 

Es  werde  die  mte  Potenz  des  Polynoms  a  +  Ä+c-f-  •  •  •  +* 
durch  m— lmaligc  Moltiplication  ausgerechnet,  wobei  wir  die  später 
kommenden  einstelligen  Eiuzclfactoren  in  derselben  Weise  wie  oben 
an  die  früheren  anfügen  und  zur  leichtern  Uebersicht  die  mehrstel- 
ligen Hauptfactoren  als  wagerechte  Reihen  unter  einander  schreiben, 
wie  in  dem  nachstehenden  Schema,  das  bei  der  Ausführung  der  Molti- 
plication von  oben  nach  unten  durchlaufen  werde. 

Nun  leuchtet  sofort  ein,  dass  bei  der  Bildung  der  Einzelprodocte 
je  zwei  verschiedene  Buchstaben  (z.  B.  a  und  b)  aus  zwei  verschie- 
denen wagerechten  Reihen  auf  zwei  Weisen  verbunden  werden  können 
(nämlich  erstens  das  a  der  oberen  mit  dem  b  der  unteren  Reihe, 
oder  das  b  der  oberen  Reihe  mit  dem  a  der  unteren);  zwei  gleiche 
Buchstaben  dagegen  könuen  nur  auf  eine  Weise  zusammengestellt 
werden.  Nun  setzen  wir  zu  den  tiefer  stehenden  Polynomen  immer 
einen  Summanden  (a*)  mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen 
hinzu,  der  die  Eigenschaft  hat,  dio  Gestalt  derjenigen 
Buchstaben  einer  oberenReiho  anzunehmen  ,  mit  denen 
er  multiplicirt  wird,  so  zu  den  Gesammtfactoren  vom  zweiten 
abwärts  ein  «„  das  sich  stets  in  diejenigen  Elemente  der  ersten  Reihe 
verwandelt,  an  die  es  angefügt  wird,  dann  von  der  3 ten  Reihe  ab- 
wärts ein  Glied  «a,  das  die  Gestalt  der  Buchstaben  des  zweiten  Haupt- 
factors  annimmt,  u.  s.  f.  für  jede  tiefer  stehende  wagerechte  Reihe 
ein  Glied  mehr  bis  zur  mten,  wo  am-i  denjenigen  Summanden  be- 
zeichnet, welcher  die  Gestalt  der  Glieder  des  m— lten  Polynoms  ein- 
schliesslich der  angefügten  a  annimmt,  sodass  wir  folgendes  Schema 
erhielten : 
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12    3       n— 1  n 

1.  Reihe:  a-\-b-\-c-\-  ...  -j-*-H 
2       „     a+b+c+  ...  +«+«±1», 

3.  „     o+h+c+ ... +t+t±al±at 

4.  „    a-fi+c"f"  —  ~h*"HiCfiiCf*iflf3 


n 


letzte  m    „  a-|-/>— |-c— f-  iai ift«i°3i. -i f'*-i i«»i<r»«-i 

Jetzt  habe  ich  immer  zwei  Wege,  um  irgend  einen  Buchstaben 
der  einen  Reihe  mit  einem  beliebigen  Buchstaben  einer  anderen, 
tiefer  stehenden  zu  verbinden,  einerlei  ob  dabei  zwei  gleiche  oder 
zwei  unter  sich  verschiedene  Elemente  verknüpft  werden.  Denn  in 
dem  ersten  Falle  führt  der  eine  Weg  zu  dem  wirklich  gleichen 
Zeichen,  der  andere  zu  demjenigen  +«,  das  sich  in  das  glcicho 
Zeichen  vcrwaudelt.  Die  Anzahl  der  möglichen  Versetzungen  ist  also 
überall  dieselbe.  Es  sind  dieselben  aber  auch  vollständig  vorhanden. 
Denn  diePermutationen  sinddannalleausgc  führt,  wenn 
die  V ertausch  ong  zweier  an  beliebigen  Stellen  stehen- 
den Elemente  keine  neuen  Formen  mehr  ergiobt.  oder 
anders  ausgedrückt,  wenn  alle  Paare  der  Elemente  der  Reihe  nach 
unter  sich  ihre  Plätze  gewechselt  haben.  Dieser  Bediugung  entspricht 
aber  unser  Verfahren,  weil  sie  den  Grundgedanken  desselben  bildet. 

Wähle  ich  bei  den  verwaudelbaren  Gliedern  das  negative  Vor- 
zeichen, so  fallen  alle  Wiederholungen  weg.  Denn  es  kommt  ein 
jeder  Summand  einer  wagerechten  Reihe  bei  dem  Multipliciren  mit 
einer  tiefer  stehenden  sowohl  mit  dem  ihm  gleichen  Buchstaben  zu- 
sammen als  auch  mit  demjenigen  negativen  «,  das  sich  iu  diesen  ver- 
wandelt. Die  wiederholte  Multiplicatiou  des  Minuszeichens  stört 
diesen  Schluss  nicht,  da  derselbe  für  jede  beliebige  Auswahl  der 
Glieder  aus  den  übrigen  polynomischen  Factoren  in  Gültigkeit  bleibt. 
An  jedes  Eiuzelproduct  der  Summanden  der  oberen  Polynome  ist  in 
dem  nächsten  nach  unten  folgenden  Polynom  derselbe  Buchstabe, 
wenn  er  in  jenem  Producto  schon  enthalten  war,  zweimal  anzufügen, 
und  zwar  das  eine  Mal  positiv,  auf  dem  gewöhnlichen  Wege,  das 
andere  Mal  negativ,  bei  Benutzung  des  a. 

Wenn  wir  nun  mit  Hülfe  des  oben  schon  einmal  gebrauchten 
Kunstgriffes  die  durch  das  Ausmultiplicirefl  entstehende  Summe  in 
die  Anzahl  ihrer  Glieder  verwandeln,  Bfcir  die  verwaudel- 

baren Einzelfactoren  ebenso  wie  die  Ar         ^Bidcln;  denn  auf 
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das  Vorhandensein  eines  Productes  überhaupt  hat  es  keinen  Einfiuss, 
welche  Gestalt  seine  Factorcn  besitzen.  Da  ausserdem  die  An- 
zahl der  zu  permutirenden  verschiedenen  Elemente  m  ist,  und  die 
gleichen  Elemente  sich  wie  diese  verhalten,  so  bekommt  man: 

1)      (Var.  O.  W.)     V(n)  =  n(»-l)(ti  — 2)  ...  (n  —  m  +  2)(n  —  m  + 

m 

n(n— l)(n  — 2)  ...  (n  — m  +  2)(n-ra-f  1) 


2)    (Comb.  0.  W.)  C(n) 


1.2.3  ...  (m  —  l)m 


C) 


m-1) 


-rr') 

Wie  man  sieht,  hat  diese  Ableitung  den  Vorzug,  dass  sie  die 
Combinationen  mit  und  die  ohne  Wiederholungen  unter  einem  Ge- 
sichtspunkt vereinigt,  während  die  bisherigen  Beweisarten  den  er- 
steren  eine  abgesonderte  Stellung  zuweisen ,  die  ihnen  zum  Nachteil 
des  Lernenden  den  Anschein  besonderer  Schwierigkeit  geben. 

Es  sei  uns  wieder  die  n  gliedrige  polynomische  Reihe  a-\-b-\-e 
-f- ...  8-\-t  gegeben;  man  füge  dazu  den  Summanden  -f-u  und  erhebe 

die  entstandene  n-f-1  stellige  Summe  in  der  Weise  auf  die  rote 
Potenz,  dass  man  die  ersten  n  Summanden  als  einzigo  Grösse  auf- 
fasst,  d.  h.  man  entwickele  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

[(a  +  b  +  c+  ...+»+t)  +  ulT, 

wodurch  man  man  bekanntlich  m+1  Glieder  erhält.  Um  aber  alle 
einzelnen  Summanden  derjenigen  Reihe  zu  bekommen,  die  durch 
wirklicho  Ausführung  der  raten  Potenz  der  n-f-1  gliedrigen  Summe 
a-\-b-\-  ...  +«  entsteht,  muss  ich  in  jener  Binomialreihe  die  Potenzen 
des  durch  die  runde  Klammer  zusammengefassten  ersten  Gliedes 
ausrechnen.  Eine  jede  dieser  Potenzen  giebt  aber  soviel  einzelne 
Producte  der  Buchstaben  a,  b  .  .  .  /,  als  sich  n  Elemente  zur  Ciasse 
des  jedesmaligen  Potenzexponenten  mit  Wiederholungen  combinireD 
lassen ;  und  da  die  Potenzen  von  u  immer  nur  eine  Stelle  haben,  so 
bekommen  wir  den  Satz: 

«C(«)  +  «C(n)  +  «C(«)+  C'(n)-f  «C7(n)  +  1  =  + U 

m  m-1         m -2  2  1  m 


-  ("t")" 
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Es  ist  das  dicsclbo  Gleichung ,  wie  sie  Stammer  schon  1881  im 
zwölften  Jahrgange  von  Hoffmanns  Zeitschrift  S.  191  und  192  aus 
der  Natur  der  Combinatibnen  abgeleitet  hat.  Unsere  Entwickelung 
besitzt  ausser  dem  Vorzug  der  Kürze  noch  dm ,  dass  sie  durch  Er- 
weiterung eine  eigentümliche  Beziehung  zwischen  den  Binomialcoef- 
ticienteu  aufdeckt.  Wenn  man  nämlich  bei  der  Ausrechnung  von 
(a-\-b-\-c-\-  ...  s  j°  n  —  r  und  je  r  Elemente  als  Teile  eines 

Binoms  zusammenfasse  so  erhält  man  dem  Obigen  entsprechend 

4)    "C(r)  =  *C(n— r)  +  "X'(n  —  r)  "  6'(r)  +  "<7(n  —  r)  "C(r)  +  ... 

m  in  m— 1  1  M — 9  2 

-f-  trC(n  -  r)  "  C(r)  +  ...  -f-  >rC(n  —  r)  »C(r)  +  "  C(r) 
m—k  k  1  »i—l  m 

eine  Gleichung,  welche  das  Gegenstück  zu  dem  Satze  bildet,  den 
Baltzer  in  seinen  Elementen  der  Math.,  II.  Teil,  §  25  für  die  Com- 
binationen  o.  W.  dadurch  herleitet,  dass  er  u-\-v  Elemente  in  je  u 
Qud  je  v  zerlegt. 

Die  linke  Seite  der  ersten,  einfacheren  Gleichung  enthält  die  um 
1  vermehrte  Summe  alfer  Combinatiouon  mit  Wiederholun- 
gen von  n  Elementen  durch  alle  Classeu  von  der  ersten 
bis  zur  mten,  sodass  wir  für  die  Anzahl  der  Formen  der  in  dieser 
Weise  ausgeführten  Combinationen  bekämen: 


Dies  ist  die  Formel,  die  sich,  soweit  meine  Kenntniss  reicht,  zu- 
erst in  der  ars  conjeetnndi  von  Jac.  Bcrnoulli  vorfindet,  wo  sie  aus 
den  Eigenschaften  der  Zahlen  gefolgert  wird,  welche  die  Anzahl  der 
Combin.  m.  W.  angeben,  und  die  in  einer  Tabelle,  nach  Classen  und 
Elementen  fortschreitend,  jedoch  nur  innerhalb  enger  Grenzen,  über- 
sichtlich zusammengestellt  sind. 

Ganz  ebenso  können  wir  den  Grundgedanken  unserer  Abhand- 
lung dann  anwenden,  wenn  uns  die  Aufgabe  gestellt  wird,  die  An- 
zahl der  Combinationen  ohne  Wiederholungen  durch 
alle  Classen  von  der  ersten  bis  zur  höchstmöglichen  zu  bestim- 
men, eine  Aufgabe,  die  von  Hindenburg  durch  die  Eigenschaften  der 
Binomialcoefficieutcn,  von  Bernoulli  dagegen  durch  die  Bildungsweise 
dieser  Art  der  Combinatioucn  und  die  Gesetze  der  mit  dorn  Ex- 
ponenten 2  fortschreitenden  geometrischen  Reihe  (progressio  geom. 
dupla)  gelöst  worden  ist. 

Denken  wir  uns  die  Multiplication  der  n  zweigliedrigen  Factorcn 


5)   E*C{n)  - 


1  bin  m 


(n+  l)(n+2)(n+3)...(n-f-m-l)(n-f7n) 
1.2.3  ..{in— 


-1 


1  +  a  .  1+  h  .  1+c  ...  1+*  ...  1  +  ^  . 
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ausgeführt,  so  enthält  jedes  der  entstehenden  Einzelproducte  n  ein- 
stellige Factoren,  die  uubestimmte  Zahlen  und  Einsen  sein  können. 
Da  nach  den  Regeln  der  Multiplication  keins  der  Binome  übergangen 
werden  darf,  so  müssen  in  den  entstehenden  Einzclproducten  alle 
möglichen  Auswahlen  der  «  Buchstaben  vorkommen;  das  erste  be- 
steht aus  1",  die  folgenden  aus  n  —  1  Einsen  und  je  einem  Buch- 
staben ,  dann  giebt  es  solche  aus  n  —  2  Einsen  und  zwei  Buchstaben 
u.  s.  f.,  d.  h.  wir  haben  ausser  1  noch  alle  möglicheu  Combinationen 
der  n  Elemente     b  ...  t  durch  alle  Classen  bis  zur  nten.    Um  nun 
aus  der  das  Gesammtproduct  bildenden  Reihe  die  Anzahl  der  Glieder 
zu  erhalten ,  setzen  wir  ein  jedes  derselben  gleich  1 ,  und  dies  er- 
reichen wir,  indem  wir  für  jedes  einzelne  Element  o,  Z»,  c  ...  eins 
setzen.    Da  auf  diese  Weise  das  Gesammtproduct  gleich  (1  +  1)- 
wird,  so  ist  das  Gesuchte- 
ren) =  2"— 1. 

1  bis» 
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XXXIII. 


Anwendung  der  Eigenschaften  des  einmanteligen 
Rotationshyperboloides  zur  Lösung 
einiger  Aufgaben   über  die  Hyperbel. 

Von 

Herrn  W.  J.  Hübner, 

Professor  an  der  Oberrcalsehulc  in  Kakonitz. 


a)  Ea  sei  die  Hyperbel  //,  durch  ihre  reelle  Axc  a,„  bm  und 
eiueu  Punkt  m*  (Fig.  1.)  gegeben.  Man  soll  nun  in  diesem  Punkte 
die  Tangente  und  die  beiden  Asymptoten  derselben  construiren. 

Die  Ebene  der  Hyperbel  //,  sei  die  zweite  Projcctionscbene  N, 
die  durch  die  reelle  Axe  senkrecht  zu  A'  gelegte  Ebene  die  erste 
Projectionsebene  M,  (die  Projectionsaxe  X  vereinigt  sich  mit  der 
reellen  Axe).  Durch  die  Umdrehung  einer  gegebenen  Hyperbel  um 
die  imaginäre  Axe  entsteht  bekanntlich  die  Fläche  eines  einmanteligen 
Rotationshyperboloides,  welche  die  einzige  Rotationsfläche  und  zu- 
gleich windschiefe  Fläche  ist. 

Der  zweite  Umriss  dieser  Fläche  ist  nun  die  Hvperbel  der 
erste  Umriss  aber  die  über  der  reellen  Axe  at,s  Ä,,2  umschriebene 
Kreislinie  kx.  Den  gegebenen  Punkt  /n,  betrachten  wir  für  das  zweite 
Bild  des  Punktes  mim?  ~  m),  dessen  erstes  Bild  m,  auf  der  Axe 
ist;  die  von  dem  Punkte  m,  zu  der  Kreislinie  kt  geführten  Tan- 
genten At,  Bj  sind  die  ersten  Bilder  der  Erzeugungslinien  des  Hyper- 
boloides und  gehören  dem  Punkte  m*)  an;  die  zweiten  Bilder  sind, 


•)  Das  einmantelige   Rotationshyperboloid  hat    tekanntlich   zwei  Systeme 
geradliniger  Krzen^nngslinien ;  durrh  einen  jeden  Punkt  der  Fiui  he  geben 
■olcbe  Oeraden,  von  denen  jede  einem  anderen  Systeme  angehört. 
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wie  ersichtlich,  in  einer  einzigen  Geraden  (As  =  /?,),  welche  zugleich 
die  Tangente  der  Hyperbel  Hf  in  dem  Punkte  tnj  ist.  Dreht  man 
die  Geraden  A,  D  um  ihre  Umdrehnngsaxe  (imaginäre  Axe),  bis 

A  in  die  Lage   M  ||  N  oder  auch :  A  in  die  Lage   N  |  N 
B„    „       „    *M\N  i*„    „      „  ^||^*) 

daher 

m  in  die  Lage  n,  !n 

kommt,  so  dass 

so  sind  die  zweiten  Bilder  der  Geraden  Af,  lM(N,  die  gesuchten 
Asymptoten  der  Hyperbel  Ht. 

Zusatz.  Bedeuten  17'  die  Coordinaten  des  Punktes  m,,  so 
ist  die  Gleichung  der  Geraden  Af  =  B9: 

wo  A  die  Constante  dieser  Geraden  bedeutet.   Bezeichnet  mau : 


und 


daim  ist 


und 


und  da 
so  ist 
daher 


*ns*j  =  W*nA  senkrecht  auf  JTllt)  **), 

*  =  J  1) 

o  = 


4' 

Durch  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  1)  ergiebt  sich: 


A  = 


•)  D.  i.  in  die  parallele  Lage  mit  der  sweiten  Projectionsebeue  N. 

••)  Wie  ersichtlich,  sind  f,  die  Berührungspunkte  der  Geraden  At: 
Bx  und  0i,2  ist  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  H%. 
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4» 

Aus  der  Aehnlidikeit  der  geradvinU^n  Itowcfc*  v\*  \*  *v 
(Dreieck  m^m^  ist  ia  seiner  wahre«  Form  durch  sUe  K* 


theten  *j\  t  bestimmt),  folgt: 

ß :  «  —  y' :  t 

mithin : 

P    V »  ü 

Durch  Anwendung  dieser  Gleichung  erhalten  wir; 


A  — 


71    i?  •  v  ' 


woraus  wir  erkennen,  dass  die  Gerade  A%     //,  dk;  Taug':**!* 
Hyperbel  ifs  in  dem  Punkte  «4  ist,  und  ß  diü  <W  imu&nkfkn 

Halbaxe,  <L  h.  die  Geraden  3^,  iMt  »Jnd  diu  AnymyVjUm 

Daraus  folgt  für  die  L^cung  d*r  Aufgab  ay  Mt/htUfaxA*  '>/m 
structiou: 


Man  mach*  J'***^  fc**kr*j»jixt  t*f        «u4  tfu*<4r/<  iv   \wa  lw 

reellen  Are  die  Kreisten! t  k.  -.  miw.viu/1  jiäl  «,  *x*< 

Tangenten  A^  B1  tu  ö**r  jLrejb:.fc>»  *;  vi>',  u<*«->  VnnwA 

punkte  tx.  Hji  so  wird       k^o*         ''7  J/uf  <;«i^;<-t»i'.v^v^.' 

der  Geraden  tj3t,  mh          tii*  js^u^  ')  >i>-  *  'wni-tw 

man  nun  im  MitteijiBiu.;*  '.^  *tü»  *v'         /wm.  y  , 
(r,*,  senkrecht  o,«*^«-  nin  üu-  1  &»?t  ^piü-'  >    'w>  , 

gente   liX»*;  MDS'JiirvJt/  iirftt  r  »             v  n  X  j»>:,j/.w  >  '  w*i 

dem  Halbmesser                 I  -.^.  ^  ><v»;  / 

den  Punkt     tmfi  z>*ii:  *srf<Kj.  .  •      *•  ^ ,  .* 

aufX^:  «0  bumJ  d*       >ua^  ,  .    „  »,i  X:               '  . 

bindenden  Geraö»n            *- ■•  ^    ..-.-.^  >^  ,  •       *  ,  ->  . 

sind  die  DorciiacaiiifW;.-*.- .     *>-.-              ^  >     *  1  ► 

durch  ihre  laagi*^  .  t  ✓  - 

APAmptotei.  uer^iir?;  »t^         v •  ••         *  '  -  ./  ^ 

coüEtruiren 


Die  Laä^  '    '-*'  '.'  .,■    ,     ✓  , 


Hub  n er:  Anwendung  der  Eigenach.  des  Hyperboloids  eic. 


die  Kreislinie  ^  in  dem  Punkte  tx  (£,  in  berührt;  stellen  wir 

den  DurcbschnittBpnnkt  der  Geraden  A  mit  der  zweiten  Projektions- 
ebene dar,  80  wird  der  Punkt  m,  der  gesuchte  Berührungspunkt  sein. 
Bei  der  Darstellung  der  Asymptoten  ist  gerade  so  wie  in  der  Tor- 
hergehenden Aufgabe  vorzugehen. 

Zusatz.  Wenn  17'  die  Coord inaton  des  Puukes  m,  wie  früher 
bedeuten,  so  folgt,  wie  man  aus  dem  Vorhergehenden  leicht  sieht: 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Punkt  roj  der  Hyperbel  Ht  angehört. 

Daraus  folgt  für  die  Lösung  der  Aufgabe  b)  nachstehende  Con- 
struetion : 

Man  umschreibe  über  der  reellen  Axe  die  Kreislinie  fcj,  führe 
tfa  senkrecht  auf  JT11t  und  coostruire  im  Punke  tx  die  Tangente  Au  und 
ausserdem  noch  im  Punkte  m,  (dem  Durchschnittspunkte  At  mit 
Xly2)  mtn^  senkrecht  auf  JTlllt  so  ist  der  Punkt  m,  der  gesuchte 
Berührungspunkt.  Wie  sich  aus  Fig.  1.  ergiebt,  kann  man  bei  der 
Construction  auch  die  Tangente  2J,  anwenden. 

c)  Es  sei  die  Hyperbel  durch  die  Asymptoten  Af2,  lMt  und  einen 
Punkte  m2  (Fig.  1.)  gegeben.  Man  soll  nun  die  reelle  Axe  und  nach 
a)  auch  die  Tangente  im  gegebenen  Punkte  construiren. 

Die  den  Winkel  (3/sATs)  halbirende  Gerade  sei  die  Projectious- 
axe  (die  Projectionsaxe  bezeichnet  da  auch  die  Lage  der  reellen  Axe); 
die  gegenseitige  Lage  beider  Projectionsebencn  sei  wie  in  a).  Die 
gegebenen  Asymptoten  J/,,  1  j/f  betrachto  man  für  die  zweiten  Bilder 
der  auf  dem  Hyperboloid  liegenden  Geraden  AT,  lM  und  ebenso  den 
Punkt       für  das  zweite  Bild  des  Punktes  m(m,  =  m). 

Stellt  man  nun  den  dem  Punkte  m  angehörenden  Parallelkreis 
L  dar  und  leitet  aus  den  zweiten  Bildern  Jf„  lMt  dio  ersten  Bilder 

Mt  =  1Ml  ab:  so  ist  Ovirt  (=  der  Entfernung  der  Geraden  A/,  von 
der  Axe  Af,,2)  die  Länge  der  reellen  Halbaxe. 

Welche  Construction  geht  nnn  für  c)  hervor? 


*)  'a*  'j  si« J  evident  die  Bilder  der  Durchschnittspunkte  der  Geraden  A 
mit  der  erstcu  Projectionscbene. 
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1. 


Ueber  eine  Aufgrabe  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Am  Schlüsse  des  zweiten  Heftes  vom  70.  Bande  des  Archivs 
giebt  Herr  Sanio  eine  kurze  Notiz  über  eine  combinatorischc  Ent- 
stehung der  Zahl  p,  von  der  er  vermutet,  dass  sie  neu  sei.  Dieselbe 
steht  indes  bereits  bei  Laplace,  Theorie  analytique  des  probabilites. 
Laplace  behandelt  dort  p.  217  der  3.  Auflage  (1820)  die  Aufgabe: 
Concevons  dans  une  urne,  r  boules  marquecs  du  n°  1,  r  boules  mar- 
quecs du  n°  2,  r  boules  marquees  du  u°  3,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au 
n°  n.  Ccs  boules  etaut  bieu  melees  dans  Turne,  ou  les  tire  toutes 
successivement ;  on  dernande  la  probabilitc  qu'il  sortira  au  moins  une 
<ie  ces  boules,  au  rang  indiquc  par  son  nuraero,  ou  qu'il  eu  sortira 
au  moins  deux,  ou  au  moins  trois,  etc.    Auf  Seite  223  findet  er  einen 


über  den  er  schreibt:  C'est  donc  l'expression  fort  approchec  de  la 
probabilitc  qu'aucuue  des  boules  do  Turne  ne  sortira  ä  son  rang, 


n  est  infini,  c  etant  toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hyper- 
bolique  est  Turnte. 

Setzt  man  aber  r  =»  1  und  <Z>(n)  gleich  der  Anzahl  solcher  Por- 
luutatioiieu  der  Elemente  a„  «2,  os,  .  .  .  «,„  bei  denen  kein  Element 
auf  dem  Platze  steht,  den  sein  Index  angiebt,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit 10  dafür,  dass  keine  gezogene  Kugel  diejenige  Nummer  trägt, 
welche  mit  der  Zahl  des  Zuges  übereinstimmt  ,  bei  dem  sie  heraus- 
kommt: 


Ausdruck,  der  für  ein  sehr  grosses 


lorsqu'il  y  a  un  grand  nombre  de  boules  .  .  .  Elle  devient  -,  lorsque 
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4>(n) 

Das  Resultat  von  Laplacc  kann  demnach  geschrieben  werden 

lim         ~  ;  (für  n  -  QO  ), 

und  dies  ist  die  durch  Herrn  Sanio  mitgeteilte  Formel. 

Die  besondere  Aufgabe  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  bei  der 
r  =»  1  ist,  wurde  von  Dirichlet  und  später  von  Kummer  (z.  B.  zur 
Aufnahme  in  das  mathematische  Seminar  zu  Berlin  1862)  ihren  Schü- 
lern in  folgender  Gestalt  gestellt: 

Gegeben  sind  n  Elemente  auf  n  Plätzen ;  wie  gross  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  bei  einer  willkürlichen  neuen  Verteilung  der 
n  Elemente  auf  dieselben  n  Plätze  kein  Element  seinen  Platz  wieder 
erhalte? 

Und  für  n  =  oo:  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass, 
wenn  einmal  der  ötdßokog  alles  durcheinander  wirft,  kein  Ding  in 
der  Welt  auf  seinem  Platze  bleibe? 

Die  aus  einer  solchen  Veranlassung  entstandene  Lösung  möge 
hier  mitgeteilt  werden,  besonders  weil  die  angewandten  Schlüsse 
nicht  aus  dem  Gebiete  der  Combinatorik  heraustreten,  soweit  es  auf 
Schulen  gelehrt  wird. 

Zur  Bestimmung  der  Zahl  (P(n)  führe  man  noch  eine  Zahl  f\u) 
ein,  nämlich  die  Anzahl  derjenigen  Permutationen  der  «  Elemente 
er,  rtj,,  ff3,  o4,  .  .  .  aM,  bei  denen  keins  der  Elemente  a,  auf  dem  Platze 
t  seines  Index  steht,  während  das  Element  a  alle  Plätze  (also  auch 
den  ersten)  einnehmen  darf. 

Die  erste  Stelle  unter  den  <Z>(»)  Permutationen  muss  irgend  eins 
der  n  —  1  Elemente  a3,  «3,  .  .  .  an  inne  haben,  z.  B.  «s.  Um  alle 
mit  as  beginnenden  Permutationen  zu  finden,  hat  man  die  n— 1 
Elemente  o,,  03,  a4,  .  .  .  an  über  die  Plätze  2,  3,  1,  ...  n  so  zu  per- 
mutiren,  dass  kein  Element  auf  einen  Platz  kommt,  dessen  Zahl  mit 
seinem  Index  übereinstimmt.  Die  Anzahl  dieser  Permutationon  ist 
F\n  —  1),  und  da  jedes  der  Elemento  </2,  a:J,  .  . .  o„  die  erste  Stelle 
erhalten  darf,  so  ist 

*(u)  -  (n-l)/Tn-l).  (1) 

Zur  Aufstellung  einer  zweiten  Gleichung  zwischen  den  Zahlen 
<P(«)  und  F\n)  bilde  man  die  Permutationen  I<\n).  Zuerst  lasse  man 
hierbei  das  indexlose  Element  a  an  seiner  ersten  Stelle,  permutire 
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dagegen  die  n  —  1  Elemente  a2,  <?s,  ...  an  nach  der  Forderung  der 
Nichtübereinstimmung  der  Indices  mit  den  Stellcnzahlen ;  dies  giebt 
0(n —  1)  Permutationen.  Danach  lasse  man  jedes  der  n —  1  Elemente 
a,  in  die  erste  Stelle  einrücken.  Steht  nun  z.  B.  a2  auf  dem  erston 
Platze,  so  gewinnt  man  die  Anzahl  aller  mit  der  Stelionzahl  in  den 
Indices  nicht  übereinstimmenden  Permutationen  von  a,  a3,  a4,  .  . .  an 
durch  die  Zahl  F(n  —  1).  Im  ganzen  giebt  es  diese  Zahl  (n  —  l)mal, 
zusammen  mit  den  zuerst  gebildeten  <Z>(n  —  1)  also: 

f\n)  -  0(«  —  l)  +  (n  —         —  1).  (2) 

Aus  (1)  und  (2)  werde  f\n)  und  /l(n  — 1)  eliminirt.  Man  findet 
zunächst 

-Ft»)  —  l)+0(n), 

oder  wenn  man  «  durch  n  —  1  ersetzt : 

f\n  —  1)  =  0(n  —  2)  +  0(n  —  1), 
endlich  nach  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  n  —  1: 

0(„)  =  („ -  l)\d>(n  - 1)  +  0(»-2)|, 

oder  auch 

<0(n)  —  »<P(n—  1)  =—  |0(n  —  1)—  («  —  l)0(n  —  2)j.  (3) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  —  abgesehen  vom  Vorzeichen  —  der 
Zahlwert  der  Differenz  linker  Haud  von  »  unabhängig  ist.  Zur  Be- 
stimmung des  constanten  Wertes  derselben  setze  man  n  gleich  2,  so 
tindet  man,  da  olfenbar  0(1)  —  0,  0(2)  =  1  ist,  0(2)  — 20(1)  —  1. 
Somit  folgen  aus  (3)  die  Gleichungen: 

0>(2)  —  2<D(1)  =  1, 
0(3)  -  30(2)  =  —1, 
0(4)— 40(3)  ~  1, 

 / 

0(»)  — r»0(n  — 1)  =  (—1)". 

Man  multiplicire  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  bzhw.  mit 
3.4.5.6  . .  .  n,    4.5.6  , . .  »,    5.6  . . .  «,    ...  1, 

und  addirc  die  so  gebildeten  neuon  Gleichungen,  so  erhält  man  mit 
Rücksicht  auf  0(1)  =  0: 

*(»)  -  3.4.5.6  . . .  n  —  4.5.6  . . .  n  +  5.6 . . .  n  + . . .  +  (— 1)— 1  n  +  (- 1)», 
oder 

^)  =  n!^,-r  +  4!-...+  (       i);  +-^r)  (4) 
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Dies  ist  die  gesuchte  Anzahl.  Für  n  =  4  giebt  sie  z.  B.  die  von 
Herrn  Sanio  angegebene  Zahl  9.  Damit  ist  aber  anch  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit  gcfuudcn,  nämlich: 

<P(n)      1       11  ( - 1)»-»  (-1)" 

w  ~  "nl    -  2!  ~  3!  +4!  ~     +  (^TjT  +  "TT"  ^ 

Für  n  =  oo  geht  dieselbe  in  den  Wert  e_1  über. 

Während  im  Vorangehenden  die  Zahl  d>(n)  mit  Hülfe  einer 
Differenzen-Gleichung  bestimmt  worden  ist,  hat  Laplace  a.  a.  O.  die 
seiner  allgemeineren  Aufgabe  entsprechende  Zahl  durch  directe  Ab- 
zahlung derjenigen  Fälle  ermittelt,  bei  denen  unter  »  Ziehungen 
mindestens  eine  Kngel  bei  der  mit  ihrer  Nummer  übereinstim- 
menden Ziehung  herauskommt.  Die  Wahrscheinlichkeit  rr  dafür,  dass 
keine  Kugel  ihrer  Nummer  entsprechend  gezogen  wird,  findet  er 
dann  natürlich,  indem  er  die  für  jenen  Fall  berechnete  Wahrschein- 
lichkeit von  eins  abzieht;  er  giebt  sie  zunächst  in  der  Form: 

(r«)!~(^).r.(r«-l)!+Q)r8(rM--^!--- 

w  ==,  .    ' 

(rn) . 

ein  Wert,  der  für  r  =  1  mit  dem  oben  gefundenen  übereinstimmt 
Zur  weiteren  Vereinfachung  ersetzt  Laplace  unter  Voraussetzung  eines 
grossen  n  die  Facultätcn  durch  bestimmte  Integrale,  für  die  er  Nähe- 
rungswerte angiebt;  hierdurch  gelaugt  er  zu  dem  vereinfachten  Aus- 
drucke derselben  Wahrscheinlichkeit : 

(■  -  T 

" '  h  -  s) + k '- 

(n—  \\n  1 

der  für  ein  sehr  grosses  u  in  (  )  oder  ^  übergeht,  eine  Bemer- 
kung, die  er  in  den  obeu  citirten  Worten  macht 

* 

Zum  Schlüsse  möge  noch  eine  allgemeinere  Formel  hergesetzt 
werden,  von  der  die  für  <&{n)  entwickelte  ein  besonderer  Fall  ist.  — 
Gegeben  sind  die  m-j-«  Elemente  cr2,  ...  <*„„  eij,  at,  . .  .  j«. 
Unter  allen  Permutationen  dieser  m  +  "  Kiemeute  die  Anzahl  <2>(m, «) 
derjenigen  Permutationen  zu  finden,  bei  denen  keius  der  Elemente 
</o,  . . .  «„  seinen  ursprünglichen  Platz  einnimmt,  während  die 
Elemente  tr,,  «2,  ...  a,„  auf  alle  Plätze  gesetzt  werden  dürfen.  Be- 
zeichnet ^  den  /.  tcn  Binomial-Coefficientcn  der  «ten  Potenz,  so 
findet  man: 


1 

.  "2 
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"h41\    «-4    ^  ~  ••"+-(„-1)1  V    1  n!  r 

Mit  Hülfe  der  so  definirten  Zahlen  lässt  sich  auch  die  Anzahl  der 
Permutationen  von  den  m+«  Elementen  aaa  . . .  abxb%  . .  .  bn  be- 
stimmen, wo  a  im  ganzeu  mmal  wiederholt  ist,  so  dass  kein  Element 
seinen  ursprünglichen  Platz  wieder  erhält;  diese  Zahl  ist 

(m)  *(m'  n~m)> 

Prof.  Dr.  Lampe. 


2. 

Zwei  Sitze  Uber  Linienschnitte 

Lehrsatz  I.  Sind  auf  einer  Fläche  mehrere  iu  sich  selbst  zurück- 
kehrende Linienzüge,  die  sich  gegenseitig  sowie  sich  selbst  mehrmals 
schneiden,  vorgegeben,  findet  forner  nirgends  eine  gleichzeitige  Durch- 
kreuzung von  mehr  als  2  Zügen  statt,  so  zeigt  die  Fignr  bei  der 
Abzählung  immer  eine  gor  ade  Anzahl  von  „Abschnitten"  —  wenn 
noter  Abschnitt  ein  von  einem  Schnittpunkto  bis  zu  einem  benach- 
barten reichendes  Linienstück  verstanden  wird. 

Erster  Beweis.  Von  jedem  Schnittpunkte  aus  gehen  4  solcher 
Abschnitte,  —  die  so  erhaltene  Anzahl,  4n,  wenn  n  die  Anzahl  der 
Schnittpunkte,  ist  aber  auf  die  Hälfte  zu  reduciren,  da  jeder  Abschnitt 
bei  dieser  Abzählung  2  mal  gezählt  wird. 

Zweiter  Beweis.  Man  kann  jeden  Knoten  in  der  folgenden  Weise 
auflösen:  )(  oder  x  aus  X-  Dabei  entstehen  neue,  zusammenhängende 
Linieuzüge  (der  Umstand,  dass  sich  sämmtliehc  vorgegebene  Linieu- 
züge  auf  diese  Weise  auch  sofort  iu  einen  einzigen  vereinigen  Hessen, 
sei  erwähnt,  er  ist  für  unsern  Beweis  nicht  wesentlich).  Lässt  man 
dann  aus  der  so  erhalt euen  Figur  durch  Wiederherstellung  der  Knoten- 
steilen  die  ursprünglich  vorgegebene  wieder  entstehen,  so  treten  bei 
jeder  Wiederherstellung  eines  Knotens  2  neue  „Abschnitte"  hinzu,  — 
nach  Verknüpfung  der  n  Knotonstellen  ist  also  auch  die  Zahl  2«  der 
Abschnitte  erreicht. 
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Lehrsatz  II.  Ist  auf  einer  Fläche  ein  begrenztes  Gebiet  gegeben, 
welches  von  Linien  durchzogen  ist,  die  niemals  innerhalb  des  Gebiete 
einen  Endpunkt  haben  (die  also  entwoder  von  einem  Teile  des  Randes 
zu  einer  andern  Stelle  hinführen  oder  in  sich  selbst  zurückkehren), 
findet  ferner  nirgends  ein  gemeinschaftlicher  Durchschnitt  von  mehr 
als  2  Linienzügen  statt,  so  gilt  der  Satz: 

Schraffirt  man,  von  irgend  einem  Gebietselement  A  ausgehend, 
immer  ein  durch  Scheitelwinkel  damit  zusammenhängendes  be- 
nachbartes Gebictselement  und  erreicht  man,  auf  diese  Weise  weiter- 
gehend, ein  entferntes  Element  B,  so  wird  bei  andrer  Auswahl  der 
beim  Vorwärtsgehen  benutzten  Elomente,  jenes  Element  B  bei  der 
Ankunft  auf  dem  neuen  Wege  wiederum  als  durch  die  fortgesetzte 
Schraffirung  mit  A  verbunden  sich  herausstellen. 

Dabei  ist  unter  Gebictselement  das  Innere  eines  geschlossenen 
Linienzuges  verstanden,  wenn  es  keino  Teile  von  Linienzügen  ent- 
hält *). 

Erster  Beweis.  Man  löse,  wie  oben,  sämmtliche  Schnittstellen 
auf  und  führe  hierauf  von  A  nach  B  einen  Linienzug  in  der  Nähe 
der  vorher  zur  Fortsetzung  der  Schraffirung  benutzten  Knotenpunkte 
vorbei.  Nun  ist  ersichtlich,  dass  die  auf  beiden  von  A  nach  B 
führenden  Wegen  eintretenden  Schnittpunkte  gleichzeitig  in  gerader 
oder  ungerader  Anzahl  auftreten,  denn  wäre  etwa  der  zweite  Weg 
in  ein  vom  ersten  nicht  berührtes  Gebiet  eingetreten,  so  stellt  sieb 
durch  seinen  Austritt  der  richtige  Charakter  der  Schnittpunktsanzahl 
wieder  ein,  —  die  Linien,  die  eine  Stello  des  Randes  mit  einer  andern 
verbinden,  lassen  eine  analoge  Schlussfolgerung  zu. 

Hierauf  ersetze  man  die  aufgelösten  Knotenpunkte  durch  die 
früheren  Durchschnitte. 

Nach  je  zwei  Schnittpunkten  treten  die  den  Wegen  folgenden 
Linienzüge  immer  wieder  in  ein  schraffirtes  Gebiet  ein.  Da  B  sieb 
auf  dem  ersten  Wege  als  schraffirt  herausstellt,  so  zeigt  der  dem 
ersten  Schraffirungswege  folgende  Linienzug  eine  gerade  Anzahl  ton 
Schnittpunkten ;  da  aber  nach  dem  Obigen  auch  der  den  zweiten  Weg 
verfolgende  Linienzug  eine  gerade  Anzahl  Schnittpunkte  zeigt,  so  stellt 
sich  auch  auf  dem  zweiten  Wege  B  als  schraffirt  heraus. 

Für  den  Fall,  dass  die  die  Figur  bestimmenden  Linienzüge  sieb 
nicht  selbst  schneiden,  kann  dieser  Beweis  durch  Weglassung  der 
Auflösung  und  Wiederherstellung  der  Knotenpunkte  bedeutend  rcr- 


•)  Vergl.  Listing,  Vorstudien  zur  Topologie,  pag.  64. 
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einfacht  werden.  Ohne  diese  specielle  Voraussetzung  ist  aber  joner 
Umweg  immer  nötig:  es  ist  wohl  klar,  dass  zwei  geschlossene  Linion- 
zügc  sich  in  einer  geraden  Anzahl  von  Punkten  schneiden,  wenn  llo 
sich  selbst  nicht  schneiden  (der  eine  dieser  Zuge  wäre  für  unsern 
Fall  der  Verein  der  Wege  AH),  —  dass  die  Anzahl  ihrer  gegen- 
seitigen Schnittpunkte  auch  noch  gerade  ist  für  den  Fall,  dass  die 
Linien  sich  selbst  schneiden,  müsste  erst  eigens  wieder  bewiesen 
werden. 

Zweiter  Beweis.  Nach  Auflösung  der  Knotenpunkte  erhielt  man 
eine  Anzahl  grösserer  Gebiete,  die  sich  gegenseitig  ausschliefen, 
einschlicssen,  auch  einen  Teil  des  Figurrandes  zu  ihrem  Umfange 
benutzen  können.  Nun  ordno  man  in  Bezug  auf  jedes  Gebiet  dem 
ausserhalb  oder  innerhalb  desselben  liegenden  Teile  der  ganzen  F  igur 
das  Zeichen  + 1  oder  —  1  zu,  —  dem  andern  Teile  da«  roxp.  ent- 
gegengesetzte. 

Jede  Stelle  der  Figur  erhält  dann  einen  durch  das  I'roduct  der 
für  sie  massgebenden  Zeichen  bestimmten  Charakter  -f-  oder  — , 
was  man  durch  Schraftirung  des  behandelten  Gebietes  andeuten  mag. 
Hierbei  kann  kein  Widerspruch  eintreten,  da  für  jedes  Gebiet  dar 
Charakter  nur  auf  einem  Wege,  durch  die  Beziehung  uul  »-.arnmile  h«- 
andere  Gebiete  erhalten  wird.  Was  aber  wesentlich  ist;  Stellen, 
welche  ursprünglich  (bei  Ausführung  der  ersten  Schraftirung)  al» 
durch  Scheitelwinkel  zusammenhangend  einander  aU  glejrharhg  zu- 
gewiesen waren,  sind  es  auch  jetzt,  da  sie  entweder  bei  fcr  Aus- 
führung der  zweiten  Schraffirung  von  selbst  mit  einander  verbunden 
erscheinen,  oder  eine  zweimalige  L'ebemhreif  ung  von  f/inien/Ogen 
nötig  ist,  nm  von  der  einen  zur  zn^ern  zu  gelangen 

Scbliesst  man  al»o  die  Knotenpunkte  ww/U-r.  vt  *b  \H  «eb  4*u»t 
die  vorgegebene  Figir,  aber  nun  s*:b'/n  v&v-.Uen  tott  tiwrf  V.\»<* 
mente  berücksichtigenden  Scbra/irnng,  +'&Akt  kiU, 

Damit  ist  enriei«i :  V'Jai  s*a*  &r.'it  t'/U  Aui%$*%  4*  >/SttidS.' 
mng  für  die  ga^ze  Y*rv  dur'ii.  äMMf  %'tArr  >uM  ww*/f 

gehend,  so  wird  G»  v^*ei^tu*-v4>t*  *ik4+.%*  n  «vfc  *,L*nuctof 

zugewiesen;  —  vj%  aJ^.esi^.'i^ri.  trfvw>V  4*f  »vr 

gegebene  nr  ait  \#r?w*#ni  An  <#r  i«*;^ 

dass  die  ivfumauaMt  L  sV*4  w«V  su-vs* 

oder  wesa  4er  faßt  *»*  «rw****  j^* 

Ist  en*  ?  ajrir  w-«Vfcii<#ei  t»t^*  J/i»/';t^M</4*0(S#  #P#  I 
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vollständig,  mit  einmaliger  Berührung  jeder  Stelle,  umfahren  werden 
anf  geschlossenen,  sich  selbst  nicht  schneidenden  Linienzügen. 

Ohne  diese  Voraussetzungen  brauchte  nämlich  noch  das  im  Be- 
weise vorkommende  „ausserhalb  oder  innerhalb  liegen*4  weitläufige 

Präcisirung. 

München,  September  1881. 

Fritz  Hofmaun. 


3. 

Beitrag  zur  Geometrie  der  Lage. 

Sind  ABC . ..,  A^^  ...  zwei  projectivische  Punktreihen  mit 
demselben  Träger,  so  kaun  man  unendlich  viele  Punktreihen  AsBtCj ... 
finden,  welche  mit  ABC...  und  A^^  ...  involutorisch  liegen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebenen  Punktreihen  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  auf  welchem  wir  A%  Punkt  beliebig  wählen. 
Sind  b\  . . .  beliebige  Punkte  desselben  Kegelschnittes,  dann  schnei- 
den Bb,  Bb\  . . .  Geraden  die  AA%  Gerade  in  u,  u\  ...  Punkten, 
Ow,  Cu,  ...  den  Kegelschnitt  in  c,  c\  ebenso  Btb,  Btb\.. 
Geraden  AxAt  in  t?,  v\ . . .  Puukten  und  6V,  Cv' , . . .  den  Kegelschnitt 
in  c„  ...  Punkten.  Die  Punktreihen  ce  . . . ,  <?,<?/  . . .  sind,  wie 
leicht  ersichtlich,  projeetivisch,  A3  ist  einer  ihrer  Doppelpunkte,  der 
andere  Doppelpunkt  ist  Ca,  dass  aber  die  Verbindungsgerade  von  B 
mit  dem  Schnittpunkte  U  von  AAt,  CCt  den  Kegelschnitt  in  dem- 
selben B9  Punkte  trifft,  wo  die  Verbindungsgerade  des  2J,  mit  dem 
Schnittpunkte  V  der  Geraden  AlAi,  CkC%,  ist  ebenfalls  von  der  obigen 
Construction  ersichtlich. 

Die  Pascarschen  Linien  der  einfachen  Sechsecke  AAiAJBB1B), 
yLVljCCjC,,  AB1CA1BCl  fallen  zusammen,  indem  die  der  zwei  ersten 
Sechsecke  die  UV  Gerade  ist  und  die  Punkte  (AtB,  ABt),  (A&ACJ 
uthält,  während  die  des  dritten  Sechsecks  durch  die  zwei  letzteren 
Punkte  geht.  Daraus  folgt,  dass  dio  UV  Punkte  bei  Veränderung 
des  At  Punktes  oine  Gerado  beschreiben;  dass  alle  diese  involato- 
rischen  Punktreihen,  welche  bei  demselben  A2  oder  durch  Verände- 
rung des  At  Punktes  entstehen,  dasselbe  reelle  oder  imaginäre  Pankt- 
paar  gemeinsam  haben,  endlich  dass  dieses  gemeinsame  Puuktpav 
der  Involutionen  mit  den  Doppelpunkten  der  ABC...%  AXBXC\>- 
projectivischen  Reihen  zusammenfällt. 
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Sind  daher  die  Doppelpunkte  MX  der  auf  derselben  Geraden 
liegenden  Punktreihen  ABC...,  AiB1C\  ...  bekannt,  so  nehme  man, 
um  eine  Punktreihe  AfBsCf...  zu  construiren,  welche  mit  deu 
ersteren  involutorisch  liegt,  A3  beliebig  au,  suche  in  der  durch 
AA?  .  MN  . . .  bestimmten  Involution  die  den  V/,  C .  ..  entsprechenden 
Kiemente  Bt,  .  . A%BtCt  .  . .  liegt  dann  auch  mit  AlBlCJ  ...  in- 
volutorisch. Bei  nicht  reellen  Doppelpunkten  findet  man  die  ge- 
wünschte Reihe  mittelst  eines  Kegelschnittes.  —  Wenn  ABC..., 
AABXCX...  projectivische  Punktreihen  reelle  Doppelpunkte  haben, 
wird  es  zweimal  geschehen,  dass  die  zu  beiden  involutorische  Punkt- 
reihe AtBtCt...  in  einen  Punkt  fällt,  nämlich  wenn  man  At  in 
einem  der  Doppelpunkte  annimmt.  —  Im  Falle  die  gegebenen  Punkt- 
reihen  auf  einem  Kegelschnitt  sind  und  involutorisch  liegen,  d.  h.  die 
AAA,  BBX,  CCX  Geraden  sich  im  Punkte  W  schneiden,  ist  das  Dreieck 
UVW  eiu  Polardrcicck  bezüglich  des  Kegelschnitts.  Wenn  daher 
drei  Punktreihen  paarweise  involutorisch  liegen,  werden  nur  zwei  von 
den  involutorischen  Reihen  reelle  Doppelpunkte  haben. 

Die  bis  jetzt  behandelte  Aufgabe  hat  sich  als  unbestimmt  er- 
wiesen, es  lässt  sich  daher  die  Frage  stellen:  Es  sind  drei  projecti- 
vische Punktreihen  ABC...,  vljffjCj  . . AtBtCt...  auf  einem 
Kegelschnitt  gegeben,  wio  construirt  man  eine  vierte,  welche  mit  den 
gegebenen  involutorisch  liegt. 

Man  construirt  die  Pascal'schen  Linien  />a,  />,  der  einfachen 
Sechsecke  ABtCAtBClr  ABtCAtBCt,  welche  sich  im  U  Punkte  treffen, 
die  Geraden  UA,  UBy  UC,  . . .  schneiden  den  Kegelschnitt  in  der 
gewünschten  Punktreihe  A^B^C^  ...  Da  nämlich  AA$,  BJfä,  ... 
sich  im  U  Puukte  der  Geraden  p2  schneiden,  so  gehen  nach  dem 
Früheren  die  Geraden  AtA3,  BtBSi  C\C3,  ...  durch  einen  W  Punkt 
der  Geraden,  und  A2AZ,  B»BS%  CJ'.^  ...  durch  einen  V  Punkt 
der  />,  Geraden;  A-^li^C^  ...  liegt  daher  mit  den  drei  gegebenen 
Punktreihen  involutorisch.  —  Ks  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die 
Pascal'sche  Linie  des  einfachen  Sechsecks  AiBiC1AtBlCty  da  die 
construirtc  Punktreihe  mit  den  zwei  letzteren  der  gegebenen  Punkt- 
reihen involutorisch  liegt,  durch  I',  W  geht,  daher  die  Aufgabe  im 
Allgemeinen  nur  eine  Lösung  zulässt. 

Specielle  Fälle:  a)  Wenn  die  Doppclpunkte  der  Punktreihen 
ABC  .  . .,  AlBlL\  . .  .  und  ABC  .  . .,  AtBtC9  . . .,  daher  auch  die 
der  Punktrcihen  AXHX(\  AtBtCt...  ein  gemeinsames  Punktpaar 
bilden,  so  ist  die  Aufgabo  unbestimmt,  indem  jede  Piinktroihc,  welche 
mit  zwei  der  gegebenen  Entolotorisch  liegt,  auch  mit  der  dritten 
derart  liegen  wird,  b)  Wenn  d&  gegebenen  Punktreihen  einen  ge- 
meinsamen Doppelpunkt  lyflH  Hfefr  fallen  alle  Elemente-  der  ge- 


448 


Miscelien. 


wünschten  Punktreihe  in  diesen  Doppelpunkt,  c)  Sind  von  den 
gegebenen  Punktreihen  je  zwei  involutorisch  liegend,  so  hat  die  Auf- 
gabe auch  eine  Lösung.  Wir  werden  iu  diesem  Falle  vier  Punkt- 
reihen haben,  von  welchen  je  zwei  involutorisch  liegen.  Sind  diese 
vier  Punktreihen  auf  einem  Kegelschnitt,  daun  bilden  beliebige  Tier 
einauder  entsprechende  Punkte  eiu  Viereck,  dessen  Diagonaldreieck 
ein  und  dasselbe  dem  Kegelschnitt  zugeordnete  Polardreieck  ist. 

Pressburg,  Ende  September  1883. 

Dr.  Leop.  Klug. 
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Litterarischer  Bericht 

CCLXXVU. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Grundzüge  der  Ausgleiehungsrechnung.  Elementar  entwickelt 
von  Dr.  Ch.  August  Vogler,  a.  o.  Professor  au  der  Universität 
Bonn,  o.  Lehrer  der  Geodäsie  an  der  landwirtschaftlichen  Akademie 
Poppelsdorf.    Braunschweig  1883.    Friedrich  Vieweg  u.  Sohn.  218  S- 

Dem  Titel  ist  nur  noch  hinzuzufügen  dass  das  Buch  für  die  ge- 
wöhnliche LandmesBnng  bearheitet  ist  und  auf  die  Auweuduug  zu 
diesem  Zwecke  besonders  reichlich  eingeht.  Bei  dieser  Bestimmung 
war  offenbar  kein  Grund  bei  der  Ucrleitung  höhrro  Rechnung  zu- 
zuziehen ,  vielmehr  eine  ausschliesslich  elementare  Behandlung  an- 
gemessen und  wünschenswert.  Auf  letztere  legt  der  Verfasser  Ge- 
wicht mit  der  Behauptung,  dass  eine  solche  bis  dahin  noch  nie  exaet 
und  lückenlos  geliefert  worden  sei,  für  welche  wir  ihm  die  Ver- 
antwortung überlassen  können.  Die  Hauptabschnitte  des  Buchs  sind: 
I.  Vermittelnde  Beobachtungen  gleicher  Genauigkeit.  II.  Mittlerer 
Fehler  von  Beobachtungen  uud  Functionen  derselben.  III.  Vermit- 
telnde Beobachtungen  ungleicher  Genauigkeit  IV.  Bedingte  Be- 
obachtungen. II. 

0 

Ueber  reeiproke  Gleichungen.  Von  B.  Adam,  Gymnasiallehrer. 

Separatabdruck  der  Abhandlung  zum   Programm  des  Königlichen 

Gymnasiums  zu  Clausthal.    1883.  Clausthal  1883.    4°.    21  S. 

Der  Aufsatz  ist  eine  Zusammenstellung  bekannter  Eigenschaften 
der  reeiproken  Gl<  i        on  mit  einer  Unbekannten.    Jedes  Thema 

Teil  LH.    U-fl  1  1 
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wird  aufsteigend  von  den  niedrigsten  bis  zu  irgend  welchen  hohem 
Graden  behandelt,  manchmal  auch  das  Allgemeine  daraus  abstrahirt, 
doch  scheint  dies  nicht  durchgängig  im  Plane  zu  liegen.  Die  Dar- 
stellung ist  weder  ein  Muster  von  correctem  Ausdruck  und  Klarheit 
noch  von  guter  Ordnung  zu  nennen.  So  wird  z.  B.  von  einer  Sub- 
stitution gesprochen  (statt  ^    für  *•),   Gegenstände  citirter 

Journalartikel  als  „bekannt"  nicht  weiter  ausgeführt,  (als  ob  das  hier 
ausgeführte  neu  wäre),  wiederholt  auf  spätere  Ausführung  verwiesen, 
wo  man  dann  günstigen  Falls  das  Fehlende  mit  Suchen  herausfindet 
Den  Schlus8  bilden  50  Aufgaben  mit  Lösungen. 


Neue  Studien  über  die  Integration  linearer  Differentialgleichungen. 
Dritte  Fortsetzung  (Schluss).  Von  Simon  Spitzer.  Wien  18Ö3 
Carl  Gerold's  Sohn.    78  S. 

Die  erste  Fortsetzung  ist  im  2G2sten  litt  Bericht  p.  21,  die  I 
zweite  im  27<>sten  p.  14  besprochen.    Der  erste  Gegenstand  der  dritten 
ist  die  Bemerkung,  dass  der  integrirendo  Factor  z  der  Gleichung 

y"'+X,y"+X1y'+Xt)y  +  0 
durch  die  Gleichung  j 

( Xf  z)"+  (X\  z)' — X0  3  =  0  | 
bestimmt  wird  und  mit  y  in  der  Relation  steht  • 

y  <=  Z((px)*e-W* 
wo  :=  (p(x)  ein  particuläres  Iutegral  ist,  und  demgemäss  durch 

a  -=  gp(jr)  /  Zdx 

die  Ordnungszahl  um  1  vermindert  werden  kann.  Im  übrigen  werden 
maunichfaltigc,  selbst  gewählte  Fragen  über  verschiedene  Differential- 
gleichungen untersucht.  Am  Schluss  constatirt  der  Verfasser  das  U- 
sammentreffen  unabhängiger  Arbeiten  von  Halphen  aus  neuer  Zeit 
mit  seinen  eignen,  über  20  Jahr  alten  in  zwei  Punkten,  zuerst  io 
einer  auf  verschiedenem  Wege  speciell  resultirenden  Differentialformel, 
Bull,  de  la  Soc.  Math,  de  France  VIII.  62  dann  iu  der  Iutegratfon 
einer  Gleichung,  Compt.  Reud.  XCII.  781. 
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Geometrie. 


Theorie  der  homogen  zusammengesetzten  Raumgebilde.  Von  Dr. 
Victor  Schlegel,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Waren,  Mitglied 
der  Societe  mathematique  de  France.  Mit  9  Tafeln.  Halle  1883. 
Wilh.  Engelmann  (in  Leipzig).  Aus  Nova  Acta  dor  Ksl.  Leop.-Carol. 
Deutschen  Akademie  der  Naturforscher  Bd.  XLIV.    p.  341—359. 

Der  Gegenstand  der  Betrachtung  sind  Systeme  an  einander 
grenzender  Figuren  von  beliebiger  Dimensionszahl.    Sie  heisson  ho- 
mogen zusammengesetzte  Figuren,  wenn  die  Teilfiguren,  aus  denen 
sie  bestehen,  gleichviele  Grenzgebilde  haben,  und  die  Grenzgebilde 
zu  gleichvielen  Teilfiguren  gehören.   Es  sind  also  die  (»—1)  dehnigen 
Netze,  in  welchen  die  zusammenhangende  Grenze  einer  regelmässigen 
ndehnung,  mit  Absehen  von  der  Grösse,  bloss  gemäss  der  Anordnung 
der  Teile,  abgebildet  wird,  jedoch  mit  Wegfall  der  Bedingungen, 
welche  die  Realität  dieser  regelmässigen    ndehnung  beschränken. 
Ist  die  «dehnung,  deren  Grenze  sich  durch  ein  solches  Netz  auf 
der  (n — 1)  dehnung  abbildet,  reell,  so  ist  die  homogen  zusammenge- 
setzte Figur  geschlossen   und  lässt  sich  nicht  nach  gleichem  Ge- 
setze erweitern,  die  Anzahl  der  Teilfiguren  ist  bestimmt  und  wird 
hier  stets  um  1  kleiner  angesetzt  als  die,  welche  zur  Umschliessung 
der  ndehnurg  erfordert  wird,  weil  der  Verfasser  dio  das  System 
umschliessende  Figur,  welche  die  unendliche  (« —  1) dehnung  von 
iunen  begrenzt,  nicht  mitzählt.    Ist  jene  ndehnung  imaginär,  so 
lässt  sich  das  Netz  ins  unendliche  fortsetzen,   indem  jedoch  die 
entferntem  Teile  sich  mehr  und  mehr  zusammendrängen.  Zwischen 
beiden  Fällen  ist  der  Grenzfall  der  einer  unendlichen  ndehnuug,  wo 
das  Netz  gleichfalls  eine  Erweiterung  ins  unendliche,  aber  eine 
gleichmässige,  zulässt,  so  dass  die  Teile  regelmässig  und  cougrueut 
sein  können.    Die  genannten  Umstände  treten  schon  bei  Abbildung 
der  Oberfläche  eines  Polyeders  auf  der  Ebene  sichtlich  hervor;  es 
ist  daher  mit  Gewinn  für  Einfachheit  der  Rede  und  Vorstellung 
die  homogen  zusammengesetzte  Figur  in  der  Ebene  zum  Ausgangs- 
punkt der  Betrachtung  und  Erklärung  gewählt  worden.  In  der  Ebene 
scheiden  sich  die  3  Fälle  gemäss  der  Formel: 

> 

d  =  2(n+p)  —  np  <  0 


wo  n  die  Seitenzahl  der  Polygone,  p  die  Anzahl  der  um  jeden  Punkt 
tagenden  Polygone  bezeichnet.  Für  d  >  0  erhält  mau  bekanntlich 
(tauigen,  für  J  =  0  gibt  es  3,  nämlich 
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«  —  6;  p  «=  3 
n  -=  4 ;        p  =  4 

n  =  3;         J>  =  6 

Diese  werden  einzeln  besprochen  nud  sind  abgebildet,  ton  J<0 
ist  die  Combination  «  -=  3;  p  =  7  als  Beispiel  abgebildet  Von  jenem 
einfachsten  Falle  schreitet  die  Abhandlung  fort  zu  dem  System  ebener 
Polygoue,  deren  Ebenen  Winkel  bilden,  also  zu  den  polyedriscben 
Figuren,  dann  zu  den  Polygonsystemen  auf  krummen  Flächen,  be- 
grenzt durch  kürzeste  Linien,  mit  Unterscheidung  positiver,  negativer 
und  Nullkrümmung  und  mit  Anwendung  auf  die  Ptincipien  de* 
Messens ;  im  2.  Abschnitt  zu  den  aus  Polyedern  homogen  zusammen- 
gesetzten Figuren,  wo  die  analogen  Fragen  im  Räume,  wie  vorher  in 
der  Ebene  behandelt  werden.  H- 

Ueber  harmonische  und  involutorischo  Beziehungen,  ihre  An- 
wendung auf  die  Einteilung  der  Curven  zweiten  Grades  und  ihr  Vor- 
kommen bei  solchen  Curven  im  Falle  besonderer  Form  und  Uge 
Von  Professor  C.  Hellwig,  Oberlehrer  am  Realgymnasium  zn  Er- 
furt.  Erfurt  1883.    Carl  Villaret.   4°.   29  S. 

Voraus  geht  die  Erklärung  der  harmonischen  und  involutorischen 
Bezichuug  mit  Herleitung  und  Aufstellung  in  der  Formel.  Es  werden 
2  Arten  Involutionen  unterschieden,  jenachdem  die  Punktepare  reell 
oder  zum  Teil  imaginär  sind.  Dann  werden  eiuigc  Sätze  über  Kreise 
und  Strecken  entwickelt,  z.  B.  Drei  durch  dieselben  beiden  Punkte 
gehende  Kreise  treffen  ihre  Centrale  in  6  Punkten  einer  Involution 
der  2.  Art.  Der  nächste  Abschnitt  handelt  von  den  barmouischen 
Punkten  bei  Curven  2.  Grades,  von  Polare  und  Tangente  und  von 
der  Einteilung  dieser  Curven.  Es  werden  harmonische  Pole  der 
Curven  erklärt  und  von  dem  Satze  ausgegangen:  Liegen  auf  einer 
Secante  einer  Curvc  2.  Grades  2  Punkte,  welche  mit  den  der  Secante 
angehörenden  Curvenpunkten  ein  harmonisches  System  bilden,  so 
schreitet  bei  einer  Drehung  der  Secaute  um  einen  jener  Punkte  der 
andre,  ihm  zugeordnete  harmonische  auf  einer  geraden  Linie  fort  - 
dann  die  elementaren  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  entwickelt 
Der  letzte  Abschnitt  handelt  von  harmonischen  und  iuvolutorischeo 
Eigenschaften  ähnlicher  Curven  2.  Grades  mit  gemeinschaftlicher  A» 
und  Chordale.  U. 


Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  für  Oberrealschulen.  Von 
Josef  Menger,  k.  k.  Professor  an  der  Staats  -  Oberrealscbnle  » 
Graz.  Mit  228  Original-Holzschuitten.  Wien  1882.  Alfred  UöJdef- 
H37  S. 
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Das  den  österreichischen  Instructionen  von  1880  gemäss  bearbei- 
tete Lehrbuch  ist  in  9  Abschnitto  geteilt,  deren  erstor  die  Elomento 
der  neuem  synthetischen  Geometrie  als  Vorbereitung  enthält.  Die  3 
folgenden  behandeln  die  qrthogouale  Projectionslehre ,  die  Projection 
auf  eine,  dann  auf  2  Ebenen,  dann  die  Transformation,  anschlisesend 
die  Schatteuconstructionen,  der  5  te  die  Darstellung  der  Polyeder,  der 
6te  die  der  Curven  nebst  Evolventen  und  Evoluten  u.  s.  w.,  wobei 
auch  die  schiefe  Projection  des  Kreises,  der  7te  die  der  krum- 
men Flüchen,  der  8  te  deren  Durchdringung,  der  9te  gibt  eine  kurze 
Theorie  der  centralen  Projection  und  Perspective.  Eine  kleine 
Anzahl  von  Uebuugsaufaabcn  folgen  auf  jeden  Abschnitt.  Es  ist 
darauf  gerechnet,  dass  beim  Unterricht  grossenteils  Modelle  in  Anwen- 
dung kommen.  11. 


Leitfaden  der  analytischen  Geometrie  für  die  erste  Classe  der 
Realgymnasien  und  Ober- Realschulen.  Von  Prof.  Dr.  Doruheim, 
Prorector  am  Gymnasium  uud  Realgymnasium  zu  Minden.  Minden 
i.  Westf.  1883.   J.  C.  C.  Bmus.    28  S. 

Der  Titel  ist  weit  entfernt  dem  Inhalte  zu  entsprechen.  Letz- 
terer ist  vielmehr  eine  synthetisch  bearbeitete  Lehre  von  den  Coor- 
dinaten  in  der  Ebene  mit  einiger  Anwendung  auf  Gerade,  Kreise 
und  Kegelschnitte.  Dieser,  sei  es  aus  Bequemlichkeit  oder  Tendeuz, 
auf  Schulen  getriebene  Misbrauch  des  Namens  ist  nicht  ohne  spätere 
Folgen  für  die  Schüler:  manchem  Studirenden  bleibt  wegen  des  da- 
durch genährten  Irrtums  die  Existenz  der  analytischen  Geometrie 
ganz  uubekanut.  Das  Verfahren  in  der  vorliegenden  Bearbeitung  hat 
die  anerkennenswerte  Eigentümlichkeit,  dass  nur  das  Notwendige  aus 
der  Theorie  vorgetragen,  die  weitere  Ausführung  durch  reichlich  an- 
geführte Aufgaben  der  Selbsttätigkeit  der  Schüler  überlassen  wird. 
Die  Coordinatcnlehre  ist  wol  verständlich;  doch  findet  sich  mancher 
incorrecte  Ausdruck.  Z.  B.  „Die  Coor  iiuaten  unendlich  vieler  Punkte 
genügen  im  allgemeinen  einer  gegebenen  Gleichung  zwischen  x  und 
2/.44  Nicht  durch  das  beigefügte  Citat,  sondern  nur  durch  Umkehrung 
des  Satzes  ergiebt  sich  ein  Sinn,  uiimlieh:  , Einer  gegebeneu  Gleichung 
zwischen  x  und  y  genügen  im  allgemeinen  die  Coord.  unendlich  vieler 
Punkte44.  Letzteres  ist  hinsichtlich  der  Allgemeinheit  das  Gegenteil 
des  Erstem.  Die  Gleichung  der  Geraden  stellt  diese  als  halbirendo 
Senkrechte  der  Verbindung  zweier  Punkte  dar.  Die  Lehre  vom  Kreise 
geht  auf  Pol  und  Polare  ein.  Die  Kegelschnitte  werden  durch  Brenn- 
punkt uud  Directrix  bestimmt.  Coi  rt"  Durchmesser  bilden  die 
weitem  Gegenstände,  dann  die  Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung 
2.  Grades.    Dann  folgt  die  Bestimm"*  *eu,  der  Maxima 
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zz<  Mmta.  ier  Sache,  nicht  dem  Kamen  nach,  durch  Differential- 
mko|.  Ebenso  wiri  schliesslich  die  Quadratur,  ohne  von  Inte- 
pir-i  zm  syrecke».  imi  Darstellung  des  Integrals  als  Grenzwert 
einer  Stau».  Ür  Aen  Fall,  wo  .«  Potenz  von  x  ist,  vollzogen. 

EL 

Kinematik  de*  Strahles.  Eine  Darstellung  der  Bewegung  des 
Strahles  in  der  Ebene  lach  mechanischen  Priucipieu.  Vou  D.  Ing. 
Ferdinand  W ittenbauer.  Doceut  an  der  k.  k.  technischen  Hoch- 
schule in  Gnu.  Mit  74  Holzschnitten.  Graz  1883.  Leuschner  u 
Lubenskv.    iOö  S. 

Die  Kinematik  des  Strahles,  d.  i.  der  Geraden ,  wird  der  Kine- 
matik des  Punktes  dual  an  die  Seite  gestellt  Als  Coordinaten  dienen 
der  Normalabstand  r  des  Strahles  von  einem  Anfangspunkt,  Pol,  und 
seine  Neigung  qp  gegen  eine  durch  ihn  gehende  Axe.  Sie  werden  mit 
den  sogenannten  Liniencoordinaten  in  Relation  gebracht  Die  prin- 
eipiell  eingeführte  Erzeuguncsweise  der  Curveu  ist  die  als  Enveloppcn 
\on  Strahlen;  doch  zeigt  sich  schon  hier,  dass  eine  solche  ausschliess- 
liche Betrachtungsweise  nicht  durchführbar  ist;  denn  es  kommen  auch 
Oerter  von  Punkten  in  Betracht-  Als  Beispiele  sind  die  Kegelschnitte 

Cr 

behandelt    Bemerkenswerte  Beziehungen  sind,  dass  *    den  Abstand 

cqp 

des  Berührungspunkts  %om  Fusspunkt  der  Normale  r,  ferner 
r  +  g~l  den  Krümmungsradius  im  Berührungspunkte  darstellt  Hier- 
an* wird  die  Evolute,  dann  die  Evolventen  bestimmt,  die  Bedingung 
der  Spitzen  und  Wendepunkte  aufgestellt  Es  folgt  eine  Anwendung 
anf  Cykloidcn  und  Kreisevolventen.  Der  2.  Abschnitt  handelt  von 
der  Bewegung  des  Strahls.  Hierzu  wird  der  Drehpunkt  und  der 
Drehangswinke)  als  Ausdruck  gebraucht.  Aus  zwei  Bewegungen  re- 
sultirt  f:iii#j  neuf.  Der  3.  Abschuitt  haudelt  von  der  Beschleunigung, 
(Ii';  Ihren  analogen  Ausdruck  hat.  Der  Abstand  des  Drehpunkts  vom 
Bescblennignngspnnkt  uud  der  Ort  des  letztern  haben  ihre  Bedeutung 
in  der  Theorie.  Der  4.  Abschnitt  behandelt  Probleme  der  Bewegung 
de«  Strahl*«  im  Strahlenbüschel,  allgemeine  oder  krummlinige  Be- 
wegung, dann  besondere;  aus  der  Bewegung  des  Strahls  auf  vorge* 
gebliebener  Balm  geht  «  in  Widerstand  der  Bahn  hervor.  Der  -r».  Ab- 
schnitt handelt  von  d'-r  Beschleunigungscnrve  und  der  Diffcrenzcorve. 
Letztere  ist  der  Ort  des  Endpunkts  eines  Strahls  von  einem  festen 
Punkte  aus  in  der  Lange  des  oben  genannten  Beschleuuigungsab* 
stands  gezogen.  Der  l\.  Abschnitt  handelt  von  der  Bewegung  deJ 
Strahlensysteins,  der  7  tn  von  der  relativen  Bewegung.  H 
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Technik. 

Transporteur  und  Massstab  zum  Gebrauch  beim  Unterricht  in  der 
Planimetrie  und  Trigonometrie.  (Von  Mauriti  us).  4 te,  verbesserte 
Auflage.    Coburg  (1882).   J.  G.  Riemann. 

Was  die  Buchhandlung  liefert,  sind  folgende  4  Stücke:  1)  Ein 
Rechteck.  224  X  120  Millimeter  von  gelbem  Cartou;  auf  der  eineu 
Seite  ein  Halbkreis  von  100mm  Radius,  in  180  Grade  geteilt,  der 
Grenzdurchmesser  fällt  in  den  Rand  ;  an  den  3  übrigen  Ränderu  die 
Verlängerungen  der  Radien  aller  Grade ;  zu  beiden  Seiten  des  Halb- 
kreises verticale  Tangenten,  welche  die  goniometrischen  Tangenten 
der  Winkel  bis  45  Grad  angegeben;  auf  der  andern  Seite  unter  der 
Bezeichnung  „Transversal-Massstab'1  ein  Rechteck  20  X  10  cm,  ver- 
tieft] geteilt  durch  Parallelen  in  Centimeter  Abstand,  nebst  2  Tei- 
lungen in  Millimeter,  die  Parallelen  geschnitten  von  schrägen  Linien 
ausgehend  von  0  bis  9  nach  1  bis  10  cm,  so  dass  auf  ihnen  die 
Millimeter  von  1  bis  200  gemessen  werden  können;  daneben  die 
goniometrischen  Tangenten  der  Winkel  von  1  bis  81  Grad  für  einen 
Radius  —  28  mm.  2)  Ein  Massstab  in  Form  eines  rechten  Winkels, 
Teilung  in  Millimeter,  ein  Schenkel  220,  der  andro  123,  und  zwar 
auf  beiden  Seiten  gleich.  3)  Eine  Druckschrift  (von  7  Seiten)  unter- 
zeichnet: Dr.  Mauritius,  Professor  am  Gymnasium  Casimirianum 
—  worin  der  Verfasser  empfiehlt,  statt  der  Ausarbeitung  der  in  der 
Ciasso  behandelten  Sätze  die  Selbsttätigkeit  der  Schüler  mit  Controlo 
derselben  durch  Nachmessen  der  Figuren  in  Anspruch  zu  nehmen. 
Hierzu  soll  das  genannte  Instrument  dienen.  Ferner  enthält  die 
Schrift  eine  Gebrauchsanweisung  für  graphisches  Rechnen  und  für 
Trigonometrie,  der  jedoch  alles  fehlt,  was  zum  Verständuiss  notwen- 
dig ist  4)  ein  Pappumschlag,  auf  der  Innenseite  einige  Tabellen: 
speeifische  Gewichte,  Geschwindigkeiten,  Inhaltsformeln,  Zahlenangaben 
für  Erde,  Sonne  und  Planeten,  deutsches  Reichsmass  und  dessen  Re- 
duetionen.  H. 


A.  Mang's  zerlegbarer  Uuiversal-Apparat  und  zerlegbares  Tel- 
lurium  für  mathematische  Geographie.  Weiuheim  (1883).  F.  Acker- 
mann. 

Der  Uuiversalapparat  vereinigt  und  ersetzt  somit  bei  der  De- 
monstration im  Schulunterricht  Himmelsglobus ,  llorizontarium ,  Tel- 
lurium-Lunarium,  Planetarium  und  Präcessionsapparat.  Er  zeichnet 
sich  durch  Einfachheit  und  besonders  durch  Beseitigung  der  die  Auf- 
merksamkeit ablenkenden,  die  Hauptgegonstände  verdeckenden  Hülfs- 
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werko  aus.  Die  Sphäre  rotirt  von  allen  Umhüllungen  frei  um  die 
Himmelsaxe.  Sonne  uud  Mond  können  für  jeden  Tag  des  Jahres  iu 
ihrer  Bahn  eingestellt  werden;  sie  umkreiseu  daun  die  Erde  und 
geben  auf  dem  federnd  aufsetzbaren  Horizont  direct  ablesbar  an: 
Anfangsorte  und  -Zeiten ,  den  Augenblick  des  Culminireus  und  die 
Mittagshohe.  Durch  die  Verstellbarkeit  der  Himmelsaxe  und  des 
Horizontes  lassen  sich  alle  Ansichten  des  Himmels  in  den  verschie- 
denen Brcitcngradon ,  besonders  für  deu  Pol  und  Aequator  natnr- 
geinäss  demonstriren  uud  auch  die  nötigeu  mathematischen  Relationen 
mit  Hülfe  der  graduirten  Himtnclskrcisc  und  des  Zenithzeigers  ver- 
anschaulichen. Das  Tcllurium  ist  ein  trennbarer  Teil  des  Apparats, 
derjenige,  welcher  hauptsächlich  in  der  mathematischen  Geographie 
iu  Auwendung  kommt 

Aus  der  Beschreibung  4cs  Verlegers. 


E.  Nocggerath  in  Brieg.  Apparat  zur  Bestimmung  trigono- 
metrischer Functionen.    Patentirt  1882. 

Der  Apparat  ist  dazu  eingerichtet,  die  direetc  Bestimmung  der 
Werte  des  Sinus  uud  Cosinus,  die  Beziehungen  dieser  Functionen  zu 
einander,  die  Bestimmung  ihrer  Vorzeichen,  die  Deutung  der  Werte 
sin(R  +  «)  und  cos(K;fa)  u.  s.  w.  zu  demonstrireu  und  zeichnet 
sich  vor  andern  Apparaten  zu  gleichem  Zwecke  durch  Einfachheil 
aus.  H. 


Elektrotechnischer  Verein  in  Wien. 

Laut  der  Statuteu,  erschienen  im  eigenen  Verlag,  ist  der  Zweck 
des  Vereins:  „die  Entwicklung  und  Förderung  der  technischer.  An- 
wendung der  Elcktricitat  uud  der  Herstellung  eines  innigeu  Cou- 
tactes  zwischen  Theorie  und  Praxis  auf  diesem  Gebiete;  ferner 
8pcciell  die  Förderung  heimischer  Interessen  auf  dem  Gesammtgebiete 
der  Elektrotechnik;  endlich  soll  der  Verein  ciuen  Verciuigungspunkt 
bilden  für  die  österreichischen  Elektrotechniker  uud  Freunde  der 
Elektrotechnik".  Die  Mittel  sollen  sein:  „Versammlungen  der  Mit- 
glieder, Vorträge  und  mündlicho  Discussionen  über  wissenschaftliche 
und  technische  Fragen  der  Elektrotechnik,  Vorführung  neuer  Er- 
findungen und  Entdeckungen  sowie  Besprechung  derselben,  Ver- 
öffentlichung der  Protocollc  der  Vcreins-Versammlungen,  der  gehalte- 
nen Vorträge  und  anderweitigen  die  Vereinszwecke  fördernden  Mit- 
teilungen, womöglich  in  einer  eigenen  Vereiusschrift".  Der  Verein 
hält  jährlich  im  Januar  eiue  General- Versammlung.  Ein  Aufruf  des 
Comite's,  Franz  Fischer,  Wien  IV.  Karolinengaaso  16a,  u.  A.,  er- 
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schienen  im  Januar  1883  fordert  zum  Beitritt  auf,  uud  weist  dabei 
auf  die  in  diesem  Jahre  abzuhaltende  internationale  elektrische  Aus- 
stellung hin.  H. 


Hülfs-Tabellen  bei  Berechnung  des  Inhalts  von  Erdarbeiten  beim 
Bau  der  Eisenbahnen,  Chausseen,  Dämme  und  Canälo  bearbeitet  von 
G.  Dobiriski,  Techniker.   Krakau  (Batorygasse  Nr.  1.). 

Diese  Hülfstabellen  dienen  dazu,  um  aus  den  Höhen  der  Auf- 
träge oder  den  Tiefen  der  Abträge  den  körperlichen  Inhalt  der  be- 
treffenden Dämme,  bzhw.  Einschnitte,  für  jede  Kronen-  oder  Ein- 
sen nittsbreitc  und  für  jede  Böschung  schnell  und  genau  zu  ermitteln. 
Das  ganze  Werk  besteht  aus  5  Bänden;  jeder  Band  enhält  30  Bogen 
in  octavo  mit  8  Holzschnitten,  bildet  für  sich  ein  Ganzes  und  wird 
daher  auch  einzeln  abgegeben.    Der  1.  Band  enthält  ausser  einer 
Einleitung  2  Tabellen.   Die  Tabelle  I  findet  unmittelbar  Anwendung 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Neigungen  der  natürlichen  Boden- 
flächen in  rechtwinkliger  Richtung  auf  die  Längenaxe  Horizontale 
sind,  oder  so  wenig  abweichen,  dass  die  daraus  entspringende  Diffe- 
renz für  den  Inhalt  unbeachtet  bleiben  kann.    Diese  Tafel  enthält 
die  Quadratzahlen  aller  natürlichen  Zahlen  von  0  bis  60,  und  zwar 
von  0,01  zu  0,01  steigend;    diese  Quadratzablen  bezeichnen  die 
Flächendreicckc  für  variable  Höhen  unter  Annahme  cinfüssiger  Bö- 
schung; es  leuchtet  aber  ein,  dass  für  jedes  andere  Böschungsver- 
bältniss  der  entsprechende  Inhalt  gefunden  wird,  wenn  der  Wert  für 
b  =  1  mit  der  massgebenden  Böschungsverhültnisszahl  b  =  J,  ■], 
J,  \  uud  3  füssige  Böschungen  multiplicirt  wird.    Die  Tabelle  II 
findet  Anwendung,  wenn  die  Lage  der  zu  beschüttenden  oder  abzu- 
grabenden Bodeuoberflächc ,  rechtwinklig  auf  die  Richtung  der  Län- 
genaxe, nicht  als  Horizontale  angenommen  werden  kann.  Sie  enthält 
die  Multiplicationscoefficientcn  für  A2  bei  bestimmten  Damm-  oder 
Einschnittsböschungen,  £  =     \,  \,  \,  \,  J,  1J,  1},  1},  2,  2J,  3  und 
für  variable  Terraiuverhältnisse.    Der  zweite  Baud  enthält  ausser 
einer  Einleitung  die  III.  Tabelle.   Diese  die  Coefticienten  für  d2  bei 
variablen  Terrainverhältuissen  uud  bestimmten  Damm-  oder  Ein- 
schnittsböschungen £  —  J,  J,  .  .  .  3.    Der  dritte  Baud  enthält  ausser 
einer  Erklärung  und  Gebrauchsanweisung  die  IV.  und  V.  Tabelle  zur 
Bestimmung  der  Querflächeu.     Der  vierte  Band  enthält  ausser  einer 
Einleitung  die  VI.  Tabelle;  mit  Hülfe  dieser  Tafel  können  sämmt- 
liche  Böschungsseiten  für  Dämme  oder  geschlossene  Einschnitte,  für 
variable  Höhen  von  0,01  bis  60,00,  Kroneu-  oder  Einschnittsbreiten, 
unmittelbar  abgelesen  werden.    Der  fünfte  Band  enthält  ausser  einer 
Erklärung   und  Gebrauchsanweisung  Tabellen,    welche  praktische 
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Anwendung  haben,  wenn  der  körperliche  Inhalt  der  Erdmasse  ge- 
funden werden  soll. 

Eine  genaue  Berechnung,  verbunden  mit  mehrfachen  Revisionen 
und  der  Correctur  des  Druckes  dieser  Tafeln,  vou  mir  selbst  mit  der 
grössten  Sorgfalt  ausgeführt,  berechtigen  mich  die  angegebenen  Zahlen- 
werte  als  durchaus  zuverlässig  zu  bezeichnen:  somit  übergebe  ich 
dieses  Werk  zum  Gebrauche  für  Ingenieure,  Techniker  und  Eisen- 
bahnbauunternehmer.    Der  1.  Band  wird  jetzt  gedruckt  (Apr.  1883). 

G.  Dobiriski. 


Vermischte  Schriften. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXIX,  1881—82 
Serie  terza.    Transunti.    Volume  VI.   Roma  1882.  Salviucci. 

Der  Band  enthält  an  mathematischen  und  physikalischen  Abhand- 
lungen und  Noten  folgendes. 

G.  Battaglini:  Ueber  die  quaternärcu  bilinearen  Formen. 

Brioschi:  Ueber  den  Ursprung  gewisser  liuearer  Differential- 
gleichungen. 

E.  Villari  und  Righi:  Ueber  die  Ladung  der  Cohibeuten 
(Elektrophoro). 

A.  de  Gasparis:  Neue  Reihen  zum  Ausdruck  der  helioceutri- 
scheu  Coordinaten  als  Functionen  der  mittleren  Anomalie. 

Casorati:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen. 

R.  de  Paolis:  Ueber  den  Ausdruck  einer  binären  Form  vom 
Grade  n  mit  einer  Summe  ntcr  Ordnung.  (Bericht). 

A.  Capclli:  Fundamente  einer  allgemeinen  Theorie  der  alge- 
braischen Formen.  (Bericht). 

E.  Villari:  Einfluss  der  verschiedenen  elektrischen  Widerstände 
auf  die  Dimensionen  des  Erregungsfunkeus  der  Condensatoren. 

Cantoni  undGerosa:  Ueber  den  dynamischen  Wert  einer 
Calorie. 

Siacci:  Fundamentalsatz  in  der  Theorie  der  kanonischen  Be- 
wegUDgsgleichuugen.  II. 
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Acta  Matberaatica,  Zeitschrift  herausgegeben  von  (V  Mitta*- 
Leffler.  I.  Stockholm  1883.  F.  n.  G.  Heijer  Berlin.  Mayer  u 
Müller.   Paris,  A.  Hermann.   4°.   399  S 

Die  Zeitschrift  ist  besprochen  und  der  Inhalt  de»  t.  Herta  an- 
gegeben im  275.  litt  Bericht,  S.  32.    Die  3  übrigen  Horte  des  t 
Bandes  enthalten  folgende  Abhandinngen. 

Th.  Reye:  Die  Hexaeder-  und  dio  Oktaeder-! 'onllgunttionen 
(126,  168). 

P.  Appell:  Ueber  die  einförmigen  Functionen  eines  analytischen 
Punktes  (x,  y).  2  Abhandlungen.  —  Heiheneut Wickelungen  eines 
begrenzten  Flächeustücks  durch  Kroisbogcu. 

E.  Schering:  Zur  Theorie  der  quadratischen  Hoste. 

H.  G.  Zeuthen:  Ueber  Gruppen  von  Sätzen  und  Formeln  der 
Zählungsgeomctrie. 

E.  Goursat:  Ueber  ein  Theorem  von  Hermlte. 

H.  Poincare:  Abhandlung  über  die  Fuchs'schen  Functionen 

L.  Bourguet:  Note  über  dio  Ealer*schen  Integrale.  Ober 
einige  bestimmte  Integrale. 

E.  Picard:  Leber  eine  (.'lasse  unstetiger  Örnppen  linearer 
Fanctionen  und  Uber  die  Functionen  zweier  unabhängiger  Variabein, 
welche  bei  diesen  Substitutionen  noverindert  bleiben 

L.  Fachs:  Leber  lineare  homogen*.:  Differential  gl  eich  fingen, 
zwischen  deren  Integralen  homogene  Rrlafionen  höheren  als  ersten 
Grades  bestehen. 

Ch.  Hermite:  Leber  eine  von  Cayiey  gegebene  Relation  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

E.  Netto:  Zur  Theorie  der  Discriminanten.  H. 


Encykinpiulie  ;ter  Naturwissenschaften  herausgegeben  von  Prof 
Dr.  G.  Ji^'T.   Prof.  Dr  A.  Kenn^ott.  Prof.  Dr  Laden  burg . 
Prof.  Dr  v  >  :i  O:»poi/er,    Prof.  Dr  Sc  ii^ak.   Geh   3<-hulrat  Dr 
Sehlomilc  Ii,  Prof.  Dr    Ct.  C   W  :  f  r  s * e  i  u  .   Prof.  Dr.  von  Ze.-h 
Breslau.    Käu  r.j  Trewendt. 

Die  Heran  «gäbe  besinnt  mit  1^7'.».  la^mr  »im  lticii»rd 

Fleischer  genannt     Was  Motiv  nun*         .^-  ntikf.*  )etnlltr 
wir  uns  mit  wenigen  Avisierungen  von     ■•■•v. ru:fa  ,rum 
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über  die  Leistungen  und  Fortschritte  der  Enc.  d.  Nat.  begnügen. 
Nach  ihm  musste  sich  eine  umfassende  Darstellung  aller  Gebiete  der 
Naturwissenschaften  „als  ein  Bedürfniss  fühlbar  machen".  Die  En- 
cyklopadio  sucht  die  Resultate  der  neuesten  Forschungen  und  Fort- 
schritte auf  dem  Gebiete  der  Naturwissenschaften  in  zwar  „streng 
wissenschaftlicher14,  aber  „für  joden  Gebildeten  verständlicher  Weise" 
Ubersichtlich  geordnet  (wol  zu  bemerken,  nur  an  die  Ordnung,  nicht 
an  die  Abfassung  wird  diese  grosse  Forderung  gestellt)  „in  einen 
grossen  Rahmen  zu  bringen"  und  steckt  sich  das  Ziel,  ein  nach  ein- 
heitlichen Grundsätzen  gestaltetes  Universalhandbuch  der  Natur- 
wissenschaften zu  schaffen  zur  Erleichterung  und  Förderung  des 
Studiums  und  der  Forschung  und  „zur  Bildung  einer  Basis,  auf  der 
die  Wissenschaft  weiter  fortgepflanzt  und  ausgebaut  werden  kann  (!)14. 
Es  sind  8  Zweige  der'  Naturwissenschaft  unterschieden  und  in  folgen- 
der bunten  Ordnung  in  3  Abteilungen  untergebracht :  I.  Botanik,  Mathe- 
matik, Zoologie,  II.  Mineralogie,  Pharmakognosie  der  Pflanzen,  Che- 
mie, III.  Physik,  Astronomie.  Jeder  hat  einen  besondern  Redacteur 
und  mehrere  Mitarbeiter.  Die  Bearbeitungen  mancher  Zweige  sind 
Handbücher,  anderer  Wörterbücher.  Dem  Ref.  liegt  nur  ein  Bruch- 
stück eines  solchon  Handbuchs  vor,  es  ist  Schlömilch's  Handbuch  der 
Mathematik,  4.  und  5.  Band  der  Encyklopädie.  Ein  Teil  ist  von 
Schlömilch  unter  dem  Titel  „analytische  Geometrie44,  jedoch  durch- 
weg synthetisch,  bearbeitet  und  kann  die  analytische  Geometrie  un- 
möglich vertreten;  der  folgende  Teil  hat  Richard  Heger  zum  Ver- 
fasser und  enthält  die  Differential-  und  Integralrechnung.  Auf  Leicht- 
fasslicbkeit  und  Strenge  ist  in  den  Anfängen  sichtlich  Mühe  verwandt 
Im  ganzen  müssen  wir  jedoch  unser  Urteil  dabin  abgeben,  dass  eine 
Bearbeitung  eines  Zweiges  nur  Anspruch  auf  diejenige  Wertschätzung 
haben  kann,  die  ihr  als  gesondertem  Werke  um  ihrer  Vorzüge  willen 
zukommen.  Die  Zusammengehörigkeit  kann  den  Wert  nicht  erhöheu, 
erscheint  uns  vielmehr  als  ein  Hiuderniss  in  der  Auswahl  der  besten 
und  dem  individuellen  Bedürfniss  am  meisten  entsprechenden  Bear- 
beitungen. II. 
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Methode  und  I'rinapirn. 

Grundlage       Elementar-M^chanik.  dm  A^.r^tntfw  u 

der  phüo*>phLs.!h*»n  Pri-»pi.ii-/.if.ilc  äU  Kinfahmr./  ;n  ^/^.lii^m-n 
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nende  Satz :  „Da  man  heute  kaum  mehr  zu  leugnen  geneigt  ist,  dass 
die  Voraussetzung  einer  unbeschränkten  Gesetzmässigkeit  die  erste 
Bedingung  wissenschaftlichen  Arbeitens  ist,  so  hat  der  Atomismns 
seine  culturgcschichtlicbe  Mission  erfüllt,  und  darum  ist  es  an  der 
Zeit  mit  seiner  metaphysischen  Voraussetzung  ein  für  alle  male  zu 
brechen."    (Vorher  geht  die  Behauptung,  dass  die  Rolle  der  atomisti- 
schen  Weltanschauung  bereits  ausgespielt  sei.)   Mit  solchen  hohlen 
Phrasen  ist  schwerlich  je  ein  wissenschaftlicher  Schriftsteller  auf- 
getreten.   Ein  unabänderlich  entscheidender  Schritt  in  der  wissen- 
schaftlichen Forschung  soll  geschehen.   Motiv :  weil  man  kaum  mehr 
geneigt  ist  etc.   Kein  Wort  davon,  wofür  man  sich  zu  entscheiden 
habe ;  vorläufig  soll  nur  niedergerissen  werden.   Dann,  wenn  der  Ato- 
mismus nur  noch  als  Schema  für  die  Darstellung  haltbar  sei,  heisst 
es  weiter,  könne  man  untersuchen,  ob  es  nicht  noch  andere  solche 
Schemata  gebe,  welche  eiuen  gleicheu,  vielleicht  grössern  Nutzen  ge- 
währen und  welche  ausserdem  frei  sind  von  „der  gefährlichen 
Verwandtschaft  mit  dem  Materialismus"  (!)   Also  wissen- 
schaftliche Wahrheit  gibt  es  für  den  Verfasser  nicht,  sondern  nur 
Tat,  und  zwar  nur  destruetive.    Im  Vorwort  folgt  eine  Hinweisung 
auf  eine  Bcmcrkuug  von  Chr.  Wolff  in  Verbindung  mit  einer  Aeusse- 
rung  von  Stern  bezüglich  auf  die  Einteilung  der  Mechanik,  dann 
einige  Ratschläge  des  Verfassers  über  das  Studium  und  den  Schul- 
unterricht: er  empfiehlt,  dass  die  philosophische  Propädeutik  von 
einem  Mathematiker  gelehrt  werde  —  gewiss  mit  gutem  Grunde, 
wenn  einmal  aristotelische  Logik  noch  als  besonderer  Unterrichts- 
gegenstand dazu  dienen  soll,  und  man  nicht  lieber  noch  weiter  gehen 
und  sie  gauz  beseitigen  will ;  denn  in  der  Tat  ist  die  Schulmathematik 
selbst  die  beste  und  eigentliche  philosophische  Propädeutik,  d.  h.  sie 
erweckt  zuerst  die  Idee  sich  über  seine  Begriffe  grüudlich  Rechen- 
schaft zu  geben,  uud  infolge  desscu  Wissenschaften  philosophisch  zu 
studiren,  was  doch  einmal  im  aristotelischen  Rahmen  nicht  möglich 
ist.   Andere  Ratschläge  sind  viel  zu  unbestimmt  ausgesprochen,  z.B. 
Erweiterung  der  arithmetischen  und  geometrischen  Anschauungen. 
Betonung  des  Gegensatzes  von  Apriorischem  und  Empirischem.  Sehr 
unbestimmt  ist  die  Thesis  des  Verfassers :  Die  Physik  kann  uud  muss 
der  Vorstellung  von  Moleculen  und  Atomen  entbehren.   Er  eifert 
man  weiss  nicht  wogegen  und  wofür.    Was  man  gewöhnlich  unter 
Atomen  versteht,  Punkte  mit  Masse  und  Kräften,  wendet  er  selbst 
unbedenklich  in  seiner  Dynamik  an,  im  wesentlichen  gleicherweise 
wie  gewöhnlich,  nur  ist  bei  der  Einführung  eine  gewisse  Unklarheit 
im  Spiele.   Er  sagt  nämlich,  die  Masse  eines  Punktes  müsse  unend- 
lich klein  sein,  weil  der  Körper  unendlich  viele  Punkte  und  eine 
endliche  Masse  habe.   „Unendlich  viele"  hat  aber  nur  Sinn,  wenn 
Zahl  wachsend  denken  es  können  also  nur  beliebig  gedachte 
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Punkte  eines  Continuums  «remeint  sein.    Diese  sedachten  Punkte  *uul 
Dicht  Teile  des  Körpers,  daher  ist  es  falsch  die  Masse  eines  Punkt* 
durch  Division  der  Gesammtmasse  durch  die  Anzahl  tindou  «u  wolle« 
Die  Masse  eines  Punkts  im  Continuum  ist  stets  null,  mi  hi  uue«dl(oh 
klein.    Da  indes  die  vorliegende  Theorie  den  Punkte«  Müsse  betle-ut, 
so  handelt  sie  factisch  vou  Atomen,  obgleich  die  Wortv  der 
fahrung  nicht  damit  stimmen.    Dass  nicht  die  Annahme,  sondern  «in 
die  Vorstellung  von  Atomen  eutbehrt  werde«  solle,  kann  wnl  nlrlil 
der  Sinn  der  Thesis  sein.   Dies  wird  gewiss  genügen  um  den  im  die 
Spitze  gestellten  Satz,  welcher  den  Atomismus  verwirft,  uU  uan/lkli 
hohl  und  nichtssagend  erscheinen  zu  lassen.   Sollte  ei«  ho  uUj»r*i 
chendes  Auftreten  mehr  als  leerer  Wind  sei«,  so  war  wenigen»* 
zweierlei  erforderlich:  erstens  mussto  die  entgegengeHet/te  A/eO'M 
unzweideutig  ausgesprochen,  zweitens  ein  Innren  hender  Krfolg  unf 
gewiesen  sein.    Von  beiden  ist  keine  Rede.    Mit  dem  Inhalto  d* ■■* 
Buchs  steht  der  Inhalt  des  Vorworts  in  keiner  «i<  htli»  U'  u  S*  r\nw\nny 
Das  Buch  ist  eine  sehr  reiche  Sammlung  von  Krf;thrung'  u  d'  *  \>t 
fassers  in  dessen  Stadium  d«-r  Mechanik.    Jv*.  le  <f<  M  f,i*f.  y*ut..>\. 
aus  priucipieller  Kritik,  welch':  die  K'-uutum  der  </<  >.+  \u\u)>  \.  M" 
beim  Leser  voraussetzt.    Di*-  Wortfa--.iung  iüt.  //•'/*.  »/ „Vi,    >*\\f  >\ 
exaet  und,  m'.l  Unterstütz« u z  <\  \t<\>  l*  .^■f<i/^;  \  <>iu.-  >        l',  , 
für  Kündige  versun:!;  L    <r.>;\-       <  >.  vii        '\ : <  \  <<  :  '       v .  * 
für  Einführung.  IV^r*  ><.\.'.j      ;  H  r.-  /  .  ./        /  / •.»  :.  -.. 
gegen  werden  an  ~iz.2:ri  r.'u .  '     .         V  :.  ,  >■■.   h  /  s 
Kreis  der  Betra/iv:' 7  7/.-/*%  ,v  a  '.  • 

das  Resultat  a:n  **         .-,  ./  V        .  •  >-*  V 

das  Beiseitela*»^-  .<    <  +  ),-■■.;•  ''.'/>'       •''  /    •  ■ 

es  dafür  reicL,:.:.  L/-i       ;--r  ,         ,\  .   7    >  U<  ..  .    <  •  ; 
Die  MecLi:..*        V*ii<:  w        -  /  ,   -r  •    /•-  ■•<•  / 

Die  Phrsuv  .'.->•   .-.  .  .  »w.   u-*      ;■   / .       .  .  •  •  ^ 

Physika*!?-^  K-r.v.  .<     ;       r.   v  -  / 

chanik.   IL   r'^r  ;<u  .      .  .  ^  / 

allgerseii*  Ti^.^  j>-r  >  •      ..      >,  *    .  .•/  .  v 
biete  der  r'i-i  *  ,  ,  , 
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Bei  den  enormen  Fortschritten,  welche  die  Spectralanalyse  in 
den  letzten  15  Jahren  gemacht  hat,  musste  ein  Zeitpunkt  eintreten, 
wo  eine  universelle  Bearbeitung  für  den  Studirenden,  den  Lehrer  und 
den  Forscher  zum  unabweisbaren  Bedürfniss  ward.  Der  Verfasser, 
welcher  sich  dieser  Aufgabe  unterzog,  hat  diesen  Zeitpunkt  sieht? 
nicht  zu  früh  angesetzt.  Das  Material  hat  einen  Umfang  gewonnen, 
der  nicht  mehr  leicht  zu  beherrschen  ist,  und  die  darin  gewonnene 
Klarheit  ist  bis  zu  einem  Staudpunkt  gediehen,  wo  in  nächster  Zeit 
keine  wesentlich  günstigere  Lage  zu  erwarten  steht.  Keine  der 
frühern  Schriften  kann  die  Stelle  einer  solchen  universellen  Bearbei- 
tung genügend  vertreten.  In  unsern  Lehrbüchern  der  allgemeine!! 
Physik  wird  das  so  interessante  Gebiet  der  Spectralanalyse  ausser- 
ordentlich stiefmütterlich  behandelt,  die  neuem  Vcrsuchsmethoden 
und  Resultate  finden  sich  fast  nirgends  augegeben,  und  die,  nament- 
lich durch  englische  Forscher,  gemachten  Fortschritte  bleiben  meist 
unerwähnt.  Von  den  speciellen  Werken  über  Spectralanalyse,  deren 
es  eine  recht  grosse  Anzahl  gibt,  verfolgen  die  meisten  den  Zweck, 
in  ganz  populärer  Form  den  Gegenstand  zu  behandeln;  in  dieser 
Richtung  hat  Roscoc  Ausgezeichnetes  geleistet.  Andere  Werke  sind 
zwar  wissenschaftlicher  gehalten,  aber  sie  betonen  dann  nur  einzelne 
Capitel  oder  einzelne  Richtungen  der  Spectralanalyse;  so  hat  das 
sehr  empfehlenswerte  Buch  von  II.  W.  Vogel  nur  die  praktische  Ana- 
lyse, namentlich  die  durch  Absorptionsspectron  im  Auge.  Auch  die 
sehr  starke,  neueste  Auflage  der  Schellen'schen  Spectralanalyse  lässt 
recht  viel  zu  wünschen  übrig.  Auf  Gruud  dieser  im  Vorwort  vom 
Verfasser  ausgesprochenen  Tatsachen  lässt  sich  das  gegenwärtige 
Lehrbuch  als  erste  dem  genannten  Zwecke  gewidmete  Erscheinung 
betrachten.  Anlass  zur  Bearbeitung  war  ihm  der  eigene  Gebranch. 
Antrieb  zur  Herausgabc  die  sich  natürlich  daraus  ergebende  Absicht, 
die  dazu  erforderte  Mühe  des  Durchstndircns  der  unzähligen  iu  Zeit- 
schriften verstreuten  Abhandlungen  dauernd  in  weiterm  Kreise  nutz- 
bar zu  machen,  Gesichtspunkt  der  Abfassuug  erstens  dem  Studireuden 
in  kürzest  möglicher  Form  eine  vollständige  Ucbersicht  über  die  Ge- 
setze, Methoden  und  Apparate  der  Spectralanalyse  zu  geben,  wobei 
zahlreiche  Litteraturnachweise  ein  näheres  Eingehen  auf  einzeluc 
Punkte  erleichtern,  zweitens  demjenigen,  der  selbständige  Forschungen 
machen  uud  zum  weitern  Ausbau  des  Gegenstandes  beitragen  will, 
die  vollständigst  mögliehe  Kcnutniss  des  bisher  Erreichten  zu  geben 
Dieser  Bestimmung  entsprechend  enthält  der  Vortrag  keine  analyti- 
sche Entwicklung,  stellt  vielmehr  alle  aus  der  theoretischen  Optik 
hervorgehenden  Begriffe  und  Gesetze,  deren  Darlegung  mit  den  ersten 
Elementen  beginnt,  unmittelbar  als  Resultat  auf.  Die  natürlichen 
Hauptabschnitte  sind:  die  Emission  uud  die  Absorption  des  Lichtes 
"^ersten  worden  nach  einander  folgende  Themata  behandelt:  die 
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Aetherwellen,  Herstellung  leuchtender  Dämpfe,  Zerlegung  des  Lichtes 
durch  Brechung,  Spectralapparate ,  Diffractiou  des  Lichtes,  Unter- 
suchungsmetlioden  für  das  ultrarote  und  ultraviolette  Licht,  ilülfi- 
apparate  zur  Spectraluntersuchung ,  Geschichte  der  Spectralanalrse, 
Gesetze  derselben  —  im  zweiten:  Absorption  durch  feste  und  flüssige 
Körper,  das  Kirchhon* 'sehe  Gesetz,  Absorption  durch  Gase  und 
Dämpfe,  das  Sonnenspcctrum,  die  Constitution  der  Sonne,  die  Him- 
melskörper, Lockyer's  Anschauungen  über  Dissociation  der  Elemente, 
quantitative  Spectralanalyse.  Im  dritten  Abschnitt  werden  die  Spectren 
der  chemischen  Elemente  und  ihrer  wichtigsten  Verbindungen  einzeln 
behandelt.  II. 


Physik. 

Ucbcr  die  galvanische  Polarisation.  Von  Emilio  Pirani,  Dr 
phil.    Mit  einer  Tafel.    Berlin  1883. 

Zweck  dieser  Arbeit  ist  die  Untersuchung,  ob  die  chemische  Natur 
der  Elektroden  einen  Einfluss  auf  die  Vorgänge  der  Polarisation 
habe.    Die  Ansichten  darüber  sind  verschieden;  namentlich  haben 
Buff,  Crova,  Ayrton  und  Perry,  Hallock,  Einer,  Bartoli  gefunden» 
dass  bei  Sättigung  mit  Wasserstoff  Platin  gleich  Kupfer  wirkt,  die 
Verschiedenheit  der  Metalle  keinen  Einfluss  auf  die  Polarisation  hat; 
doch  liegen  auch  Versuche  mit  entgegengesetzten  Resultat  \or.  Da- 
her findet  der  Verfasser  Anlass,  ausdi  ucklieb  und  allseitig  auf  die 
Frage  einzugehen,  was  bis  dahin  nicht  gesehenen  war.    Es  wird  da» 
angewandte  Verfahren  beschrieben,  nach  welchen  der  augenblickliche 
NVert  der  Polarisation  mit  InsserV.er  Schiffe  erkannt  Verden  konnte, 
Durch  Vorversuche  überzeugt  sich  der  Verfasser,  das*  die  Annahme 
einer  Mitwirkung  theraoeiektris-cLcr  Erscbeinangen  iMgetdtfeaacn 
ist;  ferner  sucht  er  im  VoltanMer  dieselben  eheniK'hen  Pro«es*e 
für  Zink  als  eine,  für  verschiedene  Meuüe  alt  andre  Elektrode  IM 
erzeugen,  ohne  indes  d<*u  jrerwü',>.'  Lten  A«ftebl*M  zu  *rnait*a< 
eigentlichen  Versuche  fuhren  zu  folgenden  B^suJ  taten.    Die  Polari- 
sation ist  unter  gewohnJj'.nen  l.'jnttaii'i'  u  wn  der  Natur  der  Elek- 
troden abhängig.    Ifi'-se  Abhängigkeit  zeijrt  sieb  aowol  in  den  Wert*'« 
bei  gescbloM*t,em  Strom«.  *ie  isi  oVn  Vorlaufe  der  Abnabnue  na^  h 
Oeffnen  de6  ftt/ouves.    Sie  berteut  aneb  hei  Erwärmung  der  KiUbtJtf- 
keit,  ist  also  nicht  aai  Bildung  von  Webers  tot!  *ujA*f  vi  y4  od*i  (>/.o«j 
rartclanfüliren.    Ein  Wawraivif  torrat  an  der  Anode,  4er  d<u 
eat*ickelnden  Säuerst  vfl  bindet,  UM  jene  Abnaugigk**  «Vsn»  aui 
Trennung  der  Elektroden ,  albo  iüuderuug  de«  HinÜMTÜfuiliUl 
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der  elektrolytischen  Gase,  hebt  die  Abhängigkeit  nicht  auf;  ebenso- 
wenig Trennung  der  Elektroden  durch  eine  Zwischenzeit,  in  der  sich 
siedende  Flüssigkeit  befindet.  Abschluss  gegen  atmosphärische  Luft 
durch  Benzol  bringt  keine  Aenderung  hervor.  Messung  unter  völli- 
gem Luftabschluss  und  stetem  Auspumpen  der  elektrolytischen  Gase 
ergeben  immer  noch  eine  Abhängigkeit  von  der  Natur  der  Elektro- 
den. Alle  diose  Vorsichten  vermochten  nicht  ein  Uebereinstimmen 
in  dem  Verhalten  der  verschiedenen  Metalle  hervorzubringen.  Der 
fragliche  Einfluss  existirt  demnach.  Die  vielen  Zahlenergebnisse, 
welche  am  Schlüsse  in  Tabellen  aufgestellt  sind,  werden  nun  mit 
denen  früherer  Arbeiten  verglichen,  und  zu  diesem  Zwecke  manche 
besondere  Versuche  angestellt,  worüber  der  übrige  Teil  der  Schrift 
berichtet  H. 


Die  modernen  Theorien  der  Chemie  und  ihre  Bedeutung  für  die 
chemische  Mechanik.  Von  Dr.  Lothar  Meyer,  ord.  Prof.  der 
Chemio  an  der  Universität  Tübingen.  Vierte,  umgearbeitete  Auflage. 
Drittes  Buch:  Dynamik  der  Atome.  Breslau  1883.  Maruschke  u. 
Berendt.   225  S. 

Die  2  vorhergehenden  Bücher,  I.  die  Atome,  II.  Statik  der  Atome, 
sind  im  263.  litt.  Bericht  S.  34.  besprochen.  Das  dritte  ist  erst  in 
vierter  AuHago  hinzugekommen.  Die  darin  behandelten  Gegenstände 
sind :  der  chemische  Umsatz  und  seine  Ursachen ;  chemischer  Umsatz 
durch  mechanische  Erschütterung  die  Wärme  als  Ursache  und  Folge 
des  chemischen  Umsatzes-,  chemische  Massen  Wirkung;  chemischer 
Umsatz  durch  Lieht;  chemischer  Umsatz  als  Ursache  und  Folge  der 
Elcktricität ;  die  Stabilität  der  chemischen  Verbindungen.  Dieselben 
Grundsätze,  dio  in  den  vorhergehenden  Teilen  galten  und  an  der 
bezeichneten  Stelle  ausgesprochen  worden  sind,  charakterisiren  auch 
den  neuen  Teil.  Das  Buch  bleibt  gleicher  Weise  fern  einer  Aii- 
sammlung  experimenteller  Tatsachen,  deren  Erklärung  der  Zukunft 
vorbehalten  bleibt,  als  einer  Aufstellung  neuer  Hypothesen.  Die  Ge- 
staltung der  Theorie  ist  das  ausschlicssliehe  Interesse;  hierin  geht 
der  Verfasser  mit  äusserster  Vorsicht  soweit,  als  es  nach  neuestem 
Standpunkt  mit  Sicherheit  möglich  ist.  Insofern  mag  es  genügen,  die 
bearbeiteten  neuen  Themata  genannt  zu  haben.  H. 


Elektrisches  Formelbuch.   Mit  einem  Anhange  enthaltend  die 
elektrische  Terminologie  in  deutscher,  französischer  und  englischer 
Sprache.    Von  Dr.  P.  Zech,  Prof.  der  Physik  am  Polytechnikum  ^ 
Stuttgart.  Mit  15  Abbildungen.  Wien.  Pest,  Leipzig  1883. 
Irben.   (Elektrotechnische  BiUümJick.  ^MLX-)-    ^23  S? 


Litterarischer  Bericht  CCLXXVI1I. 


19 


Das  Buch  enthält  die  Elektricitatslehre  in  alphabetischer  Ordnung 
der  behandelten  Themata,  alle  nötige  Erklärung  sowol  als  die  For- 
meln. Es  ist  dazu  bestimmt  alles  das  zu  geben ,  was  der  Elektro- 
techniker an  bekannten  Formeln  braucht,  wenn  er  eine  Aufgabe  der 
Elektrotechnik  auf  mathematischem  Wege  lösen  will ,  und  soll  ihm 
das  Nachschlagen  an  verschiedenen  zerstreuten  Orten  ersparen.  Auf 
eine  durchweg  gleiche  Bezeichnung  derselben  Gegenstände  ist  Bedacht 
genommen  worden,  diese  Bezeichnung  aber  an  jeder  Stelle  erklärt. 
Das  Verzeichniss  der  benutzten  Litteratur  nennt  die  Worke  von  17 
Autoren  und  6  Zeitschriften.  Dem  Formelbuch  geht  die  Erklärung 
sämmtlicher  Einheiten  voraus.  Dio  Terminologie  ist  alphabetisch  in 
allen  3  Sprachen  zugleich,  so  nämlich,  dass  die  ins  Alphabet  passen- 
den Wörter  fett  gedruckt  sind,  die  übrigen  aber  Dicht  als  Eutree  in 
Anwendung  kommen.  H. 


Die  elektrischen  Mess-  und  Präcisions-Instrumente  sowie  die 
Instrumente  zum  Studium  der  elektrostatischen  Elektricität  mit  be- 
sonderer Rücksicht  auf  ihre  Construction.  Ein  Leitfaden  der  elek- 
trischen Messkunde  von  Arthur  Wilke.  Mit  59  Abbildungen. 
Wien,  Pest,  Leipzig  1883.  A.  Hartleben.  (Elektrotechnische  Bibliothek. 
Band  VIII.).    247  S. 

Es  werden  dio  Grundsätze  und  Methoden  des  Messens  erörtert, 
die  Reductionsformeln  aufgestellt  und  die  Apparate  beschrieben  und 
abgebildet,  Methoden  und  Apparato  natürlich  mit  Auswahl  der  besteu, 
neben  denen  die  zahlreichen  übrigen  keino  Wichtigkeit  haben.  Im 
Buche  geht  voraus  das  Illustrationsverzcichniss ,  das  alphabetische 
Verzeichniss  der  Gegenstände,  das  der  Namen  der  Autoreu  und  die 
Lehre  von  den  Einheiten.  Es  behandelt  daun  nach  einander:  All- 
gemeines über  die  elektrischen  Messungen,  die  Messung  der  Strom- 
stärke, des  Widerstandes,  der  elektromotorischen  Kraft,  der  Ladungs- 
fähigkeit, die  Constanten  der  galvanischen  Batterie,  die  Leitungen, 
elektrischen  Aufwand  und  Leistung,  dio  Messung  der  statischen  Elek- 
tricität, Aufstellung  und  Behandlung  der  elektrischen  Messiustru- 
mente,  und  im  Anhang  die  absoluten  Masse  der  elektrischen  Grössen. 

H. 


Handbuch  der  statischen  Elektricität  Von  E.  Mascart,  Pro- 
fessor am  College  de  Frauce,  Director  der  meteorologischen  Ccutral- 
anstalt  in  Paris.  Deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Ignaz  G.  Walle u- 
tin,  k.  k.  Professor  am  Staatsgymnasium  im  IX.  Bezirke  Wieu's, 
ehem.  Privatdoceut  für  mathematische  Physik  an  der  technischen 
Hochschule  in        -    Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
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Erster  Band.  I.  Abtheilung.  Wien  1883.  A.  Pickler's  Witwe  u. 
Sohn.    539  S. 

Das  Werk  erscheint  in  2  Bänden  zu  je  2  Abteilungen.  Das 
Original ,  dessen  Inhalt  hier  mit  reichlichen  Vermehrungen  in  deut- 
scher Sprache  ausgegeben  wird,  ist  1876  unter  dem  Titel:  „Traitß 
d'electricitä  statiqucu  erschienen.  Nach  dem  Urteile  des  Bearbeiters 
kann  dasselbe  als  ein  treffliches  Lehrbuch  sowol  des  experimentellen 
als  auch  des  theoretischen  Teiles  der  Elektrostatik  bezeichnet  wer- 
den. Prof.  Mascart  hat  darin  nicht  nur  die  neueren  Arbeiten,  son- 
dern auch  jene  früherer  Experimentatoren  berücksichtigt:  insbeson- 
dere waren  es  die  Coulomb'schen  Versuche,  deuen  er  seine  volle 
Aufmerksamkeit  widmete  und  in  einer  anziehenden  Form  vorführte. 
Hauptsächlich  in  den  ersten  Capitcln  hat  der  Autor  ein  ziemlich 
vollständiges  Bild  des  Entwicklungsganges  der  wissenschaftlichen 
Elektricitätslehre  geschaffen;  tiberall  tritt  die  historische  Seite  des 
Gegenstands  deutlich  hervor,  und  diesem  Umstände  ist  es  auch  zu- 
zuschreiben, dass  z.  B.  in  den  Abschnitten  über  die  Elektrometer 
und  Elektrisirmaschinen  noch  Apparate  eingehend  beschrieben  wer- 
den, die  vor  langer  Zeit  in  Verwendung  standen,  heute  aber  kaum 
mehr  gebraucht  werden  dürften.  Der  Bearbeiter  ist  überzeugt,  dass 
auch  derartige  Darstellungen  dem  Fachmanne  nicht  unwillkommen 
sein  werden.  Er  hat  sich  vor  längerer  Zeit,  angezogen  durch  die 
vielfachen  Vorzüge  des  Originals,  entschlossen,  dasselbe  ins  Deutsche 
zu  übertragen.  Viele  Zusätze  wurden  eingeschaltet,  der  theoretische 
Teil  der  Elektrostatik  vielfach  erweitert  und  umgearbeitet;  doch  sei 
iu  letzterer  Beziehung  bemerkt,  dass  er  immer  nur  die  physikalische 
Seite  der  Theorie  vor  Augen  hatte  und  auf  die  vielen  schönen  Unter- 
suchungen, die  fast  rein  mathematischer  Natur  sind  (z.  B.  in  der 
Theorie  der  ElcktricitätsYcrteilung  auf  Conductoren),  weniger  Gewicht 
legte.  Besonders  sind  es  die  Theorien  der  Potentialtheorie,  die  er 
oft  von  mehreren  Gesichtspunkten  aus  betrachtete.  Die  Lehre  von 
deu  Kraftlinien,  von  der  Emission  und  Absorption  des  Kraftflusses 
leitet  meist  zu  einer  überraschend  einfachen  und  eleganten  Lösung 
der  betreffenden  Probleme.  Bei  der  Bearbeitung  dieses  Teiles  hat 
er  seino  Studien  der  Werke  von  Maxwell,  Thomson,  Clausius,  Grinwis 
u.  a.  benutzt.  Dass  die  von  Mascart  und  Joubert  kürzlich  heraus- 
gegebenen lecons  sur  l'clcctricite  et  le  magnetisme  vielfach  der  Be- 
arbeitung zugrunde  gelegt  wurden,  dürfte  sicherlich  in  der  Tendenz 
Mascart's  liegen,  der  dem  Bearbeiter  die  Einschaltung  von  Zusätzen, 
welche  dem  letzteren  wesentlich  schienen,  ausdrücklich  gestattet  hat 
Diese  Zusätze  sind  im  Vorwort  sämmtlich  bezeichnet.  Der  erste 
Band,  von  welchem  die  1.  Abteilung  vorliegt,  enthält  die  Grund- 
gesetze der  statischen  Elektricität,  die  Theorie  der  elektrostatischen 
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Phänomene  mit  Einscbluss  einer  ausführlichen  Thce-ric  der  IMlek- 
tricitat,  die  in  dem  Originale  fehl» .  dio  ftesohreihlltg  find  Theorie 
der  elektrostatischen  Mes>apparato  und  deren  Anwendung  7tir  Be- 
Stimmung  der  in  der  Elektrostatik  vorkommenden  Growen.  Wn 
Schloss  des  ersten  Bandes  wird  eine  eingehende  Darstellung  d» * 
Methoden  znr  Auswertung  des  speoifisohon  IndiKtion*vovm«Yen*  d<  v 
Dielektrika  bilden.  H 


Lehrbuch  der  Elektricitat  und  dos  Magnetismus.    Von  Jarnos 
Clerk  Maxwell,  M.  A.    Autorisirtc  deutsche  lloberset?ung  VOM 
Dr.  B.  Weinstein.   In  zwei  Bunde».    Zweiter  Hand    Mit  rrthl- 
reichen  Holzschnitten  und  7  Tafeln.    Berlin  1hh:i.    Julius  Pprlnpoi 
624  S. 

Der  erste  Band  ist  im  275.  litt.  Bericht  8.  20.  besprochen,  llpr 
zweite  Band  enthält  als  dritten  und  vierten  Teil  dftti  Magnet  hmitM 
and  Elektromagnetismus.    Im  X  Teil  wird  behandelt:  die  elementare 
Theorie  des  ilagnetismus ,  magnetische  Kraft  und  magnetische  fn- 
dnetion,  magnetische  Solenoide  und  magnetische  Schalen,  IndwMe 
Magnetisirung,  sperielle  Probleme  der  magnetischen  Induktion,  Weher'.s 
Theorie  der  magner Ischen  Induction,  magnetische  Messungen,  h'.r<\ 
magnetismus  —  im  4.  Teil:  elektromagnetische  Kraft,  Amper  «'s 
Theorie  der  Wirkung  elektrischer  Ströme  auf  einander,  fnducl 
der  elektrischen  Ströme.  Induction  eines  Strome*  auf  sieh  Hlwf, 
Bewegmigsgieu:hungen  '-ines  Systems  mit  einander  verbundener  Agon 
tien,  dynamische  Theorie  des  R^  UtromagnetiHmus,  Theorie  kr 
elektrischen.  Strrime.  rnteranehuna;  eines  elektromagnetischen  V 
dur«:h.  seine  Wirkungen  auf  -nie  Strombahn,  allgemeine  frbdehuua 
des  eiektromagneti«!  hen  F-Mes.  elektrische  Rinheitnn  und  ihr  •  J>i- 
meuüionen.  Energie  md  Z*nng  in  einem  elektromagnetischen  F M", 
platte  Körner    Sehai^m    im  olektroniagneriqHien   Kjelde,  parallele 
Strome.  Kreiaat rnme .  o|*kfromagnefl*ehe  In*tnifne?ifp.  elektromagiie« 
tische  Beobachtungen.  VenrWefniflg  von  Rollen.  eVklroma^ltffisrhe 
Wuiprstaiuisejnheif .  Wnrleirhnnff  ler  elektrostatischen  mif  den  »b»k- 
tromagoetisehen  Einhpifen.  pfektrnmaffnetfaehe  Tlieorlp  Ltfhtc4 
Wirkung  des  Maenpfismn*  auf  la«  [«ich?.  Krklärwig  l»*s  K\*rr'  nm«nie- 
rismus  und  i»»s  Ijiama?n**rwmu*  Inreb  mol»»eiilaFe  Strome.  T'ieorfen 
einer  Wirkung  :n  Ii*»  F»mp    Der  [Vber**t/et  tat  haafiq  Zwischen- 
rerhnnntfen  instrefahrf.  Ii*  :m  'higinai  utea*  sieben. 


Lieht  und  Winw».    Von  K.  (1t 
126  Freren  .n  ifoirwti.-h     l,**:nzf&  mt 
r.-mpsky.  ;>i2 
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Das  Buch  erscheint  als  XII.  Band  in  der  von  dem  genannten 
Verlag  unter  dem  Titel:  „Das  Wissen  der  Gegenwart44  herausge- 
gebenen „Deutschen  Universal-Bibliothek  für  Gebildete".  Es  gehört 
zu  den  zahlreichen  populären  Schriften  über  wissenschaftliche  Gegen- 
stände, die  sich  die  Verbreitung  von  Kenntnissen  in  einem  Publicum, 
das  dem  betreffenden  Studium  fernsteht,  zur  Aufgabe  machen,  unter- 
scheidet sich  aber  rühmlich  von  der  Mehrzahl  dieser  Schriften, 
welche  auf  Erzeugung  eines  eingebildeten  Wissens  mit  geringer 
Mühe  gerichtet  sind ,  dadurch ,  dass  es  in  vollem  Ernste  den  Leser 
in  das  Verständniss  einzuführen  sucht.  Die  Ansprüche  an  mathe- 
matische Vorbildung  sind  sehr  gering,  geringer  als  die  Volksschule 
sich  diese  Bildung  zum  Ziele  setzt:  sie  beschränken  sich  auf  die- 
jenigen Begriffe  und  Kenntnisse,  die  im  gemeinen  Leben  und  im 
Umgänge  unter  Gebildeten  überall  in  Anwendung  kommen.  Dagegen 
wird  erstlich  vorausgesetzt  ein  stetiges,  nicht  von  irrigen  Vorstellungen 
voreingenommenes  Denken,  da  sich  der  Vortrag  auf  Corrcction  und 
Nachhülfe  für  Schwache  nicht  einlässt,  und  zweitens  der  beharrliche 
Wille  der  Erklärung  zu  folgen.  Wie  oft  die  Grenzen  des  letztern 
bei  den  meisten  Lesern  hier  überschritten  werden,  müssen  wir  dabin 
gestellt  sein  lassen.  Das  Buch  umfasst  die  UmriBse  des  gesammten 
heutigen  Lehrgebäudes  dargestellt  durch  Erklärung  der  instruetivsten 
Punkte  ohne  viel  Detail.  Die  Erklärung  stützt  sich  hauptsächlich 
auf  gut  gewählte  Beispiele  und  wendet  alle  Mittel  der  Verdeutlichung 
bald  in  grösserer  Ausführlichkeit,  wo  es  eben  nötig  ist,  bald  in  ein- 
fachem, entsprechend  kurzem  Ausdruck,  mit  Anwendung  leicht  zu 
übersehender  Abbildungen,  an.  Auch  für  Kundige  mag  wol  das  Buch 
in  Anbetracht  des  darin  entfalteten  methodischen  Geschicks  von  In- 
teresse sein.  H. 


Vermischte  Schriften. 

American  Journal  of  Mathematics.  Edited  by  J.  J.  Sylvester. 
Publishcd  under  the  Auspices  of  the  Johus  Hopkins  Univereity. 
Ugay^axmv  Uty%og  ov  ßktnonivav,  Volume  V.  Baltimore  1882. 
(Agcnts  Cushing  and  Bailey). 

Der  5.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen: 

J.  J.  Sylvester:  Ueber  Subinvariauten,  d.  i.  Halb-Invarianten 
für  binäre  Quantics  von  unbegrenzter  Ordnung.  —  Tafeln  der  erzeu- 
genden Functionen,  reducirt  und  repräsentativ  für  gewisse  ternäre 
Systeme  binärer  Formen.  —  Eine  construetive  Partitionstheoric ,  gc- 
orduet  in  3  Acte,  einen  Zwischenact  und  einen  Schlussact. 
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Faado  Bruno:  Einige  Anwendungen  der  Theorie  der  binären 
Formen  auf  elliptische  Functionen.  —  Ucber  die  Eutwickcluug  der 
rationalen  Functionen. 

Benj.  Alvord:  Kreis-  und  Kegelschnitt. 

"W.  P.  Durfee:  Tafeln  der  symmetrischen  Functionen  12.  Gra- 
des. —  Die  Aufstellung  symmetrischer  Functionen  in  Tafeln. 

Th.  Craig:  Note  über  die  Gegeufussfläche  eines  Ellipsoids.  — 
üeber  eine  ÖFunctions-Formel. 

A.  Cayley:  Eine  Abhandlung  über  die  abelschen  und  ©Func- 
tionen. 

W.  E.  Story:  Ueber  die  uichteuklidischo  Geometrie.  —  Uebcr 
nichteuklidische  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

F.  Franklin:  Ueber  kubische  Curven. 

J.  Hammond:  Ueber  die  Lösung  der  Differentialgleichung  von 
„Quellen". 

G.  S.  Ely:  Bibliographie  der  bernoullischen  Zahlen.  —  Einige 
Noten  über  bernoullische  und  eulersche  Zahlen. 

J.  Hagen:  Ueber  Division  von  Reihen. 

E.  W.  Davis:  Ein  Ausdruck  für  die  Coordiuaten  eines  Punkts 
auf  einer  Zweiknotencurvo  4.  Grades  als  rationale  Functionen  der 
elliptischen  Functionen  von  variabelem  Parameter. 

A.  W.  Haie:  Tafeln  zur  Erleichterung  der  Bestimmung  empiri- 
scher Formeln. 

Dominica  Turazza:  Von  einem  neuen  Theorem  bezüglich 
auf  die  Rotation  eines  Körpers  um  eine  Axe.  H. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bergk,  Th.,  5  Abbandlungen  zur  Geschichte  der  griech.  Phi- 
losophie u.  Astronomie.  Hrsg.  v.  G.  Hinrichs.  Leipzig,  Fucs.   4  Mk 

Schellen,  H.,  d.  elektroraagnet.  Telegraph  in  den  Hauptstadien 
s.  Entwicklung  etc.  6.  Afl.  3.  Lfg.  Brauusckweig,  Vicwcg  <fc  S. 
3  Mk. 

Methode  und  Principien. 

Jacobson,  J. ,  die  Axiome  d.  Geometrie  u.  ihr  ,.pbi!osoph. 
Uutcrsueher"  Herr  Benno  Erdmanu.  Königsberg,  Beyer.    1  Mk.  60  Pf 

Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Adam,  V.,  Taschenbuch  d.  Logarithmen  f.  Mittelschulen  etc. 
10.  AH.   Wien,  Bermann  &  Altmann.   geb.  1  Mk.  20  Pf. 

Gauss,  G.,  5 stell,  vollst,  logarithm.  u.  trigouoraetr.  Tafeln. 
IS.  Art.    Halle,  Strien.   2  Mk. 

Janke,  F.,  Sammig.  algebraischer  Aufgaben.  Bernburg,  Bac- 
m  ei stcr.   3  Mk. 

—  Aufiösungeu  dazu.    Ebd.    15  Pf. 

Kley  er,  A.,  vollst,  gelöste  Aufg.-Sammlg.  a.  allen  Zweigen  d. 
Rechenkunst  etc.    68  —  75.  Hft.    Stuttgart,  Maier.    a  25  Pf. 

Schellen,  H.,  Aufgaben  f.d.  theoret.  u.  prakt.  Rcchuen.  1.  Tl. 
17.  Art.    Münster,  Coppcnrath.   2  Mk. 

—  dass.  Materialien  dazu  f.  deu  Gebrauch  d.  Lehrers.  9.  Art. 
Ebd.   4  Mk. 

Arithmetik,  Algebra  und  reine  Annlysis. 

Adain,  R,  der  Rechenlehrer.  Neue  Anleitg.  zum  method.  Un- 
terricht im  Rechnen.    1.  Tl.    7.  u.  b.  Lfg.    Berlin,  Th.  Hofmann. 

u  r'>  Pf. 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Löhrbach  der  Arithmetik  zum  Gebrauch  an  niedern  und  höhern 
Lehranstalten  und  beim  Selbststudium.  Von  B.  E.  Richard  Schu- 
rig. In  drei  Teilen.  Erster  Teil:  Spezielle  Zahlenlohre.  (Zugloich 
ein  Handbuch  für  Volksschullehrer.)  Leipzig  1883.  Friedrich  Brand- 
stetter.   286  S. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  hat,  weniger  nach  dorn  Vorwort  als 
nach  dem  Ausfall  der  Bearbeitung  zu  urteilen,  dio  Bestimmung,  ein 
Beitrag  oder  Entwurf  zu  einer  ideellen  Methode  zu  sein.  Ks  iit 
seiner  Abfassung  sehr  zustatten  gekommon,  dass  der  Verfuhr  keinen 
Grund  gefunden  hat  besondere  Rücksichten  auf  Gewohnheiten  der 
Schüler,  deren  Trägheit  zum  Donken,  begrenzte  Kiele  der  Unterriehls- 
anstalten und  mancherlei  fremdartige  Motive  hei  der  ICiufthrung 
einfliessen  zu  lassen.  Sie  lehnt  sich  an  kein  fertiget,  in  Anwehen 
stehendes  Werk  an,  sondern  Iftsat  lieh  allein  dun  h  die  allgemeinen 
Gesichtspunkte  und  Forderungen  des  Unterricht*  leiten  Audrerneits 
ist  sie  soweit  entfernt  mit  Nichtbeachtung  oder  Verwerfung  »Iit  hin- 
herigen  Leistungen  die  Arbeit  der  Aufsuchung  der  liesim  Methode 
von  vorn  anzufangen,  dass  sie  nicht  nur  den  erreichten  Htundpuukt 
der  methodischen  Gestaltung  in  vollem  Masso  einnimmt,  sondern  sieh 
nicht  einmal  durch  eigenartigen  Lohrgang  von  den  gewöhnliehen 

Lehrbüchern  wesentlich  unterscheidet.    Wai  ilc  oherakterUlrl   I 

ihren  Vorzug  ausmacht,  i8t  nur  dio  anf  all«-  hi.1i  .!.  ,„  K, ,  hner  dej| 
bietenden  Fragen,  praktische  wie  doctrinUre,  lorgfaltig  eingeki 
erschöpfende  Behandlung  des  Lehrstoffs.    In  Ih-in-lV  der  .1... 

Teil  LXX.    H«ft  8. 
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Fragen  ist  auf  exacte  Lösung  und  einfachen  correcten  Ausdruck  viel 
FIciss  verwandt.  Der  Verfasser  sagt  im  Vorwort,  dasß,  wenn  Man- 
ches in  logischer  Forderung  für  den  Schüler  zu  weit  zn  gehen  scheine, 
wenigstens  der  Lehrer  über  alle  einschlagende  Punkte  sich  Klarheit 
aneignen  müsse.  Die  praktischen  Fragen  erstrecken  sich  auf  Rech- 
nungsschema, abgekürzten  Algorithmus,  Rechnungsvorteile,  Mnemo- 
technik u.  8.  w.  Die  Ausführlichkeit  in  beiderlei  Dingen,  obschon 
ohne  Wortuberfluss,  hat  den  grossen  Umfang  des  Buches  zuwege  ge- 
bracht, so  dass  schon  die  Lehre  von  der  Addition  ohne  Brüche, 
ohno  negative  Zahlen,  ohne  Decimal- Algorithmus  einen  beträchtlichen 
Raum  einnimmt.  Der  vorliegende  1.  Teil  ist  überschrieben:  „Spe- 
cielle  Zahlenlehreu,  sofern  er  sich  nicht  die  Theorie  der  Buchstaben- 
rechnung zur  Aufgabe  macht;  doch  ist  er  dem  Hauptinhalt  nach 
ebenso  allgemein  theoretisch  wie  letztere  und  wendet  auch  vielfach 
Buchstaben  zur  Formulirung  und  Beweisführung  an.  Er  handelt  von 
Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  der  ganzen  Zahlen, 
gemeineu  und  Decimalbrüchen,  als  absoluten  Zahlen,  erst  am  Schiasse 
von  positiven  und  negativen.  Der  einleitende  erste  Paragraph  be- 
schränkt sich  hierauf  nicht,  sondern  gibt  eine  begriffliche  üebersicht 
über  die  gesammte  Arithmetik.  Es  ist  hervorzuheben,  dass  die  noch 
bis  heute  in  die  meisten  Lehrbücher  der  Arithmetik  gedaukculos 
traditionell  aufgenommene  falsche  Definition  des  Rechnens  als  Ver- 
bindung von  Zahlen  hier  der  richtigen  Platz  gemacht  hat:  das  Rech- 
nen wird  nicht  nur  als  Transformation  definirt,  sondern  auch  durch- 
weg als  solche  aufgefasst  und  behandelt.  Der  natürlichen  Entstehung 
der  Operationen  mit  sucecssiver  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  ent- 
spricht implicite  der  Vortrag,  doch  macht  er  nicht  darauf  aufmerk- 
sam, verhüllt  eher  die  Beziehung. 

Während  aber  das  Lehrbuch  fast  in  allen  Punkten  sich  tadelfrei  er- 
weist und  manche  Vorzüge  besitzt,  ist  ein  Capitcl  darin  voll  von  den 
gröbsten  Fehlern,  nämlich  die  Lehre  von  den  unendlichen  Grössen 
Diese  Lehre  in  ein  Lehrbuch  aufzunehmen,  welches  die  Zahl  durch- 
weg als  eine  unveränderliche  behandelt,  war  nicht  der  mindeste  Grund, 
auch  kommt  in  der  Tat  keine  Anwendung  der  falschen  Sätze  vor. 
Der  Verfasser  hat  dio  Lehre  vom  Unendlichen  gänzlich  misverstanden 
und  stellt  seinen  Irrtum  in  solcher  Weise  bloss ,  dass  er  von  jedem 
Schüler  mit  seinen  eigenen  Worten  geschlagen  werden  kann.  Das 
Unendliche  wird  mit  den  Worten  eingeführt:  „Addirt  man  Einheiten 
ohne  Aufhören,  so  dass  ihre  Zahl  eine  unbegrenzte  ist,  so  erhält 
man  die  Zahl  „unendlich  gross"  die  mit  oo  abgekürzt  wird."  Wer 
es  versuchen  will,  ob  er  sie  erhält,  addire  also  sein  Leben  lang!  Hier 
ist  es  unverhüllt  ausgesprochen,  dass  oo  eine  Zahl  sei.  Die  Irrtümer 
und  Widersprüche,  welche  die  nun  folgenden  Aufstellungen  unter 
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dieser  Voraussetzung  enthalten,  aufzuweisen  hat  kein  Interesse-,  es 
ist  nur  zu  rerwunderu,  wie  mau  heutzutage  noch  einer  solchen  Un- 
kenntnis* begegnen  kann,  wie  sie  z.  B.  in  dem  Satze:  „Unendlich 
kleine  Grössen  unter  sich  allein  verglichen  stehen  im  endlichen  Ver- 
hältnisse —  hier  zutage  tritt.  Nur  was  der  Verfasser  über  dio  Null 
sagt,  wollen  wir  noch  kurz  besprechen.  Er  erklart  sie  erst,  bevor  er 
vom  Unendlichen  handelt,  und  ohne  Beziehung  dazu,  als  Zeichen  für 
.Nichts",  bemerkt  aber  dazu,  dass  diese  Bestimmung  nicht  wissen- 
schaftlich sei.  Gegen  die  Erklärung  ist  nun  weder  vom  vulgären 
noch  vom  wissenschaftlichen  Standpunkt  etwas  einzuwenden ,  sofern 
die  Arithmetik  nur  von  Quantitäten  handelt,  was  auch  bei  der  be- 
nannten Zahl  gilt.  Null  ist  in  der  Tat  identisch  mit  Nichts  als 
Quantität;  man  darf  nur  den  Satz  nicht  dahin  verdrehen,  Null  sei 
keine  Quantität;  denn  das  hiesse.  Null  Bei  etwas  andres  als  ein« 
Quantität.  Doch  diese  Undeutlichkeit  ist's  Dicht,  was  der  Verfasser 
meint.  Er  lehrt  vielmehr,  die  Null  muffte  als  unendlich  klein  auf- 
gefasst  werden.  Er  lässt  also  das  Sichtige,  das  er  verebt,  fahret), 
greift  nach  dem,  was  er  nicht  versteht  n^i  **rt  Kt  au  b  fsgleteh  in 
den  berüchtigten  Irrtum,  die  Verwe* hv-iv.?  vom  \  iu  u.vJ  <it*  „/- 
wert.  Auffallend  ist  es,  daas  er  t*.  M  r  .1  4t.%  -  \'s  /'  "« 
dureh  Zurück  Verfolgung  der  Zah.*r.  *.><*✓  C  /.♦•/ 
iguorirt.    Vielleicht  war  es  ;hsi  t  t±'.u 

Negativen  eher  angeregt  wlrie.       *r  v    v  »v  >  ti 


Leitfaden  fordern  r^awv^'Jvn    u>v<.;„-    /^u  '/.v,^-^ 

höheren  Unterrv.itaaj^ga^^a  v»iw  r^r.  ivs  Vi    >  •  i  «  / 1  #  *  /  ♦  / 

a.  0.  Honorar»rof-ti**,r  am  £  v*.  .£    >  /.u  »4  Vv  /.  w^ 

am  Wetüter  Grmaa  im  »  1s*-**f*a  ?        i#*  * 

Mit  165   —  TjjrVrT1:..  -j*  j.,.., 
33  in  dem  T*n  gefftniur«Kt  -..i.^ 
Trewemdr   Iii  —  >;  * 
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Stellung  der  normalen  vorausgehen  zn  lassen,  obgleich  in  der  Pla- 
nimetrie ans  deductiven  Gründen  gewöhnlich  das  umgekehrte  ge- 
schieht Das  genannte  Verfahren  sanetionirt  diese  Scheidung  und 
Anordnung  zweier  natürlicher  Abschnitte  der  Lehre  von  der  Lage 
der  Ebenen  und  Geraden,  welche  in  manchen  Lehrbüchern  mit  Be- 
einträchtigung der  Uebersicht  in  einander  geschoben  sind.  In  dem 
Abschnitte  über  Normalprojectionen  ist  soviel  aus  der  descriptiven 
Geometrie  aufgenommen,  dass  sich  leichte  Constructionen  anschliessen 
lassen,  and  im  Znsammenhange  damit  später  die  construetive  Lösung 
von  Aufgaben  angedeutet.  Die  in  13  Paragraphen  behandelten  Ge- 
genstände sind  der  Reihe  nach:  Durchschnitt  einer  Ebene  mit  Ge- 
raden und  Ebenen;  Flächenwinkel,  Normalen  einer  Ebene;  Normal- 
projectionen; Abstände  von  Punkten  und  Ebenen;  sphärisches  Drei- 
eck; Polyeder;  Kubatur  der  Prismen  und  Pyramiden;  der  Kugel  und 
andrer  Körper;  Oberfläche  des  Rotationscylinders ,  des  Rotations- 
kegels und  der  Kugel;  im  Anhang:  quadratische  Punkt-  und  Strablen- 
involution;  Kreiskegel;  Kegelschnitte;  Ellipse  als  Normalprojection 
des  Kreises. 

Der  4.  Teil  ist,  obgleich  er  nur  synthetische  Geometrie  enthält, 
misbräuchlich  „analytische  Geometrie"  benannt;  er  bebandelt  die 
Lehre  von  den  Coordinatcn  in  der  Ebene  nebst  Anwendung  auf 
Kegelschnitte  und  geht  bei  letztern  auch  auf  Pol  und  Polare  ein. 
Der  Fortschritt  ist  durchweg  vom  einfachsten  Besondern  zum  All- 
gemeinen, also  synthetisch.  II. 

Die  Elemente  der  Plauimctrie  in  ihrer  organischen  Entwickcluug 
Lehrbuch  für  jede  Schule.  Von  Dr.  E.  Schindler,  Professor  am 
JoachimsthaTschen  Gymnasium  zu  Berlin.  In  vier  Stnfen.  I.  Stufe. 
Die  wirkliche  Grösse  der  Grund-Gebilde  der  Planimetrie.  II.  Stufe: 
Die  wirkliche  Grösse  der  ümfängo  der  Figuren.  III.  Stufe:  Die 
scheinbare  Grösse  der  ebenen  Gebilde.  Die  Fläche  der  Figuren. 
IV.  Stufe:  Die  messbaren  Beziehungen  der  Figuren.  —  Die  Ent- 
wickelung  der  Analyse.  Berlin  1883.  Julius  Springer.  71  +  63  -f 
132  +  173  S. 

Das  Lehrbuch  gehört  zu  den  Versuchen  die  geometrische  Unter- 
richtsmethode zu  reforniiren,  die  jedoch  nicht  bessernd  und  fördernd 
auf  dem  erreichten  Standpunkte  weiter  arbeiten,  sondern  auf  un- 
mittelbare Nengestaltung  nach  den  besondern  Gedanken  der  Verfasser 
gerichtet  sind.  Solche  Versuche  verraten  nur,  dass  dio  Verfasser  kein 
Verständniss  für  die  Forderungen  besitzen,  welche  alle  bisherigen 
Bearbeiter  an  den  Unterricht  gestellt  haben,  abgesehen  natürlich  von 
dem  Falle,  dass  ein  Reformator  allen  Vorgängern  an  Befähigung  sehr 
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überlegen  wäre.  Wie  es  nun  beim  gegenwärtigen  Erzeugniss  mit  der 
Befähigung  des  Verfassers  steht,  davon  gibt  der  erste  Satz  eine  Probe : 
„Die  Wahnehmangen  der  Naturgegenstände  hcissen  Körper  und  die 
verschiedenartigen  Wahrnehmungen  der  Sinnesorgane  Eigenschaften 
der  Körper".  Die  Eigenschaften  sind  hiernach  auch  Körper!  Zwischen 
Substanz  und  Attribut  macht  die  Formulirang  des  Satzes  keinen 
Unterschied.  Um  sich  zu  überzeugen,  dass  diese  Confundirung  nicht 
aus  blossem  Ungeschick  im  Ausdruck  entspringt,  sondern  wirklich  un- 
entwickeltes Denkvermögen  zugrunde  liegt,  braucht  man  nur  eine 
Stelle  im  Vorwort  zu  vergleichen,  wo  der  Verfasser  folgendermassen 
schliesst:  Weil  Sinneswahrnehmungen  stets  das  Product  von  Körper- 
Einwirkungen  auf  die  Sinnes-Organe  sind,  so  muss  ein  Punkt,  weil 
wahrnehmbar,  ebenfalls  ein  Körper  sein.  Der  Schluss  selbst  ist 
schon  ein  Zeichen  von  mangelnder  Logik.  Namentlich  geht  aber 
daraus  hervor,  dass  der  Verfasser  wahrnehmbare  Eigenschaften  für 
Körper  erklären  muss.  Ueber  Flächen  und  Linien,  die  dem  Obigen 
zufolge  Körper  sind,  sagt  er  näher  eingehend,  dass  ihre  Dicke  un- 
endlich klein  sei,  betrachtet  aber  die  mathematische  Linie  als  iden- 
tisch mit  der  körperlichen  Bleilinie.  Fragt  man  nun,  wie  er  im 
Stande  ist  auf  solchem  Grunde  den  Inhalt  der  elementaren  Geometrie 
bündig  herzuleiten,  so  findet  man  bald,  dass  er  sich  eine  solche  Auf- 
gabe gar  nicht  stellt.  Zum  grossen  Teil  handelt  es  sich  bloss  um 
Begriffscrklärnngen  und  technische  Vorschriften  zur  Construction. 
Kommt  mitunter  ein  Satz  vor,  so  wird  Urteil  und  Grund,  ohne  Rück- 
sicht ob  letzterer  ausreichend  sei,  imperatorisch  zudictirt  Die 
„organische  Entwickeluugu,  welche  auf  dem  Titel  steht,  bleibt  ein 
unerfülltes  Versprechen.  Dieselbo  Phrase,  über  deren  Sinn  keine 
Auskunft  erteilt  wird,  wiederholt  sich  im  Vorwort  oft.  Dieses  ent- 
hält Manches,  was  nicht  geradezu  unrichtig  ist,  doch  macht  sich  der 
Verfasser  auch  kein  Bedenken,  das  Richtige  mit  offenbar  Unrichtigem 
zu  mischen,  wenn  es  gilt  den  Wert  seines  Erzeugnisses  zu  erhöhen. 
So  muss  z.  B.  Euklids  Geometrie  dio  analytische  heissen,  damit  er 
als  dessen  Gegner  die  Bezeichnung  synthetisch  für  die  seinige  in 
Beschlag  nehmen  kann.  Im  ganzen  können  wir  unser  Urteil  nur 
dahin  abgeben,  dass  das  Buch  den  Hauptzwecken  des  mathematischen 
Unterrichts  gänzlich  fremd  ist,  für  Verstandesbildung  nicht  das  ge- 
ringste leistet  und  nur  geeignet  ist  Unklarheiten  zu  verbreiten. 

Hoppe. 

Erwiderung,  betreffend  Bardey's  Aufgabensammlung. 

In  einer  Controverso  mit  Herrn  Dr.  Bardey  hatte  er  mich  zu 
dem  brieflich  gegebenen  Vorwurf  gezwungen,  dass  seine  (Bardey's) 
Sammlung  von  Aufgaben  der  Arithmetik  viele  solche  enthalten,  die 
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gleich  oder  formengleich  mit  denen  des  älteren  Heis  (Aufgaben- 
Sammlung  der  Algebra)  seien.  Daranf  schrieb  Herr  Bardcy:  nicht 
er  habe  Heis  ausgenutzt,  es  habe  vielmehr  Heis  seine  schönen  Auf- 
gaben (erschienen  1869)  aus  seinem  (Bardey's)  Buche  (erschienen 
1871!)  entnommen. 

Nun  veröffentlichte  Herr  Bardey  sogar  in  der  X.  Auflage  seiner 
Sammlung  im  Anhange  an  das  Vorwort  folgendes: 

„Da  mir  von  Herrn  Sinram  der  Vorwurf  gemacht  ist,  ich  habe 
„viele  Aufgaben  von  Heis  entlehnt,  so  muss  ich  auch  die  Sache  hier 
„klar  stellen.  Wissentlich  ist  nur  Nr.  103  (S.  154)  entlehnt,  unter 
„derselben  steht:  Heis  Aufgabensammlung.  Von  Nr.  289  (S.  108) 
„und  56  (S.  120)  bemerkte  ich  erst  20  Jahre  nach  der  Notirung, 
„dass  sio  im  Heis  standen." 

Der  Vorwurf,  den  ich  Herrn  Bardey  gemacht  habe,  stützt  sich 
auf  folgende  Tatsachen. 

In  kurzer  Zeit  fand  ich  unter  den  in  einigen  Capiteln  enthaltenen 
2300  Aufgaben  von  Bardey  über  300  solche,  die  mit  Heis  Überein- 
stimmen, von  denen  einige  hier  zum  Beleg  aufgeführt  werden  sollen : 


Heis  23.  Aufl.      Bardey  1.  Aufl.  Heis  Bardey 


1869 

1871 

pg.  nr. 

Pg- 

nr. 

pg- 

nr. 

Pg. 

nr. 

30 

85 

13 

40 

92 

89 

48 

91 

76 
720 

99 

292 
344 

50y 
14 

105 
118 

157 

105 

125 

34 

72a 

215 

25 

154 

83 

137 

37 

55 

42 

152 

67 

142 

73 

590 

43 

187 

34 

152 

101 

63 

219 

14 

189 

48/5 

153 

126 

74/5 

221 

14 

193 

94a 

157 

57 

72a 

13 

229 

217/3 

188 

13 

283      15  sq. 

236 

1  sq. 

225 

12 

1  ... 

12  ... 

194 

13 

7 

33  ... 

227 

30 

20 

3o  . . . 

228 

31 

3 

37  ... 

44 

198 

20 

25 

39  ... 

60 

96 

27 

47  ... 

61 

97 

17  ... 

53  ... 

62 

98 

2  ... 

68  ... 

258 

31 

212 

69 

34 

94 

53 

72 

36  ... 

88  ... 
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Einzeln  betrachtet  würde  manche  Uebereinstimmung  noch  eine 
zufällige  sein  können.  In  folgenden  Beispielen,  so  wie  manchen  an- 
dern, möchte  dies  schwer  zu  glauben  sein: 


Heis  Bardey 


pg- 

nr. 

Pg- 

nr. 

133 

39 

92 

87 

77 

99 

289 

139 

149 

110 

56 

1,111—  0,1111*  =  0,3333 
1 


1,4142  —  - 
x 


1,4142 


io  »  

VIO  -  V  1,37129 

Dass  Hr.  Bardey  auch  andre  Aufgabensammlungen,  z.  B.  die  von 
Meyer  Hirsch  und  Martus  ausgenutzt  hat,  werden  diejenigen  finden, 
die  einen  Vergleich  anstellen  wollen.  So  stehen  im  Bardey  von 
pg.  213  bis  224,  also  auf  12  Seiten,  23  Aufgaben  aus  dem  Martus, 
z.  B. 

Martus  1.  Aufl.  Bardey  1.  Aufl. 

1864  1871 
nr.  pg.  nr. 

848  213  105 

890  220  29 

895  224  34 

894  35 
Hiermit  schliesse  ich  dieso  von  Hrn.  Bardey  mir  abgenötigte 
Arbeit,  indem  ich  die  Entscheidung  darüber,  ob  der  Vorwurf,  den 
ich  Hrn.  Bardey  gemacht  habe,  begründet  war,  dem  Urteile  der 
Herren  Fachgenossen  anbeim  stelle. 

Hamburg,  im  Oct.  1883.  Th.  Sinram. 


Fünfstellige  vollständige  logarithmische  und  trigonometrische  Ta- 
feln. Zum  Gebrauche  für  Schule  und  Praxis  bearbeitet  von  F.  G. 
Gauss.  Stereotyp  -  Druck.  Siebente  Auflage.  Halle  a.  S.  1882. 
Eugen  Strien.   145  S. 

Das  Buch  enthält  auf  19  Seiten  die  5steUigen  gemeinen  Loga- 
rithmen der  Zahlen  1  bis  10000  und  auf  2  S.  die  7  stelligen  von  da 
bis  11009;  dann  auf  1  S.  Angaben  über  gewisse  Kreisbogen;  dann 
auf  58  S.  die  5  stell.  Logarithmen  der  Sin.,  Tang.,  Cotang.  und  Cos. 
der  Winkel  durch  alle  Minuten,  mit  kleinerer  Teilung  für  die  klein- 
sten Winkel;  dann  auf  12  S.  die  5 stell.  Log.  zur  Berechnung  der 
Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen  aus  ihren  Logarithmen;  dann 
die  5  stell,  natürlichen  Log.  der  Zahlen  bis  1109  und  die  8  stell. 
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Vielfachem  des  Modulus  der  brigg.  Logarithmen  und  seines  reeiproken 
Wertes;  dann  auf  11  S.  die  4 stell.  Sin.,  Cos.,  Tang,  und  Cotang., 
Sehnen  und  Bogenhöhon ;  dann  einige  5  stell.  Bogenlängen ;  dann  eise 
kleine  Tafel  über  die  Relation  der  Radien,  Kreise  und  Kreisflachen; 
dann  die  4  stell.  Quadratzahlcn  durch  die  100  tei  von  1  bis  10;  dann 
die  48tell.  Kubikzahlen,  Kugeloberflächen  und  Kugeln  von  1  bis  50; 
dann  die  Dimensionen  der  Erde  in  Toisen  und  Meter  nebst  Loga- 
rithmen ;  dann  die  Lehre  vom  metrischen  Mass-,  Gewichts-  und  Müm- 
system;  dann  Vergleich nng  verschiedener  Masse;  dann  physikalische 
Zahlenangaben ;  dann  noch  2  Auszüge.  Es  folgen  die  nötigen  Erläu- 
terungen. Die  Differenzen  nebst  allen  Zehnteln  zum  Interpoliren 
sind  bei  allen  regelmässigen  Tafeln  zur  Seite  angegeben. 

Im  Nachwort  verwirft  der  Herausgeber  schlechthin  bis  auf  spe- 
cielle  Ausnahmen  alle  Anwendung  von  mehr  als  5  stelligen  Logarith- 
mentafeln. Seine  Gründe  sind  höchst  oberflächlich  und  einseitig. 
Wenn  er  aus  dem  Genauigkeitsgrad  von  Messungen  direct  auf  das 
Bedürfniss  der  Rechnung  schliesst,  so  hat  er  nur  gewisse  Zwecke 
und  Berufszweige  vor  Augen.  Der  Schluss  ist  nicht  einmal  für  alle 
praktischen  Rechnungen  richtig,  an  die  theoretischen  hat  er  bei  den 
„wissenschaftlichen"  gar  nicht  gedacht 

Wir  stimmen  dem  Herausgeber  darin  bei,  dass  für  die  Schale 
ausschliesslich  der  Gebrauch  von  5  stelligen  Logarithmentafeln  passend 
ist,  aber  nicht  weil  der  Schüler  mehrstellige  später  nie  anzuwenden 
brauchte,  sondern  weil  sie  zur  Erlernung  des  Gebrauchs  voll- 
kommen hinreichend  sind,  bei  mehrstelligen  nur  Zeit  und  Mühe  ver- 
schwendet wird.  Die  Schulen  als  Bildungsanstalten  würden  ihre  Be- 
stimmung ganz  verfehlen,  wenn  sie  den  Schüler,  statt  ihn  durch 
gehöriges  Verständniss  zum  Gebrauch  aller  zweckmässig  eingerichteten 
Tafeln  zu  befähigen,  zum  Gebrauche  einer  bestimmten  Tafel  abrichten 
wollten. 

Was  sonst  im  Nachwort  zur  Rechtfertigung  getroffener  Wahl 
gesagt  ist,  ist  ziemlich  selbstverständlich ;  was  aber  darin  nicht  gesagt 
ist,  möchte  doch  noch  zu  mancher  Frage  Anlass  geben.  Warum  hat 
der  Herausgeber  die  Seiten  der  Logarithmentafel  durch  eine  unter- 
gesetzte Tafel  verkürzt,  die  mit  ihrem  Hauptgebrauche  nichts  zu  ton 
hat,  und,  zum  Teil  infolge  davon,  für  die  Haupttafel  so  kleine  Ziffern 
angewandt,  dass  man  sie  nur  bei  vollem  Tageslicht  ohne  Mühe  er- 
kennt? In  beiden  Dingen  ist  er  Bremiker  nachgefolgt,  der  leider 
von  dem  deutlichen  Druck  der  alten  Vega'schen  Tafeln  abgegangen 
ist.  Im  Gegenteil  hat  August  die  Forderung  der  Deutlichkeit  ftr 
wichtig  genug  gehalten  um  zugunsten  grösserer  Ziffern  das  Format 
der  neuen  Ausgabe  zu  vergrössern.  Es  ist  dies  ein  Vorzug,  welcher 
dessen  Tafeln  zur  Einführung  in  Schulen  soviel  tauglicher  macht  als 
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die  Gauss'schen,  dass  neben  jenen  kaum  noch  ein  Grand  zur  Herans- 
gabe dieser  ersichtlich  ist,  der  aber  auch  dem  Rechner  bei  andauern- 
der Arbeit  eine  bedeutende  Zeitersparniss  bringt.  Letztern  Unter- 
schied merkt  freilich  derjenige  nicht,  der  die  Deutlichkeit  nach  dem 
ersten  Anblick  einer  Seite  schätzt;  er  wird  erst  fühlbar,  wenn  man 
oft  von  der  Rechnung  zum  Buch  und  wieder  zurückblicken  und  sich 
vor  Fehlsehen  der  Ziffern  hüten  muss.  H. 

Bremiker's  logarithmisch- trigonometrische  Tafeln  mit  sechs 
Deri  malst  eilen.  Neu  bearbeitet  von  Dr.  Th.  Albrecht,  Professor 
und  Sectionschef  im  König].  Preuss.  Geodätischen  Institut.  Zehnte 
Stereotyp-Ausgabe.   Berlin  1883.   Nicolai.   598  S. 

Die  8.  Stereotypausgabe ,  besorgt  von  C.  Bremiker,  erschienen 
1881,  ist  im  269.  litt  Bericht  S.  7.  besprochen.  Die  10  te  erscheint 
mit  einer  bedeutenden  Vermehrung  im  trigonometrischen  Teile,  indem 
sie  innerhalb  der  ersten  5  Grade  durch  alle  Secunden  durchgeführt 
ist,  in  der  Form  der  7  stelligen  Tafel  ganz  gleich.  Die  Tafel  der 
Additions-  und  Subtractionslogarithmen  ist  unverändert  geblieben. 
Die  Angaben  astronomischer  Constanten  sind  vermehrt.  H. 


Mechanik. 

Developments  in  the  kinetic  theory  of  solids,  liquids  and  gases. 
By  H.  T.  Eddy,  C.  E.  Ph.  D.  Cincinnati.  (Read  before  tho  Scction 
of  Chemi8try  and  Physics,  April  26,  1883.)  Scientific  Procoedings 
of  the  Ohio  Mechanics'  Institute.  R.  B.  War  der,  Editor.  Vol.  II. 
p.  82—97. 

Die  Zeitschrift  ist  unter  verschiedene  Departements  und  Sectioncn 
geteilt.  Die  Section  für  Mechanik  steht  vielleicht  dem  mathematischen 
Interesse  noch  am  nächsten;  doch  sind  auch  die  aus  ihr  hervor- 
gehenden Aufsätze  fast  ausschliesslich  auf  die  Ingenieur-Praxis  ge- 
richtet; daher  mag  der  oben  citirto  Aufsatz  hier  zur  Besprechung 
gewählt  sein  als  einer,  welcher  sich  der  Theorie  zuwendet,  freilich 
mehr  um  sie  zu  verwerten  als  um  sie  zu  fördern.  Er  besteht  aus 
2  Abschnitten.  Der  erste  untersucht  die  Gestaltung  der  Gloichuug 
der  lebendigen  Kraft  unter  der  Annahme,  dass  jedes  Molecül  eines 
Gases  aus  2  Atomen  besteht,  und  zwar  soll  er  zeigen,  dass  in  Fällen 
partiellen  Zwanges,  der  noch  keine  vollen  Grado  der  Freiheit  der 
Bewegung  aufhebt,  die  Energie  nicht  mehr  unter  die  Coordinaton 
gleich  verteilt,  sondern  durch  jenen  Zwang  beeinflusst  ist,  wio  der 
Verfasser  in  einem  frühern  Aufsätze:  „An  oxtension  of  tho  tbeorem 
of  the  virial,  etc."  L  c.  p.  26—43  —  behauptet  hat.    Der  Wider- 
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sprach,  den  diese  Aufstellung  scheinbar  ergebe,  beruhe  auf  einem 
Irrtum,  was  sich  an  jenem  einfachsten  Falle  am  besten  erkennen 
lasso.  Sind  die  2  Atome  in  starrer  Verbindung,  so  hat  das  Molecul 
oine  Freiheit  von  5  Grad,  nämlich  3  Translationen  und  2  Rotationen. 
Schreibt  man  nun  jeder  dieser  Bewegungen  eine  Energie  =  \pv  zu 
( p  spec.  Druck ,  v  Volum) ,  so  wird  die  lebendige  Kraft  «=  Jjw. 
Rechnet  man  statt  dessen  die  Bewegung  jedes  Atoms  unter  dem 
Einfluss  einer  Kraft,  dio  den  Abstand  constant  erhält,  einzeln,  so 
findet  der  Verfasser  als  Wert  der  lebendigen  Kraft  \pv-\-\£rR,  wo 
r  den  constanteu  Abstand,  R  den  Mittelwert  der  Spannung  bezeichnet, 
für  welchen  er  den  Ausdruck  %mr(rp'*-\-T\)'%)  einsetzt,  wo  <p',  ty'  die 
Winkelgeschwindigkeiten  um  zwei  zu  r  normalen  Axen  sind.  Mit 
Auwcnduug  der  im  frühern  Aufsätze  erhaltenen  Resultate  ergibt  sich 
Uebereinstimmung  zwischen  den  Resultaten  von  beiderlei  Rechnung. 
Jetzt  werden  die  Atome  in  unendlich  starke  elastische  Verbindung 
versetzt,  so  dass  r  durch  Centrifugalkraft  in  r  +  2dr  übergebt.  Es 
zeigt  sich,  dass  die  lebendige  Kraft  der  innern  Bewegung  nahezo 

=  ipv— ,  also  proportional  der  Oscillationswcito  ist.  Wäre  die  Ela- 

sticität  in  r  nicht  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  aus  der  Gleich- 
gewichtslage, sondern  einer  höhern  oder  niedern  proportional,  so 
würde  nur  der  Coefficicnt  $  bzhw.  grösser  oder  kleiner  ausfallen, 
die  Proportionalität  mit  ör  hingegen  fortbestehen.  Das  Resultat  ist 
dasselbe,  wenn  das  Molecul  aus  beliebig  vielen  Atomen  besteht.  Es 
widerspricht  aber  dem,  was  Boltzmann  und  Watson  durch  die  Me- 
thode der  verallgemeinerten  Coordinaten  gefunden  haben.  Letztere 
gibt  das  Gesetz  der  Verteilung  der  Geschwindigkeiten,  die  Gleichuog 
der  lebendigen  Kraft  einen  Mittelwert.  Zur  Vergleichung  würde  ans 
jener  Bestimmung  der  Mittelwert  zu  ziehen  sein.  Hier  aber  handelt 
es  sich  einesteils  erst  darum  die  in  jeder  Bestimmung  enthaltene 
Constante  durch  Versuche  zu  ermitteln,  anderuteils  darf  das  Gesetz 
der  Verteilung  der  kinetischen  Energie  nicht  für  jeden  Freiheitsgrad 
als  gleich  angesehen  werden,  auch  hier  sind  unter  verschiedener  An- 
nahme Versuche  anzustellen.  Es  war  dio  Aufgabe  des  Gegenwärtigen 
zu  zeigen,  dass  die  Verteiluug  der  kinetischen  Energie  von  den  Kräften 
abhängt,  während  man  sie  bisher  als  davon  unabhängig  betrachtet  bat 

Dor  zweite  Teil  des  Aufsatzes  handelt  von  Versuchen  die  Strah- 
lung der  Wärme  zu  erklären,  wenu  man  an  der  Hypothese  festhält 
dass  nicht  die  Molocüle,  sondern  nur  innerhalb  derselben  die  Atome 
um  Gleichgewichtslagen  vibriren,  jene  vielmehr  auf  einander  keine 
Wirkung  üben.  Hierbei  ist  keine  Rede  von  einem  Unterschied 
zwischen  Gas  und  Aether.  Es  kommt  daher  die  gewöhnliche  Ansicht, 
dass  die  Wärmestrahlung  mit  der  Lichtstrahlung  durch  das  elastische 
Aethermedium  hervorgebracht  wird,  gar  nicht  zur  Sprache.  Unter 
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der  Voraussetzung,  dass  es  im  ganzen  Räume  nur  indifferente  Mole- 
cüle  gibt,  werden  nun  alle  Inconvenicnzen  durchgegangen,  dio  ciuer 
Erklärung  durch  Translation  sowol  als  durch  Atomvibration  entgegen- 
stehen. Nachdem  der  Verfasser  beides  verworfen  hat,  glaubt  er  noch 
einen  Schritt  weiter  gehen  zu  müssen  und  entwickelt  dio  Ansicht, 
dass  die  Annahme  einer  Vibration  innerhalb  jedes  Atoms  Erfolg 
verspreche-  H. 


Nova  Acta  Regiae  Societatis  Scicntiarum  Upsalicnsis.  Scrioi 
tcrtiae  vol.  XI.   Upsala  1883.   Ed.  Berling. 

Von  den  2  Heften  des  jetzt  vollendeten  Bandes  ist  das  erste 
1881  erschienen.  Der  Band  enthält  3  mathematische  Abhandlungen, 
nämlich : 

A.  Berger:  Ueber  einige  Anwendungen  der  r  Function  auf  die 
Zahlenlehre. 

A.  Berger:  Ueber  eine  Anwendung  der  Classenzahlen  der  qua- 
dratischen binären  Formen  für  eine  negative  Determinante. 

Ernst  Pfannenstiel:  Zur  Theorie  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  2.  Ordnung  mit  2  unabhängigen  Veränderlichen. 

Unter  den  6  übrigen  Abhandlungen  gehört  eine  zur  localen  Me- 
teorologie, zwei  zur  Zoologie,  eine  zur  Pflanzenphysiologie,  eine  zur 
Chemie,  und  eine  zum  Studium  afrikanischer  Sprachen.  H. 

Science.  Published  weekly  at  Cambridge,  Mass.  U.  S.  A.,  by 
Moses  King.   Vol.  L 

Dies  neue  Journal  ist  dem  wissenschaftlichen  Verkehr  in  Amerika 
gewidmet.  Es  gibt  Nachricht  über  alle  wesentlichen  Fortschritte  und 
Entdeckungen  in  den  einzelnen  Wissenschaftszweigen,  und  geht  auf 
Technisches  nur  ein,  soweit  es  die  Gegenstände  erfordern.  Rein 
mathematische  Entdeckungen  erhalten  eine  gleiche  Berücksichtigung. 
Es  wird  herausgegeben  von  The  Science  Company,  deren  Prä- 
sident: Daniel  C.  Gilman  in  Baltimore,  Md.  Vicepräsident : 
Alexander  Graham  Bell  in  Washington,  D.  C.  Es  beginnt  am 
9.  Febr.  1883.  Die  wöchentliche  Lieferung  enthält  mindestens  26 
breite  Octav-Seiten.  Jährlich  erscheinen  2  Bäude  mit  circa  1500 
Seiten.  H. 

Johns  Hopkins  University  Circulars.  Pullibli»;d  with  the  appro- 
bation  of  the  Board  of  Trustees.    Vol.  II.    Baltimore  1883.  4°. 
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Diese  Zeitschrift,  von  der  etwa  monatlich  eine  Nuraer  erscheint, 
gibt  Nachricht  über  die  Tätigkeit  der  Universität,  zum  geringem  Teil 
über  Litteratur.  Betreffend  die  Mathematik  werden  ausser  den  Vor- 
lesungen die  Vorträge  in  der  mathematischen  Gesellschaft  aufgeführt 

H. 

Nordisk  Revy,  tidning  för  vetenskaplig  kritik  och  universitets 
angolegenheter,  under  medverkan  af  Proff.  0.  J.  Alin,  etc.  utgifYen 
af  Doccnten  Adolf  Noreen,  Upsala. 

Der  Herausgeber  bezweckt  mit  dieser  Zeitschrift  durch  gegen- 
seitige Kritik  der  Gelehrten  der  nordischen  Reiche  einen  regeren 
wissenschaftlichen  Verkehr  unter  denselben  anzubahnen,  indem  er 
dem  Mangel  an  letztem  die  Schuld  beimisst,  dass  Skandinavien  an 
wissenschaftlichen  Erzeugnissen  andern  Nationen  nicht  gleich  stehe. 
Also  nicht  um  eine  speeifisch  nationale  Wissenschaft  zu  begünstigen, 
sondern  um  einen  Mangel  zu  ergänzen,  werden  hier  ausschliesslich 
nordische  Erzeugnisse  recensirt.  H. 


Berichtigung. 

Im  litter.  Berichte  des  70.  Bds.  d.  Archivs  S.  12  bespricht  Herr 
Prof.  Hoppe  mit  einigen  Worten  das  unter  meiner  Redaction  erschie- 
nene „Handbuch  der  Mathematik"  (Breslau,  Trewendt)  und  sagt  u.  A. 

„Ein  Teil  ist  von  Schlö milch  unter  dem  Titel  „ana- 
lytische Geometrie"  bearbeitet  etc." 

Dieser  unrichtigen  Angabe  gegenüber  erkläre  ich,  dass  kein  Teil 
des  Handb.  d.  M.  von  mir,  und  dass  speciell  der  Abschnitt  „analyt 
Geom."  von  Herrn  Prof.  Dr.  Heger  hier  bearbeitet  worden  ist.  Die 
Titel  geben  dies  deutlich  genug  zu  erkennen. 

Dresden,  Oct.  83. 

Dr.  0.  Schlömilch, 
Geh.  Schulrath  im  K.  S.  Coltusministerium. 

Der  Titel  des  Buches  ist: 

Handbuch  der  Mathematik  herausgegeben  von  Geh.  Schulrath 
Dr.  Schlömilch  unter  Mitwirkung  von  Dr.  Reidt  und  Prof.  Dr. 
Heger. 

Die  ersten  Abschnitte:  Arithmetik  und  Algebra,  Planimetrie, 
Stereometrie,  Trigonometrie  —  sind  von  Heidt,  die  folgenden:  Dar- 
stellende Geometrie, .  „analytische  Geometrie",  Differential-,  Integral- 
rechnung, Ausgleichungsrechnung,  Reuten-  etc.  Versicherung  —  von 
Heger  bearbeitet.  Red 
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Vi-'z  <  V*rhi/ii?5  stel>n  in  *t< fr[^i!^^i  r  W>i$e  gelost,  während 
sie  d-~  Iz'lJ.:  .  so*  it  er  n^r  eizr~i~z.-öe  Rechnung  erkannt 

w-r!  :-n  kann.  dnr:h  >~ach*cis  al  r  errii::«  Arbeiten  ersetzt.  Sie 
reib*  *!-:■£•  c^.^  h  ai«  ein  wertvoller  Beitrag  an  diejenigen  Mono- 
rrap n  in.  w- ' : Le  nach  des  ers;  12  K3er  Zeit  gcfassten  Plane 
eh-.-r  srir-ith-m  G:schi  h-e  der  Matifzutik  dtrch  Bearbeitung  der 
Ges  h:  1:?  tiriz-'her  ProM-me  als  Gm-i^e  zu  dienen  fabig  sind, 
ani  der*-n  bereits  ehe  kl  .ine  Anzahl  sei:  re^ebener  Auregnng  der 
Idee  erschienen  sind  H. 


Sy stein  der  Chroi ;•'.  .*] e.  Un*cr  bes: -n derer  Berücksichtigung  der 
jüdisch--^  rC« mischen,  christlichen  und  russischen  Zeitrechnung,  sowie 
der  Os^rrveb^ung.  Ais  Beitrag  zur  Ctlxr^e-sehicbte  insbesondere 
für  Historiker.  Fhiv.d..  gen.  Theologen  uni  Freunde  der  Astronomie, 
s-.v,vie  für  Geliüete  aller  Stände  gemeinverständlich  dargestellt  von 
F.  J.  Brockmann.  Oberlehrer  am  Kgl.  Gymnasium  zu  Cleve. 
Stuttgart  l^o.    Ferdinand  Enke.    112  S. 

Da  »las  or-.fassea -ie  Werk  Jdeler's:  ..Handbuch  der  mathemati- 
schen und  technischen  Chronologie**  —  nur  Wenigen  zugänglich  ist, 
ein  anderes  umfassendes  Werk  über  Chronologie  nicht  existirt,  so 

v.  i]  das  gegenwärtige  kleine  Buch  einem  grössern  Publicum  als  ein 
Hu.f-inittel  dienen  um  mit  der  successiven  Entstehung  der  Zeitreca- 
r.'jj.-u'  der  civilisirten  Volker  bekannt  zu  werden.  Es  behandelt  nach 
<;;;;k:r!'T:  die  Zeitrechnung  der  Hebräer,  die  der  Romer.  wozu  noch 
<;./:  jülianisehe  gerechnet  ist.  die  gregorianische  Reform,  die  christ- 

O.^rrechnung.  die  byzantinische  oder  nissische  Kalender-  und 
:t'  <  hnung,  den  repubLcanisehori  Kai er  vi  -  Franzosen. 
J  n.-/"  üV-r  das  Geburtsjahr  Christi  uud  die  Zei:r»-:hnun< 
v     i/.'A  am  Schlüsse  4  Tabellen.    Der  W-nasser  macht  nicht 
i    <;/;h  damit  etwas  vollendetes,  als.  hli- .s-eu-i- :«  geboten  zu 

vi.  i  »ljt'U'h  auch  ohne  dies  an  ein  Uach  von  so  geringem  Umfange 
.  ,  •  wi  jf^i  )j<  nden  Anforderungen  steilen.  Doch  kann  man  wol  von 
i.'  u,  **i.r  überhaupt  als  Hülfsmittel  dargeboten  wird,  erwarten,  daa 
.■j.i .  0 //,  eiii'  r  Beziehung  damit  eiwa.s  dauerndes,  befriedigeadas 
;■■  .  •  ii>  tv  ü  »<srd<?fj  »ei.  Es  wurde  genügen,  wenn  nur  die  heterogeMB, 
i  , .  ji..  ij  ,e       j/<  fc«  hkhtlichen  Darstellung  gehörig  geschieden  tsud  das 

i./r  üb« IjUj«  h  geordnet  wäre.    An  eiuem  Bilde  derl  erworreo- 
ht-ii  und  IJn<  j/j^k'  it.  «oviel  deren  auch  existirt  haben 
L<ftej  wenig  ^(-byeii  nein.    In  dieser  Beziehung  hätte 
etwas  bi:bi»er<-8  .^chum-n  lassen.    Die  Darstellung  der  G 
ulten  Zeit,  welcher  der  Verfasser  überhaupt  geringe  V 
zulegen  scheint,  deutet  am  wenigstens  darauf  t* 
gebt»-  '  "  hätte     Er  beginnt  mit  der  gegen* 
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Jaden,  bestimmt  dann  die  Zeit  ihrer  definitiven  Regelung,  geht  dann 
auf  den  Pentateuch  zurück  und  fährt  dann  in  irgend  welchem  Teile 
dieses  3000jährigen  Zeitabschnitts  fort,  bald  anscheinend  referireud, 
bald  anscheineud  forschend,  bald  eine  astronomische  Erklärung,  bald 
einen  Excurs  auf  die  Neuzeit  einschaltend,  stets  Neues  bringend, 
was  er  in  der  Tat  in  einer  deutlichen,  exaeten,  gefälligen  und  ein- 
nehmenden Sprache  vorträgt.    An  alledem  vermissen  wir  eine  Dispo- 
sition des  Stoffs,  aus  der  zu  ersehen  wäre,  was  man  wisseu  müsste, 
wieviel  davon  bekannt  ist,  und  welche  Fragen  übrig  bleiben.  Die 
Bestimmung  des  Buchs  für  soviel  verschiedene  Classen  von  Losern, 
wie  auf  dem  Titel  steht,  lässt  vermuten,  dass  der  Verfasser  wol  keine 
von  diesen  Classen  im  Auge  gehabt  und  an  dereu  Fragen  gedacht 
hat,  vielmehr  bloss  von  seinen  Studien  geleitet  worden  ist.  Wie  sollte 
man  sich  z.  B.  die  Behauptung,  S.  3.,  anders  erklären:  von  der 
Schaltmethode  der  Juden  aus  ältester  Zeit  sei  nirgends  die  Rede, 
doch  sei  soviel  sicher,  dass  je  nach  der  Erwartung  der  Gersteuernte 
ein  Tag,  mehrere,  eine  Woche,  ein  Monat  zwischen  den  Jahren 
eingeschaltet  worden  sei?  Eine  solche  Aufstellung,  die  mit  der  Be- 
stimmung, dass  das  Jahr  mit  dein  Monat,  der  Monat  mit  dem  Neu- 
monde beginnt,  in  offenbarem  Widerspreche  steht,  soll  dem  Leser 
genügen,  nnd  ob  für  etwas  spätere  Zeit  doch  wol  noch  Zeugnisso 
vorhanden  sind,  bleibt  ganz  unerwähnt.    In  der  Geschichte  der  neuen, 
julianischen  und  gregorianischen  Zeitrechnung,  namentlich  bezüglich 
auf  die  Osterrechnuug,  welcher  darin  eine  bedeutende  Stelle  einge- 
räumt wird,  war  es  mehr  als  in  der  frühem  Geschichte  geboten  die 
Sacherkläruug  von  der  Entwickelang  und  den  Verschiedenheiten,  über- 
haupt von  jeder  Art  historischeu  Angaben  deutlich  zu  trennen,  weil 
sonst  entweder  beide  Elemente  Lücken  behalten  oder  die  Uebersicht 
verloren  geht.    Hier  ist  beides  ziemlich  gleichzeitig  behandelt,  zwar 
ifl  leidlichem  Zusammenhange  und  in  besserer  Ordnung  dargestellt, 
doch  unbekümmert,  welche  Fragen  übrig  bleiben.    Was  das  Buch 
an  positivem  Inhalt  gibt,  für  sich  allein  betrachtet,  kann  sehr  wol 
befriedigen;    die  im   Vorstehenden  gemachten  Ausstellungen  sind 
Besserungsvorschläge;  dass  sie  sich  nicht  auf  Einzelnes  beziehen, 
ändert  daran  nichts:  die  Norm  der  Auffassung  ist  eben  das  Besserungs- 
fähige; vom  Eiuzelneu  würde  erst  nachher  die  Rede  sein  können. 


Willebrordus  Snellius.  Door  P.  van  Goor.  (Overgedrukt  uit 
net  „Album  der  Natuur",  Jaarg.  1884.).    Leiden  1883.   17  S. 

ge,  was  vom  Leben  der  Snellius  Vater 


H. 


and  Sohn 


Vater,  Rudolf  Snel  van  Roijou, 
geboren  154f»  in  Oudewater, 
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empfieng  seine  erste  Ausbildung  in  Utrecht,  besuchte  die  Universitäten 
Jena,  Wittenberg  und  Heidelberg,  war  magister  artium  in  Marburg, 
beschäftigte  sich  hier  hauptsächlich  mit  Philosophie  und  unterrichtete 
im  Griechischen,  Lateinischen  und  Hebräischen.   Später  zog  er  nach 
Italien  und  gieng  in  Pisa  und  Florenz  zum  Studium  der  Medien 
über,  von  wo  er  erst  nach  16  Jahren  in  sein  Vaterland  (Holland) 
zurückkehrte.   Er  Hess  sich  in  Oudewater  nieder  und  heiratete,  zog 
aber  bald  nach  der  neugegründeten  Universität  Leiden,  studirte  d*- 
selbst  Medicin,  ward  Lector,  dann  ausserordentlicher  Professor  für 
Mathematik  und  Hebräisch.   Bei  ihm  hörte  Prinz  Moritz.   Er  stand 
in  freundschaftlichem  Briefwechsel  mit  dem  Landgrafen  von  Hessen, 
zog  eine  Zeitlang  dahin  und  kehrte  1601  als  ordentlicher  Professor 
nach  Leiden  zurück,  wo  er  1613  starb.    Er  war  Zeitgenosse  der 
Theologen  Gomarus  und  Arminius,  befreuudet  mit  letzterem,  daher 
im  Streite  beider  wahrscheinlich  auf  dessen  Seite.    Er  hinterliess 
mathematische  und  naturwissenschaftliche  Schriften ,  die  jedoch  nicht 
aufgefunden  worden  sind.    Sein  einziger  Sohn  war  Willebrord,  ge- 
boren 1591  in  Leiden.    Dieser  entschied  sich  von  Jugend  an  für 
Mathematik  und  gab  im  17  ten  Lebensjahre  Bein  erstes  Werk  heraus, 
nämlich  über  den  Almagest  des  Ptolemaeus.   Er  lernte  in  Würzburg 
Adrianus  Romanus,  in  Prag  Tycho  Brahe  und  Kepler  kennen  und 
war  Freund  dos  letzteren.   Er  studirte  ferner  in  Paris.   Nach  Durch- 
Wanderung  der  Schweiz  kehrte  er  nach  Leiden  zurück,  wo  er  13  Jahre 
als  Nachfolger  seines  Vaters  Professor  der  Mathematik  bis  zu  seinem 
Tode  1626  war.    Ausserdem  ist  von  seinem  Leben  nichts  bekam:, 
nur  aus  einmaliger  Erwähnung  eines  Sohnes  ist  zu  ersehen ,  dass  er 
verheiratet  war.   Von  seinen  Werken  sind  zwei  bei  Lebzeiten  seines 
Vaters  erschienen:  das  eine  in  3  Teilen  über  ein  Manuscript  von 
Pappus,  das  andre  Über  die  Werte  der  Geldsorten  der  Griechen, 
Kömer  und  Israeliten.   Aus  der  Zeit,  wo  er  in  Leiden  angestellt  war, 
ist  sein  erstes  Werk  betitelt  Cyclomctricus,  worin  er  das  Verhältoiss 
von  Kreis  und  Durchmesser,  kürzer  als  Ludolf  van  Ceulen,  aber  noch 
in  äusserst  mühevoller  Weise,  ohne  Gebrauch  von  Logarithmen,  auf 
34  Stellen  berechnet.   Dann  folgte  sein  Lehrbuch  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie,  erst  nach  seinem  Tode  von  einem  seiner 
Zuhörer  herausgegeben;  es  enthält  die  Berechnung  einer  Sinus-  and 
Tangen  ten  tafel  ohne  Logarithmen  und  die  Sinusproportion  am  Drei- 
eck, ausserdem  praktische  Anwendung ;  in  der  sphärischen  Trigono- 
metrie werden  die  Relationen  des  Neben-  und  Poldreiecks  zuge- 
zogen.  Ferner  findet  sich  von  ihm  beschrieben  ein  Komet  von  1518 
nebst  dem  Rohtmann'schen  Kometen  von  1585.    Seinen  Schriften 
über  die  Beobachtungen  an  der  Kasseler  Sternwarte  wird  wenig  Wert 
beigelegt.    Auch  verharrte  er  gegenüber  Coppernicus  auf  der  Ptole- 
mü;~  1  ^n  Anschauung.   Ferner  hat  er  über  Nautik  und  die  Eigen- 
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schaften  der  Loxodrome  geschrieben.   Einen  dauernden  Ruf  ha«  <t  lx 
Werk  „Eratosthenes  Batavus",  erschienen  1617,  über  Bestimm*^ 
der  Grösse  der  Erde,  unter  Annahme  der  Kugelgestalt,  erworben 
Sie  beruht  auf  Gradmessung ,  die  er  durch  ein  über  Holland  ausge- 
dehntes Dreiecksnetz  selbst  ausführte.   Der  berechnete  Meridian  i>: 
etwa  um  a\j    zu  klein.   Auf  seine  Anregung  wurdeu  daun  die  Drei- 
ecksnetze  über  andere  Länder  ausgedehnt.    In  demselben  Werke 
findet  sich  auch  die  mit  Unrecht  nach  Pothcnot  benannte  geodätische 
Aufgabe  gestellt  und  gelöst.   Es  wird  hier  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dass  in  diesem  Archiv  T.  II.  S.  210  Verdam  die  Priorität  des 
Snellius  nachweist,  dass  trotzdem  in  einem  spatern  Artikel  desselben 
Archivs  wieder  von  der  Pothcnot'schen  Aufgabe  die  Rede  ist.  Es 
wird  erklärt,  wie  es  gekommen  sei,  dass  das  von  Dcscartes  zuerst 
aufgestellte  Gesetz  der  Lichtbrechuug  dem  Snellius  zugeschrieben  sei. 
Allerdings  hat  dessen  Zuhörer  Hortcnsius  ausgesagt,  dass  Snellius 
das  Gesetz  an  der  Universität  gelehrt  habe,  doch  lindet  sich  in 
Snellius  Schriften  nichts  davon.   Es  werden  dann  die  ferneren  Unter- 
suchungen über  die  Urheberschaft  durchgegangen,  und  die  Gründe 
zusammengestellt,  welche  für  die  des  Snellius  sprechen,  und  zwar  in 
dem  Sinne,  dass  Descartcs  bei  seinem  dreimaligen  Aufenthalt  in 
Holland  die  Entdeckung  von  Snellius  empfangon  habe.  H. 


Bulletino  di  bibliografia  c  di  storia  dello  scieuze  uiatomatiche  e 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boucompagni.  Tomo  XV.  Koma  1883. 
Tipografia  dello  scienzo  matematicho  c  fisiche. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 

Antonio  Favaro:  Ueber  das  Leben  uud  dir  Werlte  vun  Barto- 
lomco  Severo,  Schweizer  Mathematiker  des  17.  Jahrhundert*. 

Ch.  Henry:  Ueber  die  zwei  ältesten  französischen  Lehrbücher 
des  Algorithmus  und  der  Geometrie.  Beide,  altfranzösiseh ,  sind  hier 
nach  don  Manuscripten  gedruckt. 

E.  Narducci:  Ueber  zwei  ungedruckto  Abhandlungen  vom 
Abacus  enthalten  in  zwei  Codices  Vaticani  des  12.  Jahrhunderts. 
Beide,  lateinisch,  einer  von  Turchillus,  der  andre  anonym,  siud  hier 
gedruckt 

Joseph  Perrott:  Ueber  eine  spanische  Arithmetik  dos  <>.  Jahr- 
hunderts. 

Moritz  Steinschneider:  Ergänzung  zur  Notiz  über 
Peter  III.  von  Aragonien  zugeschriebenen  astronomische  Ta 
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S.  Günther:  Der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Sophie 
Germain.   Ins  Italienische  übersetzt  von  A.  Sparagna. 

D.  Bierens  de  Haan:  Historisch  wissenschaftliche  nieder- 
ländische Bibliographie  der  wichtigsten  Werke,  deren  Verfasser  im 
16.  17.  und  18.  Jahrhundert  geboren  sind,  über  die  mathematisch« 
und  physikalischen  Wissenschaften  und  deren  Anwendungen. 

P.  Riccardi:  Giacomo  Manzoni.  Studien  analytischer  Bi- 
bliographie. Zweite  Studie,  über  dio  ersten  Erfinder  der  Druck- 
lettern im  Dienste  der  Sculptur,  der  Miniatur  und  der  Schrift;  Bücher 
und  Exemplare  von  Charakteren,  eingeschnitten  oder  gedruckt  bis 
zur  Mitte  des  16.  Jahrhunderts-,  deren  Verfasser.  Mit  8  xylogra- 
phirten  Tafeln.  Bologna  1882  bei  Caetauo  Romagnoli,  Herausgeber 
der  königl.  Commission  für  die  Sprachregelung. 

B.  Boncompagni:  Ucber  die  Acten  von  der  Geburt  und  dem 
Tode  des  Pierre  Simon  Laplace.   Es  folgen  die  Acten  gedruckt 

E.  Narducci:  Ucber  einen  ungedruckten  Commentar  von  Remi 
d'Auxerre  zum  „Satyricon"  des  Martianus  Capeila  und  andre  Com- 
raentare  zu  demselben.  Bruchstück  der  Arithcmetik  des  Martianus 
Capella.   Commentar  von  Remi  d'Auxerre  zu  dieser  Arithmetik. 

A.  Favaro:  Die  Galileiauischen  Autographien  im  Archiv  Mar- 
sigli  in  Bologna. 

A.  Gcnocchi:  Musterung  der  Schriften  über  die  Deviation  der 
Pendel  und  den  Foucault'schen' Versuch. 

Ch.  Henry:  Die  mathematischen  Kenntnisse  von  Jacques  Casa- 
nova de  Seingalt. 

B.  Boncompagni:  Ucber  das  Leben  und  die  Arbeiten  von 
Antoinc  Charles  Marcellin  Poullct-Delislc. 

Aristide  Marre:  Ueber  acht  ungedruckte  Briefe  des  P.  Claude 
Jaqucmet  de  TOratoirc.  Es  folgen  die  acht  Briefe. 

Pubication8verzoichnisso  im  2.  4.  6.  8.  10.  und  12.  Hefte. 

Zwei  der  genannten  Abhandlungen  sind  besonders  herausgegeben. 
Es  sind  die  folgenden.  H. 


Atti  di  nascita  e  di  mortc  di  Pietro  Simone  Marchese  di  La- 
place pubblicati  da  B.  Boncompagni.  Roma  1883.  Tipografia 
delle  scienze  matematiche  e  fisiche.   4°.   22  S. 
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Es  werden  65  Schriften  aufgeführt,  in  welchen  eine  Angabc  Uber 
Laplaco's  Geburt  oder  Tod  oder  über  beides  vorkommt.    Im  Geburts- 
jahr 1749  stimmen  sie  überein,  dagegen  werden  4  verschiedene  Tage 
angegeben,  der  23.  22.  27.  und  28.  März.   Au9  dem  Register  der 
Taufen,  Trauungen  und  Beerdigungen,  aufbewahrt  in  der  Mairie  de 
Bcaumont  cn  Auge,  wird  ersehen,  dass  P.  S.  Laplacc  am  23.  März 
geboren,  am  25.  März  getauft  ist,  Sohn  von  Pierre  Laplace  und  seiner 
Gattin  Marie  Anno  Sochon.    Das  Documcut  ist  wörtlich  mitgeteilt. 
Auf  Grund  desselben  ist  die  Angabe  in  26  jener  Schriften  richtig, 
in  17  Schriften  und  5  Auflagen  eines  Conversationslexikons  irrig. 
Ebenso  findet  sich  tibereinstimmend  das  Todesjahr  1827  angegeben, 
der  Tag  hingegen  als  der  5.  6.  und  7.  März  und  der  5.  Mai.  Das 
Civilstandsarchiv  der  Cancellei  des  Tribunals  der  Präfectur  des  Seine- 
Departements  zeigt,  dass  der  5.  März  der  Todestag  ist.   In  28  Schrif- 
ten und  2  Auflagen  des  Brockhaus'schen  Conversationslexikons  sowie 
einigen  Auflagen  anderer  ist  die  Angabe  richtig,  in  16  Schriften  und 
5  Auflagen  von  Encyklopädien  irrig.  H. 

Intorno  a  vari  comenti  fin  qui  inediti  o  sconosciuti  al  „Satyricon" 
di  Marziano  Capella  memoria  di  Enrico  Narducci  seguita  dal 
comento  di  Remigio  d'Auxerrc  al  libro  VII.  „Do  Arithmeticau  della 
stessa  opera.  Roma  1883.  Tipografia  delle  scienze  matematiche  o 
tisiche.   4°.   78  S. 

Marianus  Mineus  Felix  Capella  hat  vor  439  n.  Chr.  wahrschein- 
lich in  Carthago  gelebt  und  daselbst  9  Bücher  geschrieben,  2  betitelt 
„De  nuptiis  Philologiae  et  Mcrcuriiu,  die  übrigen  „De  Septem  artibus 
libcralibus",  nämlich  Grammatik,  Dialektik,  Rhetorik,  Geometrie, 
Arithmetik,  Astronomie  und  Musik.  Es  folgt  eine  reiche  Sammlung 
vou  Littcratur  bezüglich  auf  diese  Schriften;  dann  ein  Bruchstück 
aus  der  Arithmetik.  Es  ist  eine  Urspruugsphilosophie,  welche  mit 
der  successiven  Bildung  der  Zahlenreihe  die  Entstehung  der  Ur- 
begriffe  und  Weltelemente  verknüpft.  Hierzu  folgen  die  Texterklä- 
rungen von  Remi  d'Auxcrre.  H. 

Zero.  B.  Boncompagni.  Estratto  dal  Giornalc  degli  Eruditi 
c  Curiosi  di  Padova.   V.  II.   f.  36.   4  S. 

Es  sind  Stellen  aus  alten  Manuscripten  zusammengesucht,  welcho 
das  Wort  zero  und  gleichbedeutende,  das  Zeichen  und  die  Bedeutung 
betreffen.  In  einem  Manuscript  vou  Magister  Jacob  von  Florenz 
lehrt  derselbe,  dass  zeuero  —  zero  nicht  null  bedeute,  sondern 
Freiheit  lasse  für  beliebige  Bedeutung;  an  andrer  Stelle,  dass  das 
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Zeichen  0  unentbehrlich  sei  um   Zehner,  Hunderte,  Tansende  zu 
schreiben.    In  einem  Lehrbuch  der  Arithmetik,  wahrscheinlich  1346 
geschrieben,  findet  sich  eine  Stelle,  wo  von  9  Figuren  die  Rede  ist, 
durch  welche  alle  Zahlen  bezeichnet  werden,  nebst  einer  andern 
Figur,  welche  nicht  null  bedeute,  sondern  irgend  eine  der  9  Figuren, 
und  welche  lateinisch  zero,  griechisch  eifra  oder  circhulo,  von  nifr- 
mandem  aber  null  genannt  werde.   Leonardo  von  Pisa  spricht  von 
der  Ergänzung  der  9  Figuren  durch  das  Zeichen  0,  arabisch  zephirum 
genannt.   Giovanni  Targioni  Tozzetti  fügt  zu  seinem  Bericht  hierüber 
hinzu,  der  Ursprung  des  Toscanisehen  Wortes  zero  sei  unbekaunt 
Franz  Woepcke  nennt  zero  eine  Modifikation  von  zephirum.  Vincent 
leitet  zero  vom  hebräischen  zer  her,  welches  Kreis,  Goldmünze,  Krone 
bedeute,  Nesselmann  vom  arabischen  sahrä  sifr,  das  heisst  leeres  Feld, 
auch  finde  sich  das  Wort  zero  im  spätem  Latinismus.   Der  Verfasser 
hat  es  in  keiner  lateinischen  Schrift,  auch  nicht  im  Glossar  von  Du- 
cange  gefunden.   Dozy  und  Engelmann  leiten  zero  vom  arabischen 
eifr  ab.    Devie  im  ethymologischen  Wörterbuch  sagt,  dass  in  den 
alten  Lehrbüchern  des  Calculus  das  Wort  sifr  in  zephirum  verändert 
sei.  H. 


Galileo  „Middleburgo"  c  i  figliuoli  di  Jausen.  B.  Boncom- 
pagni.  Estratto  dal  Giornalo  degli  Eruditi  e  Curiosi  di  Padovi 
V.  II.   f.  37.   1883.   3  S. 

In  einer  Bibliothek  zu  Rom  ist  ein  Exemplar  einer  Schrift: 
„De  vero  telescopii  inventore"  von  Petro  Borelio  gefunden  wordei. 
welche  das  vom  Magistrat  der  Stadt  Middelburg  auf  Seland  im  März 
1655  angeordnete  Verhör  zweier  Zeugen,  Johannes  Zacharides  und 
Sara  Goedarda,  ersterer  Verfertiger  von  Fernröhren  iu  Middelburg, 
letztere,  wio  es  scheint,  dessen  Schwester,  wiedergibt.  Ersterer  sagt 
aus,  dass  sein  Vater  Zacharias  Joannides  (Janssen)  zuerst  Fernrohre 
nach  eigner  Erfindung  im  Jahre  1590  verfertigt  habe,  dass  diese  bis 
1618  nie  länger  als  16  Zoll  waren,  dass  zwei  solche  Fernröhre  dem 
Fürsten  Moritz  von  Nassau  und  dem  Erzherzog  Albert  dargeboten 
worden  seien,  dass  1618  er  selbst  und  sein  Vater  die  Verfertigung 
längerer  Fernröhre  erfanden,  dann  von  wem  sie  zuerst  nachgebildet 
worden  seien.  Die  mehrfach  zweideutigen,  mit  dem  Vorigen  nicht 
wol  vereinbaren,  daher  nur  Schwäche  der  Erinnerung  bekundenden 
und  von  keiner  Seite  beachteten  Aussagen  der  Zeugin  beziehen  sich 
bloss  auf  die  langen  Fernröhre.  Am  Schlüsse  wird  noch  aus  einer 
Schrift:  „Spectaclc  de  la  Nature"  von  Pluche  die  Erzählung  ent- 
nommen, wie  Jansen's  Kinder  beim  Spielen  mit  Glasliuscn  die  Er- 
scheinung bemerkten,  welche  den  Vater  auf  dio  Idee  der  Fernröhre 
führte.  H. 
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D  Romacnosi  9  "«lettro  uumnitisnio  iu  cui  la  scopcrta  dei  'eie* 
grafo.  B.  Boao  jmpa^ai.  Estratto  iul  Giornaio  dce.ii  bruoiti  o 
Conoä.   V.  IL   3.  ]L    i>k;.    l  $ 

Es  werden  zw._i  Zeugnisse  dafür  au  bracht,  das*  |*ie*aniu  IV- 
zsenico  Romagm^i  keinen  Anteil  an  der  Erinuuug  des  leicht  *|»hcu 
bat.  wie  ihm  in  dem  genannten  Journal  engescurtebeu  weiden  :>i. 

U. 


Arithmetik.  Alirt-'bra  uml  reine:  Anahsis. 

Nene  Anwendungen  ier  Wakrschctuiichkeits- Rechnung  im  der 
Starisnk  inabesonuere  bei  Vertheilung  der  Ehen  nach  dem  Lebcu.v 
alter  der  Ehegatten.  Von  L a i : :  Porozzo.  Deutsch  bearbeitet 
toii  Oscar  Elb.    Dresden  L&&    E.  L.  Knecht    Ii*.    33  S. 

Als  neu  wird  bezeichnet  die  Anwetiduu^  der  graphischen  Dar- 
stellung am'  statistisch  bestimmte  Functionen  zweier  Vanabeln,  mit 
Hinweis  anf  die  Möglichkeit  sie  auch  anf  Fuuetioueu  dreier  Variabel]! 
auszudehnen.  Sie  hatte  bisher  nur  stattgefunden  in  Bezug  auf  das 
Fehlen  der  Wurfgeschosse  nach  den  nach  zwei  Dimensionen  ver- 
schiedenen Richtnnj-in  hin.  Es  ist  nun  au  deu  vom  Königreich 
Italien  ö  Jahre  hindurch  geführten  Tabellen  über  die  Auzahl  der 
geschlossenen  Ehen  in  Abhängigkeit  vom  Alter  des  Manues  uud  der 
Frau  die  Bemerkung  gemacht  worden,  dass  die  darstellenden  flachen 
beider  Functionen  s^br  nahe  übereinstimmen»  sowol  für  das  ganze 
Laad  als  für  einzelne  Teile.  Nach  Vergleichung  mit  andern  statiNti- 
schen  Resultaten,  ergab  sich  überall  ein  gleiches  Gesetz.  Diese  l'eber- 
einstimmung  ist  offenbar  darum  höchst  auffällig,  weil  die  natürlichen 
Data  für  beide  Functionen  wesentlich  verschieden  siud.  Die  Schüsse 
haben  einen  gegebenen  Zielpunkt,  deu  zu  treffen  iu  der  Absicht  liegt, 
mithin  der  Wahrscheinlichkeit  nach  eiu  gegebenes  Maximum,  um 
welches  herum  sie  ohne  deutliche  Grenzen  variiren.  Die  Ehen  haben 
im  Gegenteil  nur  gegebene  Grenzen  iu  der  Heiratsfähigkeit  uud  der 
Lebensdauer,  ein  scharf  bestimmtes  (Yutrum  hat  hier  keinen  ersieht« 
liehen  Gruud.  Es  wäre  daher  zu  erwarten,  dass  die  darstellende 
Fläche  für  die  Geschosse  eine  Spitze  über  dem  Zielpuukt,  die  für 
die  Ehen  eine  Kuppel  zeigen  würde.  Letztere  Fläche  ist  am  Schlüsse 
der  Abhandlung  in  Centralprojection  abgebildet  und  erhebt  sich  von 
allen  Seiten  immer  steiler  gegen  eine  Spitze  über  einem  Tunkte  der 
Basis,  dessen  Coordiuaten  sind:  1?S  Jahr  als  Alter  des  Mannes,  23 
der  Frau.  Zur  Vergleichung  ist  entere  Fläche  nicht  beigefügt;  da 
sich  indes  eine  solche  Gestalt  weit  eher  bei  den  Geschoben  \oraus- 
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setzen  Hess,  so  wird  man  geneigt  sein  eine  Bestätigung  des  Satzes 
über  dio  Uebereinstimmung  beider  Flächen  anzuerkennen.  Wenn 
jodoeb  die  Bemerkung  noch  näher  bestimmt  und  behauptet  wird,  das 
Maximum  entspreche  dem  mittleren  Lebensalter,  so  kann  dies  oftu- 
bar  nur  sehr  ungenau  zutreffen,  da  das  mittlero  (durchschnittliche) 
Alter  des  weiblichen  Geschlechts  wol  höher,  keinenfalls  aber  um  \ 
geringer  seiu  kann  als  das  des  männlichen.   Es  wird  ferner  bemerk 
dass  die  Curvcn  des  constanten  Functionswcrts  auf  beiden  Fläch« 
nahezu  Ellipsen  siud,  doch  mit  dem  Unterschied,  dass  deren  Projek- 
tionen auf  die  Basis  bei  den  Geschossen  coneeutrisch  sind,  bei  don 
Ehen  nicht.    Von  letztern  wird  gesagt,  die  grosse  Axe  gehe  durch 
das  Maximum  und  laufe  unter  45°  zu  den  beiden  Hauptaxen  der 
Lebensalter  der  Männer  und  Frauen,  d.  h.  sie  durchlaufe  alle  Coro- 
binatiouen  der  Lebeusalter,  in  welchen  die  Differenz  zwischen  dem 
Alter  des  Mannes  und  der  Frau  constant  und  gleich  derjenigen  ist, 
welche  zwischen  den  mittleren  Lebensaltern  zur  Zeit  der  Verheiratung 
besteht.   Ausserdem  bespricht  dio  Schrift  manche  andere  Fragen  und 
gibt  Tabellen,  Formeln  und  Diagramme  über  Beobachtungen. 


Die  Physik  im  Dienste  der  Wissenschaft,  der  Kunst  und  ds 
praktischen  Lebens.    Unter  Mitwirkung  von  Dr.  J.  von  B ebber, 
Abteilungsvorstand  auf  der  deutschen  Seewarte  in  Hamburg;  C.  Grik- 
winkol,  kais.  Postrat  in  Frankfurt  a.  M.;  Dr.  E.  Hartwig,  Assi- 
stent an  der  Univ.-Stern warte  in  Strassburg;  Dr.  E.  Lommel,  Pro- 
fessor an  der  Universität  zu  Erlangen;  Dr.  F.  Melde,  Professor  an 
der  Universität  zu  Marburg;  Dr.  J.  Rosenthal,  Professor  an  der 
Universität  zu  Erlangen;  Th.  Schwartze,  Ingenieur  in  Leipzig; 
Dr.  A.  von  Urbanitzky,  Assistent  an  der  technischen  Hochschule 
zu  Wien;  Dr.  H.  W.  Vogel,  Professor  an  der  technischen  Hoch- 
schule zu  Berlin;  Dr.  J.  G.  W allen tin,  Professor  am  Obergyruua- 
sium  im  IX.  Bezirk  in  Wien;  herausgegeben  von  Dr.  G.  Krebs, 
Oberlehrer  an  der  Musterschule  (Realgymnasium)  zu  Frankfurt  a,M. 
Stuttgart   Ferdinand  Enke.   I.  Lieferung  1883.    112  S. 

Das  Werk  soll  in  circa  5  Lieferungen  erscheinen.  In  der  ersten 
Lieferung  sind  die  3  Themata  behandelt:  die  Photographic,  die  Spek- 
tralanalyse und  die  meteorologischen  Stationen.  Ueber  jeden  dieser 
Gegenstände  wird  von  der  Geschichte,  der  physikalischen  Erklärung 
und  der  technischen  Ausführung  soviel  mitgeteilt  als  zu  eiuer  deut- 
lichen, richtigen  und  zusammenhangenden  Vorstellung  notwendig  ist 


H. 


Physik. 


Digitized  by  Google 


LitUrarischtr  Bericht  CCLXXX. 


4G 


Vermischte  Schriften. 

Acta  Matbematica,  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittäg- 
ige ff  ler.  II.  Stockholm  1883.  F.  u.  G.  Bcijcr.  Berlin,  Mayer  u. 
Müller.   Paris,  A.  Hermann.  4°. 

Der  Inhalt  des  II.  Bandes  ist  folgender: 

E.  Gonrsat:  Ueber  eine  Classe  von  Functionen,  dio  durch 
bestimmte  Integrale  dargestellt  sind. 

P.  Appell:  Ueber  eine  Ciasso  von  Functionen  zweier  unab- 
hängigen Variabel  n. 

C.  Crone:  Ueber  eiuo  Gattung  symmetrischer  Curvcn  6.  Classe. 

H.  Poincarc:  Ueber  die  Functionen  zweier  Variabein. 

E.  Picard:  Ueber  Functionen  zweier  unabhängigen  Variabein, 
die  den  Modularfunctionen  analog  sind. 

H.  Valentiner:  Zur  Theorie  der  Raumcurven. 

Hj.  M ellin:  Ueber  dio  transcendentc  Function  Q(t). 

M.  Elliot:  Ueber  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  mit  dop- 
pelt periodischen  Coefficienten. 

L.  Bourguct:  Ueber  dio  culcrschen  Integrale  und  einige  andre 
einförmige  Functionen.  —  Ueber  die  eulerschen  Functionen. 

Ch.  Hermite  und  R.  Lipschitz:  Ueber  einige  Punkte  in  der 
Theorie  der  Zahlen. 

G.  Cantor:  Ueber  eine  Eigenschaft  des  Systems  aller  reellen 
algebraischen  Zahlen.  —  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Gesamtheiten. 
—  Ueber  die  trigonometrischen  Reihen.  —  Erweiterung  eines  Theo- 
rems der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen.  —  Ueber  dio  un- 
endlichen und  linearen  Gesamtheiten  von  Punkten.  I— IV.  —  Grund- 
lagen einer  allgemeinen  Theorie  der  Gesamtheiten.  —  Ueber  ver- 
schiedene Sätze  der  Theorie  der  Gesamtheiten  von  Punkten,  die  in 
einem  stetigen  Räume  von  n  Dimensionen  liegen.   Erste  Mitteilung. 

J.  Bondixson:  Eiuigc  Sätze  der  Theorie  der  Gesamtheiton. 

H. 

Mathesis  recueil  mathämatique  ä  l'usage  des  6coles  speciales  et 
des  etablisscments  d'instmction  moyennc  public  par  P.  Mansion, 
Professeur  ordinaire  ä  TUuivcrsite  de  Gand,  Docteur  special  en 
scienecs  mathämatiques,  etc.  et  J.  Neuberg,  Professeur  ä  l'Ath6nee 
royal  et  ä  l'Ecole  des  mines  de  Liege.  Avcc  la  collaboration  de 
plusieurs  Professcurs  Beiges  et  clrangers.  Tome  troisiemc.  Gand 
1883.   Ad.  Hoste.   Paris,  Gauthier-Villars. 
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Der  3.  Band  enthalt  folgonde  Abhandlungen  und  Noten: 

Th.  Verstraotcn:  Ucber  einen  Punkt  des  Unterrichts  io  der 
descriptiven  Geometrie. 

E.  Ccsaro:  Principicn  des  symbolischen  Calcnls.  —  Geoap- 
trisehe  Note.  —  Bemerkungen  über  eine  Wahrschcinlichkcitsaufgii*. 

Ed.  Lucas:  Beweis  des  Satzes  von  Clausen  und  Staudt  betref- 
fend die  bernoullischen  Zahlen.  —  Der  Cravattcnknoten. 

J.  Neuberg:  Anwendungen  der  Determinanten.  —  Einige  Sate 
vou  E.  Catalan  aus  der  elementaren  Geometrie.  —  Fläche  des  Drei- 
ecks nach  Ed.  Lucas. 

E.  Catalan  und  P.  Mansiou:  Ucber  das  Princip  der  Homo- 

gencität. 

Goedscels:  Sätze  von  Hachette  und  Chaslcs  über  die  Boruh- 
rungsebeneu  der  Regelflächen. 

C.  B.  S  Cavallin:  Uebcr  gewisse  geometrische  Mittel  und  den 
Umfang  der  Ellipse. 

B.  Boncompagni:  Ueber  2  in  der  „Mathosis"  ausgesprochene 

Sätze. 

Muir  und  Cesaro:  Ueber  den  Umfang  der  Ellipse. 

Kichl  und  Neuberg:  Elementar  mathematische  Aufgaben. 

Gelin:  Anzahl  der  verschiedeneu  Arten  ein  convexes  Vieleck 
durcli  Diagonalen  in  Dreiecke  zu  zerlegen. 

Barbarin:  Aufgaben  über  die  Kreise. 

Dclboeuf:  Trisection  des  Winkels  mittelst  der  gleichseitigen 
Hyperbel.  (Roproduction). 

Main:  46  Ausdrücke  für  den  Dreiecksiuhalt 

Ancion:  Ueber  die  Methode  der  Isoperimeter  nach  Andre  und 

Rouclie. 

P.  Mansion:  Die  Methodologie  von  Dauge.  —  Ueber  die  von 
J.  Plateau  entdeckten  neuen  singuläreu  Punkte  der  ebenen  Curven.  — 
J.  Plateau  und  W.  L.  Glaishcr's  Beweis  eines  Satzes  von  Crelle. 

Legrand:  Schnitt  einer  Geraden  und  einer  Fläche  2.  Grades. 

Teixeira:  Uebcr  die  Theorie  der  Imaginären. 

Ph.  Gilbert:  Aufgabe  vom  Maximum.  —  Ueber  eine  Eigen- 
schaft des  Ellipsoid8. 

Lislcferme:  Construction  der  Tangente  an  gewisse  Curven. 

Barrieu:  Note  über  den  grössten  gemeinsamen  Divisor  und 
das  klciuste  gemeinsame  Vielfache. 

H. 
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